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第一章 实数体系的构造

1.1 Peano公理

1.1.1 相等

定义 1.1.1 (等价关系)

♣

称关系 ∼为集合 X 上的等价关系，如果成立如下命题。

1. 自反性：∀x ∈ X, x ∼ x

2. 对称性：∀x, y ∈ X, (x ∼ y =⇒ y ∼ x)

3. 传递性：∀x, y, z ∈ X, ((x ∼ y) ∧ (y ∼ z) =⇒ x ∼ z)

定义 1.1.2 (相等)

♣定义集合 X 上的相等为一种等价关系，记作 =。

1.1.2 自然数

公理 1.1.1 (Peano公理)

♡

1. 0 ∈ N
2. ∀n ∈ N, (n ∈ N =⇒ n∗ ∈ N)
3. ∀n ∈ N, n∗ ̸= 0

4. ∀m,n ∈ N, (m = n ⇐⇒ m∗ = n∗)
5. 对于命题 P : N → Bool，如果

P (0) = True

∀n ∈ N∗, (P (n) = True =⇒ P (n∗) = True)

那么

∀n ∈ N∗, P (n) = True

定义 1.1.3 (自然数集)

♣称成立 Peano公理的集合 N为自然数集。

1.2 加法

1.2.1 加法

定义 1.2.1 (加法)

♣

∀n ∈ N, n+ 0 := n

∀m,n ∈ N, m+ (n∗) := (m+ n)∗



1.3 乘法

命题 1.2.1 (加法的性质)

♠

1. 加法交换律：
∀m,n ∈ N, m+ n = n+m

2. 加法结合律：
∀l,m, n ∈ N, (l +m) + n = l + (m+ n)

3. 消去律：
∀l,m, n ∈ N, (l +m = l + n =⇒ m = n)

1.2.2 自然数的序

定义 1.2.2 (正自然数)

♣
定义正自然数集为 N∗ = N \ {0}。

命题 1.2.2

♠n ∈ N∗ ⇐⇒ ∃!m ∈ N,m∗ = n

定义 1.2.3 (自然数的序)

♣

1. 对于自然数m,n ∈ N，称m ≥ n，如果存在自然数 l ∈ N，使得成立m = l + n。

2. 对于自然数m,n ∈ N，称m > n，如果存在正自然数 l ∈ N∗，使得成立m = l + n。

命题 1.2.3 (序的性质)

♠

1. 自反性：∀n ∈ N, n ≥ n

2. 传递性：∀l,m, n ∈ N, (l ≥ m) ∧ (m ≥ n) =⇒ l ≥ n

3. 反称性：∀m,n ∈ N, (m ≥ n) ∧ (n ≥ m) =⇒ m = n

定理 1.2.1 (序的三歧性)

♡

对于自然数 n ∈ N，以下三命题有且仅有其一为真。
1. n = 0

2. n > 0

3. n < 0

定理 1.2.2 (强数学归纳法)

♡

对于命题 P : N → Bool，如果

P (0) = True

∀n ∈ N, ((∀m ∈ N, (m < n =⇒ P (m) = True)) =⇒ P (n) = True)

那么

∀n ∈ N∗, P (n) = True
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1.3 乘法

1.3 乘法

定义 1.3.1 (乘法)

♣

∀n ∈ N, n× 0 := 0

∀m,n ∈ N, m× (n∗) := (m× n) +m

命题 1.3.1 (乘法的性质)

♠

1. 乘法交换律：
∀m,n ∈ N, m× n = n×m

2. 乘法结合律：
∀l,m, n ∈ N, (l ×m)× n = l × (m× n)

3. 保序性：
∀l,m, n ∈ N, (m > n) ∧ (l > 0) =⇒ l ×m > l × n

4. 消去律：
∀l,m, n ∈ N, (l ×m = l × n) ∧ (l > 0) =⇒ m = n

1.4 整数

1.4.1 整数

定义 1.4.1 (整数)

♣对于m,n ∈ N，定义m⊖ n为整数。

定义 1.4.2 (整数的相等)

♣对于 a, b, c, d ∈ N，称 a⊖ b = c⊖ d，如果 a+ d = c+ b。

定义 1.4.3 (整数集)

♣整数全体构成整数集 Z。

定义 1.4.4 (整数的加法)

♣
∀a, b, c, d ∈ N, (a⊖ b) + (c⊖ d) := (a+ c)⊖ (b+ d)

定义 1.4.5 (整数的乘法)

♣
∀a, b, c, d ∈ N, (a⊖ b)× (c⊖ d) := (a× c+ b× d)⊖ (a× d+ b× c)

定义 1.4.6 (相反数)

♣
对于m,n ∈ N，定义m⊖ n的相反数为 −(m⊖ n) := n⊖m。
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1.5 比例数

定义 1.4.7 (整数的减法)

♣
∀a, b, c, d ∈ N, (a⊖ b)− (c⊖ d) := (a⊖ b) + (−(c⊖ d))

1.4.2 整数的序

定义 1.4.8 (整数的序)

♣

1. 对于整数m,n ∈ Z，称m ≥ n，如果存在自然数 l ∈ N，使得成立m = l + n。

2. 对于整数m,n ∈ Z，称m > n，如果存在正自然数 l ∈ N∗，使得成立m = l + n。

定义 1.4.9 (正整数，负整数，非负整数)

♣

1. 称整数 n ∈ Z为正整数，如果 n > 0。

2. 称整数 n ∈ Z为负整数，如果 n < 0。

3. 称整数 n ∈ Z为非负整数，如果 n ≥ 0。

命题 1.4.1 (序的性质)

♠

1. 自反性：∀n ∈ Z, n ≥ n

2. 传递性：∀l,m, n ∈ Z, (l ≥ m) ∧ (m ≥ n) =⇒ l ≥ n

3. 反称性：∀m,n ∈ Z, (m ≥ n) ∧ (n ≥ m) =⇒ m = n

定理 1.4.1 (序的三歧性)

♡

对于整数m,n ∈ Z，以下三命题有且仅有其一为真。
1. m = n

2. m > n

3. m < n

1.5 比例数

1.5.1 比例数

定义 1.5.1 (比例数)

♣对于m,n ∈ N且 n ̸= 0，定义m⊘ n为比例数。

定义 1.5.2 (比例数的相等)

♣对于 a, b, c, d ∈ N且 b, d ̸= 0，称 a⊘ b = c⊘ d，如果 a× d = b× c。

定义 1.5.3 (比例数集)

♣比例数全体构成比例数集 Q。
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1.5 比例数

1.5.2 比例数的四则运算

定义 1.5.4 (比例数的加法)

♣
∀(a, b, c, d ∈ N) ∧ (b, d ̸= 0), (a⊘ b) + (c⊘ d) := (a× d+ b× c)⊘ (b× d)

定义 1.5.5 (比例数的乘法)

♣
∀(a, b, c, d ∈ N) ∧ (b, d ̸= 0), (a⊘ b)× (c⊘ d) := (a× c)⊘ (b× d)

定义 1.5.6 (比例数的负数)

♣
∀(a, b ∈ N) ∧ (b ̸= 0), −(a⊘ b) := (−a)⊘ b

定义 1.5.7 (比例数的减法)

♣
∀(a, b, c, d ∈ N) ∧ (b, d ̸= 0), (a⊘ b)− (c⊘ d) := (a⊘ b) + (−(c⊘ d))

定义 1.5.8 (比例数的倒数)

♣
∀(a, b ∈ N) ∧ (a, b ̸= 0), (a⊘ b)−1 := b⊘ a

定义 1.5.9 (比例数的除法)

♣
∀(a, b, c, d ∈ N) ∧ (b, c, d ̸= 0), (a⊘ b)÷ (c⊘ d) := (a⊘ b)× (c⊘ d)−1

1.5.3 比例数的序

定义 1.5.10 (正比例数)

♣称比例数 x ∈ Q为正比例数，如果存在正自然数m,n ∈ N∗，使得成立 x = m⊘ n。

定义 1.5.11 (非负比例数)

♣称比例数 x ∈ Q为非负比例数，如果或 x = 0，或 x为正比例数。

定义 1.5.12 (比例数的序)

♣

1. 对于比例数 x, y ∈ Q，称 x ≥ y，如果存在非负比例数 z ∈ Q，使得成立 x = y + z。

2. 对于整数 x, y ∈ N，称 x > y，如果存在正比例数 z ∈ Q，使得成立 x = y + z。

命题 1.5.1 (序的性质)

♠

1. 自反性：∀x ∈ Q, x ≥ x

2. 传递性：∀x, y, z ∈ Q, (x ≥ y) ∧ (y ≥ z) =⇒ x ≥ z

3. 反称性：∀x, y ∈ Q, (x ≥ y) ∧ (y ≥ x) =⇒ x = y

5



1.6 实数

定理 1.5.1 (序的三歧性)

♡

对于比例数 x, y ∈ Q，以下三命题有且仅有其一为真。
1. x = y

2. x > y

3. x < y

1.6 实数

1.6.1 绝对值

定义 1.6.1 (绝对值)

♣

对于比例数 x，其绝对值定义为

|x| =


x, x > 0

−x, x < 0

0, x = 0

1.6.2 Cauchy序列

定义 1.6.2 (Cauchy序列)

♣

称比例数序列 {xn}∞n=0 ⊂ Q为 Cauchy序列，如果对于任意正比例数 ε ∈ Q+，存在正整数N ∈ N∗，使得

对于任意m,n ≥ N，成立

|xm − xn| ≤ ε

定义 1.6.3 (等价 Cauchy序列)

♣

称 Cauchy序列 {xn}∞n=0 ⊂ Q与 {yn}∞n=0 ⊂ Q为等价 Cauchy序列，如果对于任意正比例数 ε ∈ Q+，存

在正整数 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立

|xn − yn| ≤ ε

1.6.3 实数

定义 1.6.4 (实数)

♣
对于 Cauchy序列 {xn}∞n=0 ⊂ Q，定义 LIM(xn)为实数。

定义 1.6.5 (实数的相等)

♣

对于 Cauchy 序列 {xn}∞n=0 ⊂ Q 与 {yn}∞n=0 ⊂ Q，称 LIM(xn) = LIM(yn)，如果 {xn}∞n=0 ⊂ Q 与
{yn}∞n=0 ⊂ Q为等价 Cauchy序列。

定义 1.6.6 (实数集)

♣实数全体构成实数集 R。
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1.6 实数

1.6.4 实数的四则运算

定义 1.6.7 (实数的加法)

♣
LIM(xn) + LIM(yn) := LIM(xn + yn)

定义 1.6.8 (实数的乘法)

♣
LIM(xn)× LIM(yn) := LIM(xn × yn)

定义 1.6.9 (实数的负数)

♣
−LIM(xn) := LIM(−xn)

定义 1.6.10 (实数的减法)

♣
LIM(xn)− LIM(yn) := LIM(xn) + (−LIM(yn))

定义 1.6.11 (零实数)

♣

称实数 LIM(xn)为零，如果对于任意正比例数 ε ∈ Q+，存在正整数N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成

立

|xn| ≤ ε

定义 1.6.12 (实数的倒数)

♣
(LIM(xn) ̸= 0) ∧ (∀n ∈ N, xn ̸= 0) =⇒ (LIM(xn))

−1 := LIM(x−1
n )

定义 1.6.13 (实数的除法)

♣
(LIM(yn) ̸= 0) ∧ (∀n ∈ N, yn ̸= 0) =⇒ LIM(xn)÷ LIM(yn) := LIM(xn)× (LIM(yn))

−1

1.6.5 实数的序

定义 1.6.14 (实数的序)

♣

1. 对于实数 x, y ∈ R，称 x ≥ y，如果存在非负实数 z ∈ R，使得成立 x = y + z。

2. 对于实数 x, y ∈ R，称 x > y，如果存在正实数 z ∈ R，使得成立 x = y + z。

命题 1.6.1 (序的性质)

♠

1. 自反性：∀x ∈ R, x ≥ x

2. 传递性：∀x, y, z ∈ R, (x ≥ y) ∧ (y ≥ z) =⇒ x ≥ z

3. 反称性：∀x, y ∈ R, (x ≥ y) ∧ (y ≥ x) =⇒ x = y

定理 1.6.1 (序的三歧性)
对于实数 x, y ∈ R，以下三命题有且仅有其一为真。

1. x = y
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1.7 实数完备性定理

♡

2. x > y

3. x < y

1.7 实数完备性定理

定理 1.7.1 (实数完备性定理)

♡

1. 确界定理：存在上界的集合存在上确界。
2. 单调有界定理：单调递增且存在上界的数列存在极限。
3. Cauchy收敛原理：Cauchy序列收敛。
4. 致密性原理：有界数列存在收敛子列。
5. 聚点原理：有界无穷集合存在聚点。
6. 闭区间套定理：闭区间套存在且仅存在唯一交点。
7. 有限覆盖定理：闭区间的开覆盖存在有限子覆盖。

Cauchy收敛原理

��

确界定理

��

致密性定理

hhQQQQQQQQQQQQ

��

闭区间套定理

66mmmmmmmmmmmmm

hhRRRRRRRRRRRRR

��

单调有界定理

66lllllllllllll
聚点定理

KK

有限覆盖定理

66mmmmmmmmmmmmm

定理 步骤 1 步骤 2 步骤 3

致密性定理 =⇒ Cauchy收敛原理 Cauchy序列有界 存在收敛子列 子列的极限为原数列极限

Cauchy收敛原理 =⇒ 闭区间套定理 闭区间套端点为 Cauchy序列 an 与 bn 存在极限

闭区间套定理 =⇒ 致密性原理 将数列的界区间迭代二分 每次选择无穷点所在区间

闭区间套定理 =⇒ 确界定理 选择上界 b1 与非上界 a1 将区间迭代二分 每个区间选择为左端点不为上界，右端点为上界

确界定理 =⇒ 单调有界定理 显然

单调有界定理 =⇒ 闭区间套定理 an, bn 均为单调有界数列

闭区间套定理 =⇒ 有限覆盖定理 反证：若 [a, b]的某开覆盖不存在子覆盖 将区间迭代二分 每次选择不存在子覆盖的区间

有限覆盖定理 =⇒ 聚点定理 反证：若不存在聚点 构造开覆盖 推出原点集为有限点集

致密性定理 =⇒ 聚点定理 从无穷有界点集中选择数列 存在收敛子列 收敛点即为聚点

聚点定理 =⇒ 致密性定理 有界数列作为无穷点集 聚点即为收敛点
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1.7 实数完备性定理

证明 确界定理 =⇒ 单调有界定理：这几乎是显然的！

单调有界定理 =⇒ 闭区间套定理：由于

a1 ≤ · · · an ≤ bn ≤ · · · ≤ b1

那么 {an}∞n=1 与 {bn}∞n=1 为单调有界数列，从而存在 ξ ∈ R，使得成立 an → ξ，此时

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

((bn − an) + an) = lim
n→∞

(bn − an) + lim
n→∞

an = ξ

从而对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，存在性得证！如果存在 η ∈ R，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，

那么因为对于任意 n ∈ N∗，成立

an ≤ η ≤ bn

由极限的夹逼性，η = ξ，唯一性得证！

闭区间套定理 =⇒ 致密性原理：设数列 {xn}∞n=1为有界数列，那么存在 a1, b1 ∈ R，使得对于任意 n ∈ N∗，

成立 a1 ≤ xn ≤ b1。如果已经得到有限闭区间序列 {[ak, bk]}nk=1，使得对于任意 1 ≤ k ≤ n，[ak, bk] 中存在

原数列中无穷多项，那么考察
[
an,

an+bn
2

]
与
[
an+bn

2 , bn
]
，其中之一存在原数列中无穷多项，记为 [an+1, bn+1]。

由数学归纳，存在闭区间序列 {[an, bn]}∞n=1，使得对于任意 n ∈ N∗，[an, bn] 中存在原数列中无穷多项。由于

bn − an = (b1 − a1)2
−n → 0，从而存在且存在唯一 ξ ∈ R，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，且

ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn。取 xn1 = x1，如果已经得到有限子列 {xnk
}mk=1，那么取 xnm+1 ∈ [am+1, bm+1]，使得成

立 nm+1 > nm。由归纳假设，存在子列 {xnk
}∞k=1 ⊂ {xn}∞n=1，使得成立对于任意 k ∈ N∗，成立

ak ≤ xnk
≤ bk

由极限的夹逼性，xnk
→ ξ，致密性原理得证！

致密性原理 =⇒ Cauchy收敛原理：
必要性由三角不等式显然！对于充分性，容易知道 {xn}∞n=1 为有界数列，进而存在收敛子列 {xnk

}∞k=1 ⊂
{xn}∞n=1，使得成立 xnk

→ ξ。对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 k, n ≥ N，成立

|xnk
− xn| <

ε

2

令 k → ∞，那么
|xn − ξ| ≤ ε

2
< ε

Cauchy收敛原理得证！
Cauchy收敛原理 =⇒ 闭区间套定理：取闭区间序列 {[an, bn]}∞n=1，成立对于任意 n ∈ N∗，有 [an+1, bn+1] ⊂

[an, bn]，且 lim
n→∞

|bn − an| = 0。由于当m > n时，成立

0 ≤ am − an ≤ bn − an → 0

因此 {an}∞n=1 为收敛数列，从而存在 ξ ∈ R，使得成立 an → ξ，此时

lim
n→∞

bn = lim
n→∞

((bn − an) + an) = lim
n→∞

(bn − an) + lim
n→∞

an = ξ

从而对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，存在性得证！如果存在 η ∈ R，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，

那么因为对于任意 n ∈ N∗，成立

an ≤ η ≤ bn

由极限的夹逼性，η = ξ，唯一性得证！

闭区间套定理 =⇒ 确界定理：对于存在上界的非空集合 S ⊂ R，不妨 S为无穷集合，取 a1不为 S的上界，

b1 为 S 的上界，那么 a1 < b1。如果已经得到有限闭区间序列 {[ak, bk]}nk=1，使得对于任意 1 ≤ k ≤ n，ak 不为

S 的上界，bk 为 S 的上界，那么构造

[an+1, bn+1] =


[
an,

an + bn
2

]
,

an + bn
2

为S的上界[
an + bn

2
, bn

]
,

an + bn
2

不为S的上界
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1.7 实数完备性定理

由数学归纳，存在闭区间序列 {[an, bn]}∞n=1，使得对于任意 n ∈ N∗，an 不为 S 的上界，bn 为 S 的上界。由

于 bn − an = (b1 − a1)2
−n → 0，从而存在且存在唯一 ξ ∈ R，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，且

ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn。如果 ξ不为 S 的上界，那么存在 x0 ∈ S，使得成立 ξ < x0。由于 lim
n→∞

bn = ξ，从而存

在 n0，使得成立 bn0
< x0，与 bn0

为 S 的上界矛盾！进而 ξ为 S 的上界。任取 ε > 0，由于 lim
n→∞

xn = ξ，从而

存在 n′
0，使得成立 an′

0
> ξ− ε。由于 an′

0
不为上界，从而存在 x′

0 ∈ S，使得成立 x′
0 > an′

0
> ξ− ε，进而 ξ为 S

的上确界。确界定理得证！

致密性原理 =⇒ 聚点原理：对于有界无穷集合 S ⊂ R，取任意两项互不相同的数列 {xn}∞n=1 ⊂ S，从而

{xn}∞n=1 为有界数列，进而存在收敛于子列，不妨仍记为 {xn}∞n=1，且 xn → ξ。对于任意 ε > 0，(ξ − ε, ξ + ε)

存在原数列中无穷多项，进而成立 (x− ε, x+ ε) ∩ S \ {x} ̸= ∅，聚点原理得证！
聚点原理 =⇒ 致密性原理：对于有界数列 {xn}∞n=1 ⊂ R，记 S = {xn : n ∈ N∗}，如果 S 为有限集合，

那么存在 x ∈ S，使得 x 在原数列中存在无穷多项，因此原数列存在收敛子列。如果 S 为无穷集合，那么存

在 ξ ∈ R，使得对于任意 ε > 0，成立 (ξ − ε, ξ + ε) ∩ S \ {ξ} ̸= ∅。取 xn1
∈ (ξ − ε, ξ + ε) ∩ S \ {ξ}，假设

已得到有限数列 {xnk
}mk=1 ⊂ {xn}∞n=1，使得对于任意 1 ≤ k ≤ m，ank

∈ (ξ − 1/k, ξ + 1/k) ∩ S \ {ξ}，考察
(ξ − 1/(m+ 1), ξ + 1/(m+ 1)) ∩ S \ {ξ}，如果对于任意 j > nm，xj /∈ (ξ − 1/(m+ 1), ξ + 1/(m+ 1)) ∩ S \ {ξ}，
那么取 ε = min{|ξ − xj |}nm

j=1，于是 (ξ − ε, ξ + ε) ∩ S \ {ξ} = ∅，矛盾！进而存在 nm+1 > nm，使得成立

xnm+1
∈ (ξ − 1/(m+ 1), ξ + 1/(m+ 1)) ∩ S \ {ξ}。由数学归纳，存在子列 {xnk

}∞k=1 ⊂ {xn}∞n=1，使得对于任意

k ∈ N∗，成立 ank
∈ (ξ − 1/k, ξ + 1/k) ∩ S \ {ξ}，从而 |ank

− ξ| < 1/k → 0，致密性原理得证！

有限覆盖定理 =⇒ 聚点定理：对于有界无穷点集 S，令 S ⊂ [−M,M ]。若 S 不存在聚点，那么对于任意

x ∈ [−M,M ]，存在 δx > 0，使得成立 (x−δx, x+δx)∩S = {x}。作 [−M,M ]的开覆盖 {(x−δx, x+δx) : |x| < M}，
于是存在有限子覆盖 (x1 − δx1

, x1 + δx1
), · · · , (xn − δxn

, xn + δxn
)，于是

S = S ∩ [−M,M ] = S ∩
n⋃

k=1

(xk − δxk
, xk + δxk

) =

n⋃
k=1

S ∩ (xk − δxk
, xk + δxk

) =

n⋃
k=1

{xk} = {x1, · · · , xn}

与 S 为无穷点集矛盾！

闭区间套定理 =⇒ 有限覆盖定理：假设闭区间 [a, b]的开覆盖 {Cλ}λ∈Λ无有限子覆盖，那么将 [a, b]二等分，

其中之一无有限子覆盖，将其记为 [a1, b1]。如此重复下去，可得比区间套 {[an, bn]}∞n=1，使得每一个 [an, bn]无有

限子覆盖。由闭区间套定理，存在且存在唯一 ξ ∈ R，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 ξ ∈ [an, bn]，且 ξ = lim
n→∞

an =

lim
n→∞

bn。由于 {Cλ}λ∈Λ为 [a, b]的开覆盖，因此存在 Cλ0
，使得成立 x ∈ Cλ0

。由于 Cλ0
为开集，因此存在开区

间 (α, β)，使得成立 ξ ∈ (α, β) ⊂ Cλ0。由于 |an − bn| → 0，那么存在 n0 ∈ N∗，使得成立 |an0 − bn0 | < |α− β|，
因此 [an0 , bn0 ] ⊂ [α, β] ⊂ Cλ0，矛盾！
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第二章 数列极限

2.1 数列极限

2.1.1 数列极限

定义 2.1.1 (收敛数列)

♣
称数列 {xn}∞n=1 ⊂ R收敛，如果对于任意 ε > 0，存在N ∈ N∗，使得对于任意m,n ≥ N，成立 |xm−xn| < ε。

定义 2.1.2 (数列极限)

♣

称数列 {xn}∞n=1 ⊂ R收敛于 a ∈ R，如果对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立

|xn − a| < ε。

2.1.2 数列极限的性质

命题 2.1.1 (数列极限的性质)

♠

1. 收敛数列的存在且存在唯一极限。
2. 收敛数列的有界性：对于收敛数列 {xn}∞n=1 ⊂ R，存在M ∈ R，使得对于任意n ∈ N∗，成立 |xn| < M。

3. 收敛数列的保序性：如果 xn → a，且 a > 0，那么存在N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立 xn > 0。

4. 收敛数列的保序性：如果 xn → a，且 xn > 0，那么 a ≥ 0。

5. 收敛数列的夹逼性：如果 xn ≤ yn ≤ zn，且 xn → a, zn → a，那么 yn → a。

2.1.3 数列极限的四则运算

命题 2.1.2 (数列极限的四则运算)

♠

1. 加法：如果 xn 与 yn 收敛，那么 xn + yn 收敛，且

lim
n→∞

(xn + yn) = lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

2. 数乘：如果 xn 收敛，那么 λxn 收敛，且

lim
n→∞

(λxn) = λ lim
n→∞

xn

3. 乘法：如果 xn 与 yn 收敛，那么 xnyn 收敛，且

lim
n→∞

(xnyn) = lim
n→∞

xn lim
n→∞

yn

4. 除法：如果 xn 与 yn 收敛，且 yn 非收敛于 0，那么 xn/yn 收敛，且

lim
n→∞

(
xn

yn

)
=

lim
n→∞

xn

lim
n→∞

yn



2.2 无穷小量与无穷大量

2.2 无穷小量与无穷大量

定义 2.2.1 (无穷小量)

♣

称数列 {xn}∞n=1 ⊂ R 为无穷小量，如果对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立

|xn| < ε。

定义 2.2.2 (无穷大量)

♣

称数列 {xn}∞n=1 ⊂ R为无穷大量，如果对于任意 M > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立

|xn| > M。

命题 2.2.1 (无穷大量的性质)

♠

1. 对于非零数列 {xn}∞n=1 ⊂ R，成立

xn → ∞ ⇐⇒ 1

xn
→ 0

2. 如果 xn → ∞且 |yn| ≥ a > 0，那么 xnyn → ∞。

2.3 Stolz定理

定理 2.3.1 (Stolze公式)

♡

1.
0

0
型：对于数列 {xn}∞n=1 与 {yn}∞n=1，如果成立

(a). {xn}∞n=1 严格单调递减。

(b). lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0

(c). 存在极限 lim
n→∞

yn+1 − yn
xn+1 − xn

那么存在极限 lim
yn
xn
，且

lim
yn
xn

= lim
yn+1 − yn
xn+1 − xn

2.
∗
∞
型：对于数列 {xn}∞n=1 与 {yn}∞n=1，如果成立

(a). {xn}∞n=1 严格单调递增。

(b). lim
n→∞

xn = ∞

(c). 存在极限 lim
n→∞

yn+1 − yn
xn+1 − xn

那么存在极限 lim
yn
xn
，且

lim
yn
xn

= lim
yn+1 − yn
xn+1 − xn

�
笔记

lim
n→∞

xn+1 − xn

yn+1 − yn
= ∞ ≠⇒ lim

n→∞

xn

yn
= ∞

例如：

{xn} = {0, 22, 0, 42, 0, 62, · · · } yn = n
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2.4 数列递推

定理 2.3.2 (Toeplitz定理)

♡

对于 {t(n)k }∞k,n=1 ⊂ R≥0，如果

n∑
k=1

t
(n)
k = 1, lim

n→∞
t
(n)
k = 0, k, n ∈ N∗

那么

lim
n→∞

xn = x =⇒ lim
n→∞

n∑
k=1

t
(n)
k xk = x

2.4 数列递推

定理 2.4.1 (单调有界原理)

♡

对于递推公式

xn+1 = f(xn)

如果 xn 单调递增且由上界，那么 xn 存在极限 a，且成立

a = f(a)

定理 2.4.2 (压缩映像原理)

♡

对于递推公式

xn+1 = f(xn)

如果存在 0 < r < 1，使得成立

|xn+2 − xn−1| ≤ r|xn+1 − xn| 或 |f ′(x)| ≤ r < 1

那么 xn 存在极限 a，且成立

a = f(a)

定理 2.4.3 (不动点方法)

♡

对于递推公式

xn+1 = f(xn)

如果 f(x)连续递增，且 f(x∗) = x∗，同时

(x1 − f(x1))(x1 − x∗) ≥ 0

那么 xn 存在极限 a，且成立

a = f(a)

定理 2.4.4 (一阶递推)

♡

一阶递推

xn+1 = anxn + bn

的递推公式为

xn =

(
n−1∏
k=0

ak

)
x0 +

n−2∑
i=1

 n−1∏
j=i+1

aj

 bi + bn−1
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2.5 数列极限的估计

定理 2.4.5 (二阶递推)

♡

对于二阶递推

xn+2 = pxn+1 + qxn

1. 如果特征方程
λ2 = pλ+ q

存在两根 α, β，那么其通项公式为

xn = Aαn +Bβn

其中 A,B 由 x0, x1 确定。

2. 如果特征方程
λ2 = pλ+ q

存在重根 γ，那么其通项公式为

xn = (An+B)γn

其中 A,B 由 x0, x1 确定。

定理 2.4.6 (分式线性递推)

♡

对于分式线性递推

xn+1 =
axn + b

cxn + d

其中 ad ̸= bc。

1. 如果特征方程
λ =

aλ+ b

cλ+ d

存在两根 α, β，那么其通项公式为

xn − α

xn − β
=

x0 − α

x0 − β

(
a− cα

a− cβ

)n

2. 如果特征方程
λ =

aλ+ b

cλ+ d

存在重根 γ，那么其通项公式为
1

xn − γ
=

1

x0 − γ
+

2c

a+ d

2.5 数列极限的估计

命题 2.5.1 (e的估计)

♠
e =

1

1!
+

1

2!
+ · · ·+ 1

n!
+

θn
n!

,
1

1 + n
< θn <

1

n

命题 2.5.2 (调和函数的估计)

♠
lnn <

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

n
< ln(1 + n)
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2.5 数列极限的估计

命题 2.5.3 (Euler常数)

♠

1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

n
= lnn+ γ + θn,

1

n2
< θn <

1

n

定理 2.5.1 (Stirling公式)

♡
n! =

√
2πnnne−n+ θn

12n ,
n

1 + n
< θn < 1
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第三章 函数极限与连续函数

3.1 函数极限

3.1.1 函数极限

定义 3.1.1 (存在极限的函数)

♣

称函数 f(x)在 x0 ∈ I 处存在极限，如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

0 < |x− x0| < δ, 0 < |y − y0| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

定义 3.1.2 (函数极限)

♣

称函数 f(x)在 x0 ∈ I 处的极限为 A，并记作

f(x0) = lim
x→x0

f(x)

如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)−A| < ε

�
笔记函数 f(x)在 x0 处的极限与 f(x0)无关，甚至与 f(x)在 x0 是否存在定义无关。

3.1.2 函数极限的性质

命题 3.1.1 (函数极限的性质)

♠

1. 极限的唯一性：如果 A,B 均为函数 f(x)在 x0 处的极限，那么 A = B。

2. 局部保序性：如果 A,B 分别为函数 f(x), g(x)在 x0 处的极限，且 A > B，那么存在 δ > 0，使得

成立

0 < |x− x0| < δ =⇒ f(x) > g(x)

3. 局部有界性：如果函数 f(x)在 x0 处存在极限，那么 f(x)在 x0 去心邻域内有界。

3.1.3 函数极限的四则运算

命题 3.1.2 (函数极限的四则运算)
1. 和：如果存在极限 lim

x→x0

f(x)与 lim
x→x0

g(x)，那么存在极限 lim
x→x0

(f(x) + g(x))，且

lim
x→x0

(f(x) + g(x)) = lim
x→x0

f(x) + lim
x→x0

g(x)

2. 数乘：如果存在极限 lim
x→x0

f(x)，那么存在极限 lim
x→x0

(λf(x))，且

lim
x→x0

(λf(x)) = λ lim
x→x0

f(x)

3. 乘法：如果存在极限 lim
x→x0

f(x)与 lim
x→x0

g(x)，那么存在极限 lim
x→x0

(f(x)g(x))，且

lim
x→x0

(f(x)g(x)) = lim
x→x0

f(x) lim
x→x0

g(x)



3.2 连续函数

♠

4. 除法：如果存在极限 lim
x→x0

f(x)与 lim
x→x0

g(x) ̸= 0，那么存在极限 lim
x→x0

f(x)

g(x)
，且

lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

lim
x→x0

f(x)

lim
x→x0

g(x)

3.1.4 函数极限与数列极限的关系

定理 3.1.1 (Heine定理/归结原理)

♡
lim

x→x0

f(x) = A ⇐⇒ (xn → x0, xn ̸= x0 =⇒ f(xn) → A)

证明 如果 f(x)在 x0 处以 A为极限，那么任取数列 {xn}∞n=1 成立 xn → x0 且 xn ̸= x0，对于任意 ε > 0，存在

δ > 0，使得成立

0 < |x− x0| < δ =⇒ |f(x)−A| < ε

对于此 δ > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立 0 < |xn − x0| < δ，因此 |f(xn) − A| < ε，从而

f(xn) → A。

如果 f(x) 在 x0 处不以 A 为极限，那么存在 ε0 > 0，使得对于任意 n ∈ N∗，存在 xn ∈ R，使得成立
0 < |xn − x0| < 1/n，且 |f(xn)−A| ≥ ε0，从而 xn → x0，但是 f(xn) ̸→ A。�
笔记对于必要性，一定要强调 xn ̸= x0，因为 f(x)在 x0 处无定义；或者在 x0 处存在定义，但是在 x0 处不连

续，那么可取 xn ≡ x0，必要性不成立。

3.1.5 单侧极限

定义 3.1.3 (左极限)

♣

称函数 f(x)在 x0 ∈ I 处的左极限为 A，并记作

f(x−
0 ) = lim

x→x−
0

f(x)

如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

0 < x0 − x < δ =⇒ |f(x)−A| < ε

定义 3.1.4 (右极限)

♣

称函数 f(x)在 x0 ∈ I 处的右极限为 A，并记作

f(x+
0 ) = lim

x→x+
0

f(x)

如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

0 < x− x0 < δ =⇒ |f(x)−A| < ε

17



3.2 连续函数

3.2 连续函数

3.2.1 连续函数的定义

定义 3.2.1 (连续函数)

♣

1. 称函数 f(x)在 x0 处连续，如果

lim
x→x0

f(x) = f(x0)

2. 称函数 f(x)在 x0 处连续，如果对于任意数列 {xn}∞n=1，成立

lim
n→∞

xn = x0 =⇒ lim
n→∞

f(xn) = f(x0)

3. 称函数 f(x)在 x0 处连续，如果对于任意 f(x0)的邻域 U，f−1(U)为 x0 的邻域。

定义 3.2.2 (连续函数)

♣

1. 称函数 f(x)在 I 上连续，如果 f(x)在任意 x0 ∈ I 处均连续。

2. 称函数 f(x)在 I 上连续，如果开集的原像为开集。

3.2.2 连续函数的四则运算

命题 3.2.1 (连续函数的四则运算)

♠

1. 和：如果函数 f(x)与 g(x)在 x0 处连续，那么 f(x) + g(x)在 x0 处连续。

2. 数乘：如果函数 f(x)在 x0 处连续，那么 λf(x)在 x0 处连续。

3. 乘法：如果函数 f(x)与 g(x)在 x0 处连续，那么 f(x)g(x)在 x0 处连续。

4. 除法：如果函数 f(x)与 g(x)在 x0 处连续，且 g(x0) ̸= 0，那么 f(x)/g(x)在 x0 处连续。

3.2.3 连续周期函数

定理 3.2.1

♡连续周期非常函数存在最小正周期。

3.2.4 间断点类型

定义 3.2.3 (间断点类型)

♣

1. 第一类间断点：函数 f(x)在 x0 处存在左右极限。

(a). 可去间断点：
lim

x→x−
0

f(x) = lim
x→x+

0

f(x) ̸= f(x0)

(b). 跳跃间断点：
lim

x→x−
0

f(x) ̸= lim
x→x+

0

f(x)

2. 第二类间断点：函数 f(x)在 x0 处左右极限之一不存在。

18



3.3 无穷小量与无穷大量的阶

定理 3.2.2 (单调函数的间断点为跳跃间断点)

♡
开区间 (a, b)上的单调函数的间断点为跳跃间断点。

3.2.5 复合函数的连续性

定理 3.2.3 (复合函数的连续性)

♡

如果 y = g(x)在 x0处连续，且 y0 = g(x0)，同时 z = f(y)在 y0处连续，那么复合函数 z = (f ◦ g)(x)在
x0 处连续。

�
笔记 f(x), g(x)的连续性是必要的，例如

g(x) = x sin
1

x
, f(x) =

0, x = 0

1, x ̸= 0

成立

lim
x→0

g(x) = 0, lim
x→0

f(x) = 1

但是

(f ◦ g)(x) =

0, x = 1/kπ, k ∈ Z

1, 其他

在 0处无极限。

3.2.6 反函数连续性定理

定理 3.2.4 (反函数连续性定理)

♡

如果函数 y = f(x)在闭区间 [a, b]上连续且严格单调递增，那么其反函数 x = f−1(y)在 [f(a), f(b)]上连

续且严格单调递增。

3.3 无穷小量与无穷大量的阶

3.3.1 无穷小量的比较

定义 3.3.1 (无穷小量)

♣
称当 x → x0 时 f(x)为无穷小量，如果 lim

x→x0

f(x) = 0。

定义 3.3.2 (无穷小量的阶)
1. 高阶无穷小量：对于 x → x0时的无穷小量 u(x)与 v(x)，称 u(x)为关于 v(x)的高阶无穷小量，并

记作

u(x) = o(v(x)) (x → x0)

如果

lim
x→x0

u(x)

v(x)
= 0
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3.3 无穷小量与无穷大量的阶

♣

2. 同阶无穷小量：对于 x → x0时的无穷小量 u(x)与 v(x)，称 u(x)与 v(x)为同阶无穷小量，并记作

u(x) = O(v(x)) (x → x0)

如果

lim
x→x0

u(x)

v(x)
∈ R \ {0}

3. 等价无穷小量：对于 x → x0时的无穷小量 u(x)与 v(x)，称 u(x)与 v(x)为同阶无穷小量，并记作

u(x) ∼ v(x) (x → x0)

如果

lim
x→x0

u(x)

v(x)
= 1

定理 3.3.1 (等价无穷小)

♡

x ∼ sinx ∼ tanx ∼ arcsinx ∼ arctanx ∼ ln(1 + x) ∼ ex − 1 ∼ ax − 1

ln a
∼ (1 + x)a − 1

a

1− cosx ∼ 1

2
x2

3.3.2 无穷大量的比较

定义 3.3.3 (无穷大量)

♣
称当 x → x0 时 f(x)为无穷大量，如果 lim

x→x0

f(x) = ∞。

定义 3.3.4 (无穷大量的阶)

♣

1. 高阶无穷大量：对于 x → x0时的无穷大量 u(x)与 v(x)，称 u(x)为关于 v(x)的高阶无穷大量，并

记作

u(x) = o(v(x)) (x → x0)

如果

lim
x→x0

u(x)

v(x)
= ∞

2. 同阶无穷大量：对于 x → x0时的无穷大量 u(x)与 v(x)，称 u(x)与 v(x)为同阶无穷大量，并记作

u(x) = O(v(x)) (x → x0)

如果

lim
x→x0

u(x)

v(x)
∈ R \ {0}

3. 等价无穷大量：对于 x → x0时的无穷大量 u(x)与 v(x)，称 u(x)与 v(x)为同阶无穷大量，并记作

u(x) ∼ v(x) (x → x0)

如果

lim
x→x0

u(x)

v(x)
= 1
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3.4 闭区间上的连续函数

3.3.3 等价量

定理 3.3.2 (等价量代换定理)

♡

如果

u(x) ∼ v(x) (x → x0)

那么

lim
x→x0

f(x)u(x)存在 =⇒ lim
x→x0

f(x)v(x)存在且 lim
x→x0

f(x)v(x) = lim
x→x0

f(x)u(x)

lim
x→x0

f(x)

u(x)
存在 =⇒ lim

x→x0

f(x)

v(x)
存在且 lim

x→x0

f(x)

v(x)
= lim

x→x0

f(x)

u(x)

3.4 闭区间上的连续函数

3.4.1 有界性定理

定理 3.4.1 (有界性定理)

♡
如果函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，那么其在 [a, b]上有界。

证明 利用二分法，每次选择无界区间，可得唯一点 ξ。而 f(x)在 ξ附近有界，矛盾！�
笔记开区间上的连续函数可能无界，例如 f(x) = 1/x在 (0, 1)上无界。

3.4.2 最值定理

定理 3.4.2 (最值定理)

♡

如果函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，那么存在 ξ, η ∈ [a, b]，使得对于任意 x ∈ [a, b]，成立

f(ξ) ≤ f(x) ≤ f(η)

证明 函数 f(x)的值域为有界集，因此存在上下确界。以下确界 α为例，存在 xn，使得 f(xn) → α。由致密性

原理，存在收敛子列，不妨仍记为 xn。由于 [a, b]为闭集，因此 xn → ξ ∈ [a, b]。由于 f(x)在 ξ 处连续，因此

f(ξ) = α。

3.4.3 零点存在定理

定理 3.4.3 (零点存在定理)

♡
如果函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，且 f(a)f(b) < 0，那么存在 ξ ∈ (a, b)，使得成立 f(ξ) = 0。

证明 使用二分法，每次选择端点异号的区间，可得唯一点 ξ。而 f(x)在 ξ处连续，因此若 f(ξ) > 0，那么 f(x)

在 ξ附近恒正，矛盾！
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3.5 一致连续函数

3.4.4 介值定理

定理 3.4.4 (介值定理)

♡

如果函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，记m = inf
a≤x≤b

f(x),M = sup
a≤x≤b

f(x)，那么对于任意m ≤ µ ≤ M，

存在 ξ ∈ [a, b]，使得成立 f(ξ) = µ。

3.5 一致连续函数

3.5.1 一致连续性

定义 3.5.1 (一致连续函数)

♣

称函数 f(x)一致连续，如果成立如下命题之一。

1. 对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

2. 对于任意 {xn}∞n=1 与 {yn}∞n=1，成立

|xn − yn| → 0 =⇒ |f(xn)− f(yn)| → 0

3. 连续模数成立
lim

δ→0+
sup

|x−y|<δ

|f(x)− f(y)| = 0

定义 3.5.2 (Lipschitz连续性)

♣

称函数 f(x)Lipschitz连续，如果存在 L ≥ 0，使得对于任意 x, y，成立

|f(x)− f(y)| < L|x− y|

�
笔记一致连续函数之和一致连续，但是一致连续函数之积不一定一致连续，例如

f(x) = g(x) = x, f(x)g(x) = x2

取

xn = n, yn = n+
1

n

此时

|xn − yn| =
1

n
→ 0, |x2

n − y2n| = 2 +
1

n2
→ 2

定理 3.5.1 (Cantor定理)

♡
如果函数 f(x)在闭区间 [a, b]上连续，那么其在 [a, b]上一致连续。

证明 如果 f(x)在 [a, b]上非一致收敛，那么存在 ε0 与数列 xn, yn，使得成立

|xn − yn| <
1

n
, |f(xn)− f(yn)| ≥ ε0

由致密性定理，存在收敛子列，不妨仍记为 xn, yn，此时

lim
n→∞

xn = lim
n→∞

(xn − yn) + yn = lim
n→∞

yn = ξ ∈ [a, b]

由于 f(x)在 ξ处连续，那么

lim
n→∞

f(xn) = lim
n→∞

f(yn) = f(ξ)
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3.6 凸函数

矛盾！

3.5.2 连续性与一致连续的关系

命题 3.5.1 (证明一致连续性的方法论)

♠

1. 证明一致连续性：
导函数有界 =⇒ Lipschitz连续 =⇒ 一致连续

2. 证明非一致连续性：

∃ε > 0, ∃xn, yn, s.t. |xn − yn| → 0, |f(xn)− f(yn)| ≥ ε =⇒ 非一致连续

定理 3.5.2 (连续性与一致连续性的关系)

♡

1. Cantor定理：
f(x)在[a, b]上连续 ⇐⇒ f(x)在[a, b]上一致连续

2. 对于 (a, b)上的连续函数 f(x)，成立

f(x)在(a, b)上一致连续 ⇐⇒ lim
x→a+

f(x)与 lim
x→b−

f(x)存在且有限

3. 对于 [a,+∞)上的连续可微函数 f(x)，如果 lim
x→+∞

|f ′(x)|存在，那么

f(x)在[a,+∞)上一致连续 ⇐⇒ lim
x→+∞

|f ′(x)| < +∞

4. 对于 (a, b)上的连续可微函数 f(x)，如果 lim
x→a+

|f ′(x)|与 lim
x→b−

|f ′(x)|存在，那么

f(x)在(a, b)上一致连续 ⇐⇒ lim
x→+∞

|f ′(x)| < +∞且 lim
x→b−

|f ′(x)| < +∞

5. 对于 [a,+∞)上的连续函数 f(x)，如果 lim
x→+∞

f(x)存在且有限，那么 f(x)在 [a,+∞)上一致连续。

6. 连续周期函数一致连续。
7. 如果 f(x)在 [a,+∞)上连续，φ(x)在 [a,+∞)上一致连续，且 lim

x→+∞
|f(x)−φ(x)| = 0，那么 f(x)

在 [a,+∞)上一致连续。

定理 3.5.3 (一致连续函数的阶)

♡

对于 R上的一致连续函数 f(x)，存在 a, b ∈ R，使得对于任意 x ∈ R，成立

|f(x)| ≤ a|x|+ b

定理 3.5.4 (一致连续性与 Lipschitz连续性的关系)

♡

对于区间 I 上的函数 f(x)，f(x)在 I 上一致连续的充分必要条件为：对于任意 ε > 0，存在M > 0，使

得对于任意 x, y ∈ I，成立

|f(x)− f(y)| ≤ M |x− y|+ ε
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3.6 凸函数

3.6 凸函数

定义 3.6.1 (凸函数)

♣

称定义在 (a, b)上的函数 f(x)为凸函数，如果成立如下命题之一。

1. 对于任意 x, y ∈ (a, b)与 λ ∈ (0, 1)，成立

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

2. 对于任意 x, y ∈ (a, b)，成立

f

(
x+ y

2

)
≤ f(x) + f(y)

2

3. 对于任意 x1, · · · , xn ∈ (a, b)，成立

f

(
x1 + · · ·+ xn

n

)
≤ f(x1) + · · ·+ f(xn)

n

定理 3.6.1

♡

对于凸函数的定义，成立

1 =⇒ 2 ⇐⇒ 3, 2 +连续性 =⇒ 1

定义 3.6.2 (下凸函数)

♣

称 (a, b)上的函数 f(x)为下凸函数，如果对于任意 x, y ∈ (a, b)与 λ ∈ [0, 1]，成立

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

定义 3.6.3 (上凸函数)

♣

称 (a, b)上的函数 f(x)为上凸函数，如果对于任意 x, y ∈ (a, b)与 λ ∈ [0, 1]，成立

f(λx+ (1− λ)y) ≥ λf(x) + (1− λ)f(y)

定理 3.6.2

♡

如果函数 f(x)在 (a, b)上二阶可导，那么

f(x)在(a, b)上为下凸函数 ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b), f ′′(x) ≥ 0

特别的，如果 f ′(x)在 (a, b)中除有限个点外均成立 f ′′(x) > 0，那么 f(x)在 (a, b)上为下凸函数。

定义 3.6.4 (拐点)

♣
称 x0 为 f(x)的拐点，如果 f(x)在 x0 两侧凸性改变。

�
笔记如果 f(x)在拐点 x0 附近二阶可导，那么 f ′′(x0) = 0。

f ′′(x0) = 0 ≠⇒ x0 为 f(x)的拐点，例如：f(x) = x4。

f(x)在 x0 非二阶可导，x0 也可能为 f(x)的拐点，例如：f(x) = x1/3。
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3.7 函数方程

3.7 函数方程

定理 3.7.1

♡

对于函数方程

f(x+ y) = f(x) + f(y), x, y ∈ R

如果 f(x)在 0处连续，那么 f(x) = ax。

定理 3.7.2

♡

对于函数方程

f(x+ y) + f(x− y) = 2f(x)f(y), x, y ∈ R

如果 f(x)连续，那么或 f(x) = 0，或 f(x) = cos ax，或 f(x) = cosh ax。

定理 3.7.3

♡

对于函数方程

f(x+ y) = f(x)f(y), x, y ∈ R

如果 f(x)连续，那么或 f(x) = 0，或 f(x) = ax。

定理 3.7.4

♡

对于函数方程

f(xy) = f(x) + f(y), x, y ∈ R+

如果 f(x)连续，那么或 f(x) = 0，或 f(x) = a lnx。

3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

3.8.1 Riemann函数

定义 3.8.1 (Riemann函数)

♣

R(x) =


1/p, x = q/p, p ∈ N∗, q ∈ Z, (p, q) = 1

1, x = 0

0, x ∈ R \Q

定理 3.8.1 (Riemann函数的周期性)

♡Riemann函数以 1为最小正周期。

证明 任取 x ∈ R，如果 x = 0，那么

R(x) = R(x+ 1) = 1

如果 x = q/p，其中 ∈ N∗, q ∈ Z且 (p, q) = 1，那么

R(x) = R(x+ 1) =
1

p
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3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

如果 x ∈ R \Q，那么
R(x) = R(x+ 1) = 0

因此，Riemann函数以 1为周期。

如果存在 0 < T < 1周期，若 T = q/p，其中 ∈ N∗, q ∈ Z且 (p, q) = 1，则

R
(

1

p+ 1

)
=

1

p+ 1

R
(

1

p+ 1
+ T

)
= R

(
1

p+ 1
+

q

p

)
= R

(
p+ q(p+ 1)

p(p+ 1)

)
̸= 1

p+ 1

若 T ∈ R \Q，则
R(0) = 1, R(T ) = 0

综上所述，Riemann函数以 1为最小正周期。

定理 3.8.2 (Riemann函数的连续性)

♡

对于任意 x0 ∈ R，成立
lim

x→x0

R(x) = 0

因此 Riemann函数以有理点为跳跃间断点，在无理点连续。

证明 由 Riemann函数的周期性3.8.1，仅考虑定义域 [0, 1]。在 [0, 1]中，记分母为 p的有理数的个数为 np < ∞。
对于任意 ε > 0，取 k = [1/ε] + 1，那么 [0, 1]中分母不超过 k的有理数的个数为Nk = n1 + · · ·+ nk < ∞，记其
为 r1, · · · , rNk

。记 δ = min
1≤i≤Nk
ri ̸=x0

|ri − x0|。考察满足 0 < |x− x0| < δ的 x，或 x为有理数但分母比 k大，或为无

理数。若 x ∈ Q，则
R(x) ≤ 1

k
=

1

[1/ε] + 1
< ε

若 x ∈ R \Q，则
R(x) = 0 < ε

综上所述，对于任意 x0 ∈ R，成立
lim

x→x0

R(x) = 0

因此 Riemann函数以有理点为跳跃间断点，在无理点连续。

定理 3.8.3 (Riemann函数的可微性)

♡Riemann函数处处不可微。

证明 由 Riemann函数的周期性3.8.1，仅考虑定义域 [0, 1]。由 Riemann函数的连续性3.8.2，只需考虑 [0, 1] \ Q
中的点处的可微性。任取 x0 ∈ [0, 1] \Q，取 {xn}∞n=1 ⊂ [0, 1] \Q，使得成立 xn → x0，于是

lim
n→∞

R(xn)−R(x0)

xn − x0
= lim

n→∞

0

xn − x0
= 0

用无限不循环小数表示 x0 = 0.a1a2 · · ·。令 x′
n = 0.a1a2 · · · an，从而 {x′

n}∞n=1 ⊂ [0, 1] ∩ Q，且 x′
n → x0。由于

x0 为无理数，那么 {an}∞n=1 中存在可数多项不为 0，记第一个不为零的下标为 N，从而当 n > N 时，成立

R(x′
n) = R(0.a1a2 · · · an) = R(0.0 · · · 0aN · · · an) = R(aN · · · an/10n) ≥

1

10n

同时

|x′
n − x0| = 0.0 · · · 0an+1an+2 · · · ∈ (0, 1/10n)

从而 ∣∣∣∣R(x′
n)−R(x0)

x′
n − x0

∣∣∣∣ = R(0.a1a2 · · · an)
0.0 · · · 0an+1an+2 · · ·

≥ 1
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3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

那么

lim
n→∞

R(x′
n)−R(x0)

xn − x0
̸= 0

进而R在 x0 处不可微，由此 Riemann函数处处不可微。

定理 3.8.4 (Riemann函数的 Riemann可积性)

♡

Riemann函数 Riemann可积，且 ∫ 1

0

R(x)dx = 0

证明 由 Riemann函数的周期性3.8.1，仅考虑定义域 [0, 1]。对于任意 ε ∈ (0, 2)，若R(x) ≥ ε/2，则 x ∈ [0, 1]∩Q。
而令 x = x = q/p，其中 q ≤ p ∈ N, (p, q) = 1，那么R(x) = 1/p > ε/2，即 p < 2/ε，从而使得R(x) ≥ ε/2成立

的 x仅为有限个，设其为 r1 < · · · < rk，其中 r1 = 0, rk = 1。

构造划分

∆ : 0 = x0 < x1 < · · · < x2k−1 = 1

使得成立

x0 = r1 < x1, x2k−2 < rk = x2k−1, x2i−2 < ri < x2i−1, 2 ≤ i ≤ k − 1

∆x2i−1 <
ε

2k
, 1 ≤ i ≤ k

因此
2k−1∑
i=1

ωi∆xi =

k∑
i=1

ω2i−1∆x2i−1 +

k−1∑
i=1

ω2i∆x2i <

k∑
i=1

1 ·∆x2i−1 +

k−1∑
i=1

ε

2
·∆x2i < k

ε

2k
+

ε

2
= ε

因此 Riemann函数在 [0, 1]上 Riemann可积。

若

∫ 1

0

R(x)dx = I ̸= 0，则对于 [0, 1]的任意划分 ∆，在每个区间上取无理数 ξk，此时对于任意 |∆|，成立∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣∣ = |I|

矛盾！进而

∫ 1

0

R(x)dx = I ̸= 0。

定理 3.8.5 (Riemann函数的 Lebesgue可积性)

♡

Riemann函数 Lebesgue可积，且 ∫
R = 0

证明 （法一）由 Riemann函数的 Riemann可积性3.8.4，R在 [0, 1]上 Lebesgue可积性，且∫
[0,1]

R =

∫ 1

0

R(x)dx = 0

由 Riemann函数的周期性3.8.1∫
R =

+∞∑
n=−∞

∫
[n,n+1]

R =

+∞∑
n=−∞

∫
[0,1]

R =

+∞∑
n=−∞

∫ 1

0

R(x)dx = 0

（法二）记

Q =

{
qn
pn

: pn ∈ N∗, qn ∈ Z, (pn, qn) = 1, n ∈ N∗
}
∪ {0}

构造函数

Rn(x) =
1

pn
1 qn

pn
=

 1
pn

, x = qn
pn

0, x ∈ R \ {qn/pn}
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3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

特别的

R0(x) = 10 =

1, x = 0

0, x ∈ R \ {0}

那么

R =

∞∑
n=0

Rn

由于对于任意 n ∈ N，Rn 为简单函数，那么RLebesgue可积。由 Lebesgue基本定理∫
R =

∫ ∞∑
n=0

Rn =

∞∑
n=0

∫
Rn = 0

3.8.2 Dirichlet函数

定义 3.8.2 (Dirichlet函数)

♣

D(x) =

1, x ∈ Q

0, x ∈ R \Q

定理 3.8.6 (Dirichlet函数的周期性)

♡Dirichlet函数以任意有理数为周期。

证明 任取有理数 r ∈ Q，对于任意 x ∈ R，如果 x ∈ Q，那么

D(x) = D(x+ r) = 1

如果 x ∈ R \Q，那么
D(x) = D(x+ r) = 0

进而 Dirichlet函数以任意有理数为周期。

定理 3.8.7 (Dirichlet函数的连续性)

♡Dirichlet函数处处不连续。

证明 任取 x0 ∈ R，由有理数的稠密性，存在有理数 {rn}∞n=1 ⊂ Q，使得成立 rn → x，此时

lim
n→∞

D(rn) = 1

由无理数的稠密性，存在无理数 {sn}∞n=1 ⊂ Q，使得成立 sn → x，此时

lim
n→∞

D(sn) = 0

因此不存在极限 lim
x→x0

D(x)，进而 Dirichlet函数处处不连续。

定理 3.8.8 (Dirichlet函数的可微性)

♡Dirichlet函数处处不可微。

证明 由 Dirichlet函数的连续性3.8.7，Dirichlet函数处处不连续，因此处处不可微。

定理 3.8.9 (Dirichlet函数的 Riemann可积性)

♡
Dirichlet函数在 [0, 1]上非 Riemann可积。
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3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

证明 对于任意划分

0 < x0 < x1 < · · · < xn = 1

取 ξk ∈ [xk−1, xk] ∩Q与 ηk ∈ [xk−1, xk] \Q，其中 1 ≤ k ≤ n，那么
n∑

k=1

f(ξk)(xk − xk−1) =

n∑
k=1

1 · (xk − xk−1) = 1

n∑
k=1

f(ηk)(xk − xk−1) =

n∑
k=1

0 · (xk − xk−1) = 0

从而 Dirichlet函数在 [0, 1]上非 Riemann可积。

定理 3.8.10 (Dirichlet函数的 Lebesgue可积性)

♡

Dirichlet函数 Lebesgue可积，且 ∫
D = 0

证明 由于 Dirichlet函数为简单函数
D = 1Q

那么 Dirichlet函数 Lebesgue可积，且 ∫
D = m(Q) = 0

3.8.3 Weierstrass函数

定义 3.8.3 (Weierstrass函数)

♣

定义Weierstrass函数为

W(x) =

∞∑
n=0

an cos(bnπx)

其中 0 < a < 1，且 b ∈ N∗ 为奇数，同时 ab > 1 + 3π/2。

定义 3.8.4 (锯齿函数)

♣

首先定义周期为 1的初始锯齿函数 s0 : R → R，其中

s0(x) =

−x, −1/2 ≤ x ≤ 0

x, 0 ≤ x ≤ 1/2

其次定义函数序列 {sn(x)}∞n=0，其递推公式为

sn+1(x) =
1

4
sn(4x), n ∈ N

最后定义锯齿函数

S(x) =

∞∑
n=0

sn(x)

定理 3.8.11 (处处连续但处处不可导函数)
设 φ(x)为 x与最邻近整数间的整数的距离，定义

f(x) =

∞∑
n=0

φ(10nx)

10n
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3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

♡
那么 f(x)为处处连续处处不可导函数。

证明 容易知道 φ(x)为连续函数，且 |φ(x)| ≤ 1/2，那么

|f(x)| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

φ(10nx)

10n

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=0

|φ(10nx)|
10n

≤
∞∑

n=0

1

2× 10n
=

5

9

由Weierstrass判别法，f(x)在 R上一致收敛，因此 f(x)在 R 上连续。
由于 φ(x)周期为 1，那么 f(x)周期为 1。考虑 f(x)在 x0处的可导性，不妨 0 ≤ x0 < 1。将 x0表示为无限

小数形式

x0 = 0.a1a2a3 · · ·

构造数列 {hm}∞m=1 如下

hm =

10−m, am = 0, 1, 2, 3, 5, 6, 7, 8

−10−m, am = 4, 9

容易知道 hm → 0 ，且
1. 当 n ≥ m时，成立

φ(10n(x+ hm)) = φ(10nx± 10n−m) = φ(10nx)

2. 当 n < m时，断言 10n(x+ hm)和 10nx或同属于
[
k, k + 1

2

]
，或同属于

[
k + 1

2 , k + 1
]
。进而

φ(10n(x+ hm))− φ(10nx) = ±10nhm

其中符号由 x, n,m唯一确定。

考察
f(x+ hm)− f(x)

hm
=

∞∑
n=0

φ(10n(x+ hm))− φ(10nx)

10nhm

上式右边求和，当 n ≥ m时，项为 0；当 n < m时，项为 ±1，因此

f(x+ hm)− f(x)

hm
=

m−1∑
n=0

±1

从而不存在极限

lim
m→∞

f(x+ hm)− f(x)

hm

进而 f(x)在 x0 处不可导。由 x0 的任意性与 f(x)的周期性，f(x)在 R上处处不可导。
使用MATLAB绘制 f(x)的图像。

clear; clc
format longG

定义 phi 函数
phi = @(x) abs(round(x) - x);

定义 f 函数
f = @(x) sum(arrayfun(@(n) phi(10^n * x) / 10^n, 0: 300));

生成 x 值的数组
x = linspace(0, 1, 100000);

计算 f(x) 的值
y = arrayfun(f, x);
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3.8 Riemann函数，Dirichlet函数，Weierstrass函数

绘制图像

plot(x, y);
grid on

输出图像如下：

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

图 3.1: 处处连续处处不可导函数
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第四章 微分

4.1 微分与导数

4.1.1 微分的定义

定义 4.1.1 (可微性)

♣

称函数 y = f(x)在 x0 处可微，如果与 x0 有关而与 ∆x无关的数 A，使得当 ∆x → 0时，成立

∆y = A∆x+ o(∆x)

�
笔记可微必连续，反之不成立，例如 y = |x|在 0处不可微。

4.1.2 微分与导数

定义 4.1.2 (可导性)

♣

称函数 f(x)在 x0 处可导，如果存在极限

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0

定理 4.1.1

♡可微 =⇒ 可导。特别的，对于一元函数，可导与可微等价。

�
笔记可导函数的导函数不一定连续，例如

f(x) =

x2 sin 1
x , x ̸= 0

0, x = 0
, f ′(x) =

2x sin 1
x − cos 1

x , x ̸= 0

0, x = 0

4.1.3 单侧导数

定义 4.1.3 (左导数)

♣

称函数 f(x)在 x0 处存在左导数，如果存在极限

f ′
−(x0) = lim

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0

定义 4.1.4 (右导数)

♣

称函数 f(x)在 x0 处存在右导数，如果存在极限

f ′
+(x0) = lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0



4.2 求导法则

4.2 求导法则

4.2.1 导数的四则运算

命题 4.2.1 (导数的四则运算)

♠

1. 和：
(f(x) + g(x))′ = f ′(x) + g′(x)

2. 数乘：
(λf(x))′ = λf ′(x)

3. 乘法：
(f(x)g(x))′ = f ′(x)g(x) + f(x)g′(x)

4. 除法： (
f(x)

g(x)

)′

=
f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)

4.2.2 反函数求导定理

定理 4.2.1 (反函数求导定理)

♡

如果函数 y = f(x) 在 (a, b) 上连续、严格单调、可导且 f ′(x) ̸= 0，记 α = min{f(a+), f(b−)} 与 β =

max{f(a+), f(b−)}，则其反函数 x = f−1(y)在 (α, β)上可导，且

(f−1(y))′ =
1

f ′(x)

4.2.3 复合函数求导法则

定理 4.2.2 (复合函数求导法则)

♡

如果函数 y = g(x)在 x0处可导，且函数 z = f(y)在 y0 = g(x0)处可导，那么复合函数 f ◦ g(x)在 x0处

可导，且

(f ◦ g(x))′ = f ′(g(x0))g
′(x0)

可表示为链式法则
dz

dx
=

dz

dy

dy

dx

定理 4.2.3 (一阶微分的形式不变性)

♡

复合函数微分公式为

d(f(g(x))) = f ′(g(x))g′(x)dx

若记 y = g(x)，那么

df(y) = f ′(y)dy
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4.3 高阶导数

4.3 高阶导数

定理 4.3.1 (Leibniz公式)

♡

如果函数 f(x)与 g(x)均为 n阶可导函数，那么其积函数 f(x)g(x)为 n阶可导函数，且

(f(x)g(x))(n) =

n∑
k=0

Ck
nf

(k)(x)g(n−k)(x)

4.4 导函数的性质

定理 4.4.1 (导数极限定理)

♡

如果函数 f(x)在 x0 邻域内连续，在 x0 去心邻域内可导，且存在极限 lim
x→x0

f ′(x)，那么 f(x)在 x0 处可

导，f ′(x)在 x0 处连续。

证明 考察 f(x)在 x0 处的左导数，由 Lagrange中值定理

f ′
−(x0) = lim

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x−
0

f ′(ξ), x < ξ < x0

由于 f ′(x)在 x0 处存在左极限，那么

lim
x→x−

0

f ′(ξ) = f ′(x−
0 )

因此

f ′
−(x0) = f ′(x−

0 )

同理可得

f ′
+(x0) = f ′(x+

0 )

由于存在极限 lim
x→x0

f ′(x)，那么

lim
x→x0

f ′(x) = f ′(x−
0 ) = f ′(x+

0 )

从而

f ′
−(x0) = f ′

+(x0) = lim
x→x0

f ′(x)

进而 f(x)在 x0 处可导。而

f ′(x0) = lim
x→x0

f ′(x)

因此 f ′(x)在 x0 处连续。�
笔记如果导数存在左极限，那么存在左导数；如果导数存在右极限，那么存在右导数。

定理 4.4.2 (导数无第一类间断点)

♡

如果函数 f(x)在 (a, b)内可导，那么对于任意 x0 ∈ (a, b)，或 x0 为 f ′(x)的连续点，或 x0 为 f ′(x)的第

二类间断点。

证明 如果 f ′(x)在 x0 不存在左右极限之一，那么 x0 为 f ′(x)的第二类间断点。

如果 f ′(x)在 x0 处存在左右极限，考察 f(x)在 x0 处的左导数，由 Lagrange中值定理

f ′
−(x0) = lim

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x−
0

f ′(ξ), x < ξ < x0
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4.4 导函数的性质

由于 f ′(x)在 x0 处存在左极限，那么

lim
x→x−

0

f ′(ξ) = f ′(x−
0 )

因此

f ′
−(x0) = f ′(x−

0 )

同理可得

f ′
+(x0) = f ′(x+

0 )

因为 f(x)在 x0 处可导，所以

f ′(x0) = f ′
−(x0) = f ′

+(x0)

从而

f ′(x0) = f ′(x−
0 ) = f ′(x+

0 ) = lim
x→x0

f ′(x)

进而 f ′(x)在 x0 连续。

定理 4.4.3 (Darboux定理/导数的介值性定理)

♡

如果函数 f(x)在 [a, b]上可导，且 f ′(a) < f ′(b)，那么对于任意 f ′(a) < µ < f ′(b)，存在 ξ ∈ (a, b)，使得

成立 f ′(ξ) = µ。

证明 作辅助函数

φ(x) = f(x)− µx

那么 φ(x)在 [a, b]上可导，且

φ′(a) = f ′(a)− µ < 0, φ′(b) = f ′(b)− µ > 0

此时存在 ηa, ηb ∈ (a, b)，使得成立

g(ηa) < g(a), g(ηb) > g(b)

于是 g(x)在端点 a, b处不取最小值。又因为 g(x)在 [a, b]上连续，因此存在 ξ ∈ (a, b)，使得 g(ξ) = min
a≤x≤b

g(x)。

由 Fermat定理，g′(ξ) = 0，即 f ′(ξ) = µ。
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第五章 微分中值定理

5.1 微分中值定理

5.1.1 函数极值与 Fermat引理

定义 5.1.1 (极大值点)

♣

称 x0 为函数 f(x)的极大值点，如果存在 δ > 0，使得成立

|x− x0| < δ =⇒ f(x) ≤ f(x0)

定义 5.1.2 (极小值点)

♣

称 x0 为函数 f(x)的极小值点，如果存在 δ > 0，使得成立

|x− x0| < δ =⇒ f(x) ≥ f(x0)

定理 5.1.1 (Fermat引理)

♡
如果 x0 为函数 f(x)的极值点，且 f(x)在 x0 处可导，那么 f ′(x0) = 0。

证明 不妨 x0为 f(x)的极大值点，因此存在 δ > 0，使得对于任意 |x− x0| < δ，成立 f(x) ≤ f(x0)。而 f(x)在

x0 处可导，因此

f ′(x0) = lim
x→x+

0

f(x)− f(x0)

x− x0
≥ 0, f ′(x0) = lim

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
≤ 0

进而 f ′(x0) = 0。

5.1.2 Rolle定理

定理 5.1.2 (Rolle定理)

♡
如果函数 f(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可导，且 f(a) = f(b)，那么存在 ξ ∈ (a, b)，使得成立 f ′(ξ) = 0。

5.1.3 Lagrange定理

定理 5.1.3 (Lagrange定理)

♡

如果函数 f(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可导，那么存在 ξ ∈ (a, b)，使得成立

f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

证明 作辅助函数

φ(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
(x− a)

那么

φ(a) = φ(b) = 0



5.2 L’Hospital法则

推论 5.1.1

♡
如果函数 f(x)与 g(x)在 (a, b)上可导，且 f ′(x) ≡ 0，那么 f(x)在 (a, b)上为常函数。

定理 5.1.4

♡

如果函数 f(x)在 (a, b)上可导，那么

f(x)在(a, b)上单调递增 ⇐⇒ ∀x ∈ (a, b), f ′(x) ≥ 0

特别的，如果 f ′(x)在 (a, b)中除有限个点外均成立 f ′(x) > 0，那么 f(x)在 (a, b)上严格单调递增。

5.1.4 Cauchy定理

定理 5.1.5 (Cauchy定理)

♡

如果函数 f(x)与 g(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可导，且对于任意 x ∈ (a, b)，成立 g′(x) ̸= 0，那么存

在 ξ ∈ (a, b)，使得成立
f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

5.1.5 中值定理

定理 5.1.6 (中值定理)

♡

如果函数 f(x), g(x), h(x)在 [a, b]上连续，在 (a, b)上可导，那么存在 ξ ∈ (a, b)，使得成立∣∣∣∣∣∣∣∣
f(a) g(a) h(a)

f(b) g(b) h(b)

f ′(ξ) g′(ξ) h′(ξ)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

5.2 L’Hospital法则

定理 5.2.1 (L’Hospital法则)

♡

1.
0

0
型：设函数 f(x)与 g(x)在 x0 邻域内可导，且在该邻域内 g′(x) ̸= 0，如果

lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

且极限 lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
存在，那么

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)

2.
∗
∞
型：设函数 f(x)与 g(x)在 x0 邻域内可导，且在该邻域内 g′(x) ̸= 0，如果

lim
x→x0

g(x) = ∞

且极限 lim
x→x0

f ′(x)

g′(x)
存在，那么

lim
x→x0

f(x)

g(x)
= lim

x→x0

f ′(x)

g′(x)
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5.3 Taylor公式

定理 5.2.2 (Stolz公式)

♡

1.
0

0
型：如果 T > 0为常数，且成立如下条件

(a). 0 < g(x+ T ) < g(x), ∀x ≥ a

(b). lim
x→+∞

f(x) = lim
x→+∞

g(x) = 0

(c). 存在极限 lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
那么

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)

2.
∗
∞

 型：如果 T > 0为常数，且成立如下条件

(a). g(x+ T ) > g(x), ∀x ≥ a

(b). lim
x→+∞

g(x) = +∞
(c). f(x), g(x)在 [a,∞)内闭有界。

(d). 存在极限 lim
x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)
那么

lim
x→+∞

f(x)

g(x)
= lim

x→+∞

f(x+ T )− f(x)

g(x+ T )− g(x)

5.3 Taylor公式

5.3.1 带 Peano余项的 Taylor公式

定理 5.3.1 (带 Peano余项的 Taylor公式)

♡

如果函数 f(x)在 x0 处 n阶可导，那么存在 x0 的邻域，使其中任意一点 x，成立

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + o((x− x0)
n)

5.3.2 带 Lagrange余项的 Taylor公式

定理 5.3.2 (带 Lagrange余项的 Taylor公式)

♡

如果函数 f(x)在 [a, b]上 n阶连续可导，在 (a, b)上 n+ 1阶可导，那么对于任意 x, x0 ∈ [a, b]，成立

f(x) =

n∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k +
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1, ξ在x与x0之间

5.3.3 初等函数的 Taylor公式
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5.3 Taylor公式

定理 5.3.3 (Taylor公式)

♡

ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn) =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

ln (1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · ·+ (−1)n+1

n
xn + o(xn) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn, x ∈ (−1, 1]

1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + o(xn) =

∞∑
n=0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ (−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + o(x2n+1) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, x ∈ R

cosx = 1− x2

2
+

x4

4!
− · · ·+ (−1)n

(2n)!
x2n + o(x2n) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, x ∈ R

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− · · ·+ (−1)n+1

2n− 1
x2n−1 + o(x2n−1) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

2n− 1
x2n−1, x ∈ [−1, 1]
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第六章 不定积分

6.1 不定积分的概念与运算法则

6.1.1 不定积分的概念

定义 6.1.1 (原函数)

♣

称函数 F (x)为 f(x)的原函数，如果

d(F (x)) = f(x)dx

定义 6.1.2 (不定积分)

♣

称函数 f(x)的原函数全体为其不定积分，记作∫
f(x)dx

6.1.2 不定积分的线性性质

定理 6.1.1 (不定积分的线性性质)

♡

如果函数 f(x)与 g(x)存在原函数，那么对于任意 λ ∈ R，成立∫
f(x) + g(x)dx =

∫
f(x)dx+

∫
g(x)dx,

∫
λf(x)dx = λ

∫
f(x)dx

6.2 换元积分法与分部积分法

6.2.1 换元积分法

定理 6.2.1 (换元积分法)

♡

∫
f(x)dx =

∫
f(g(t))dg(t) =

∫
f(g(t))g′(t)dt

6.2.2 分部积分法

定理 6.2.2 (分部积分法)

♡

∫
f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)−

∫
f ′(x)g(x)dx



第七章 定积分

7.1 定积分的概念与可积条件

7.1.1 定积分的概念

定义 7.1.1 (Riemann可积性)

♣

对于 [a, b]上的有界函数 f(x)，取 [a, b]的任意划分

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

记 |∆| = max
1≤k≤n

|xk − xk−1|，与 ∆xk = |xk − xk−1|，其中 1 ≤ k ≤ n，对于任意 1 ≤ k ≤ n，任取

ξk ∈ [xk−1, xk]，如果存在极限

lim
|∆|→0

n∑
k=1

f(ξk)∆xk

且极限与划分∆与 ξk 的选取无关，那么称 f(x)在 [a, b]上 Riemann可积，称该极限为 f(x)在 [a, b]上的

定积分，记作 ∫ b

a

f(x)dx

定义 7.1.2 (定积分)

♣

称 I ∈ R为 [a, b]上的有界函数 f(x)的定积分，如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意划分

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

与任意 ξk ∈ [xk−1, xk]，成立

|∆| < δ =⇒

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

f(ξk)∆xk − I

∣∣∣∣∣ < ε

其中 |∆| = max
1≤k≤n

∆xk 且 ∆xk = |xk − xk−1|。

7.1.2 Darboux和

定义 7.1.3 (Darboux和)
1. 定义 [a, b]上的有界函数 f(x)关于划分

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b

的 Darboux上和为

S(∆) =

n∑
k=1

Mk∆xk

其中Mk = sup
xk−1≤x≤xk

f(x)且 ∆xk = |xk − xk−1|。

2. 定义 [a, b]上的有界函数 f(x)关于划分

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn−1 < xn = b



7.1 定积分的概念与可积条件

♣

的 Darboux下和为

S(∆) =

n∑
k=1

mk∆xk

其中mk = inf
xk−1≤x≤xk

f(x)且 ∆xk = |xk − xk−1|。

命题 7.1.1 (Darboux和的性质)

♠

1. 对于任意划分 ∆与 ξk 的选取，成立

S(∆) ≤
n∑

k=1

f(ξk)∆xk ≤ S(∆)

2. 对于划分 ∆0 的加细 ∆，成立

S(∆0) ≤ S(∆) ≤ S(∆) ≤ S(∆0)

3. 对于任意划分 ∆1 与 ∆2，成立

S(∆1) ≤ S(∆2)

定义 7.1.4 (上下积分)

♣

1. 定义 [a, b]上的有界函数 f(x)的上积分为∫ b

a

f(x)dx = inf
∆

S(∆) = lim
|∆|→0

S(∆)

2. 定义 [a, b]上的有界函数 f(x)的下积分为∫ b

a

f(x)dx = sup
∆

S(∆) = lim
|∆|→0

S(∆)

定理 7.1.1 (Darboux定理)

♡

[a, b]上的有界函数 f(x) Riemann可积的充分必要条件为如下命题。
1. ∫ b

a

f(x)dx =

∫ b

a

f(x)dx

2.

lim
|∆|→0

n∑
k=1

ωk∆xk = 0

其中 ωk = Mk −mk。

3. 对于任意 ε > 0，存在划分 ∆，使得成立
n∑

k=1

ωk∆xk < ε

4. 对于任意 ε > 0与 δ > 0，存在划分 ∆，使得成立∑
ωk≥ε

∆xk < δ
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7.2 Riemann可积性

定理 7.1.2 (Riemann可积的方法论)

♡

1. 如果
n∑

k=1

ωk 有界，那么

n∑
k=1

ωk∆xk ≤ |∆|
n∑

k=1

ωk

2. 如果 ωk < ε，那么
n∑

k=1

ωk∆xk ≤ ε

n∑
k=1

∆xk = ε(b− a)

3. 令 ∑
ωk∆xk =

′∑
ωk∆xk +

′′∑
ωk∆xk

其中
′∑

ωk∆xk <
ε

2(b− a)
,

′′∑
ωk∆xk <

ε

Ω

这里 Ω = sup
a≤x≤b

f(x)− inf
a≤x≤b

f(x)

推论 7.1.1

♡

1. 闭区间上的连续函数 Riemann可积。
2. 闭区间上的单调函数 Riemann可积。
3. 闭区间上的仅存在有限个间断点的有界函数 Riemann可积。
4. 如果函数 f(x)在 [a, b]上仅存在有限个非零点，那么 Riemann积分为零。

7.2 Riemann可积性

定理 7.2.1

♡可积 =⇒ 绝对可积 ⇐⇒ 平方可积

定理 7.2.2 (Riemann可积的 Lebesgue准则)

♡

对于 [a, b]上的有界函数 f，成立

f Riemann可积 ⇐⇒ f几乎处处连续

证明 对于充分性，记 f(x)的不连续点集为

Df =

{
x0 ∈ [a, b] : lim

x→x0

f(x) ̸= f(x0)

}
=

∞⋃
δ>0

{x ∈ [a, b] : ωf (x) > δ}

其中

ωf (x0) = lim sup
x→x0

f(x)− lim inf
x→x0

f(x)

若要证明m(Df ) = 0，只需证明对于任意 δ > 0，m(Dδ) = 0，其中

Dδ = {x ∈ [a, b] : ωf (x) > δ}
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7.2 Riemann可积性

任取 ε > 0，由于 f Riemann可积，那么存在划分 ∆，使得成立
n∑

k=1

ωk∆xk < δε

记

S = {1 ≤ k ≤ n : (xk−1, xk) ∩Dδ ̸= ∅}

任取 k ∈ S，与 x0 ∈ (xk−1, xk) ∩Dδ，由于

ωk = sup
xk−1≤x≤xk

f(x)− inf
xk−1≤x≤xk

f(x)

≥ lim sup
x→x0

f(x)− lim inf
x→x0

f(x)

= ωf (x0)

> δ

那么

δε >

n∑
k=1

ωk∆xk ≥
∑
k∈S

ωk∆xk > δ
∑
k∈S

∆xk =⇒
∑
k∈S

∆xk < ε

由于

Dδ ⊂
⋃
k∈S

(xk−1, xk)
⋃ n⋃

k=0

{xk}

那么

m(Dδ) ≤
∑
k∈S

∆xk < ε

由 ε的任意性，m(Dδ) = 0，进而充分性得证！

对于必要性

定理 7.2.3

♡

如果有界函数 f(x)在 [a, b]上可积，那么 f(x)在 [a, b]上存在连续点；换言之，f(x)的连续点集在 [a, b]

上稠密。

证明 由于 f(x)在 [a, b]上可积，那么存在划分 ∆，使得成立∑
ωk∆xk <

b− a

21

因此存在区间 [xk−1, xk]，使得 f(x)在 [xk−1, xk]上的振幅

ωf [xk−1, xk] <
1

21

不妨

|xk − xk−1| <
b− a

21
, [xk−1, xk] ⊂ (a, b)

记 [xk−1, xk] = [a1, b1]。重复上述过程，可得闭区间套 {[an, bn]}∞n=1，使得对于任意 n ∈ N∗，成立

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], |an − bn| <
b− a

2n
, ωf [an, bn] <

1

2n

那么由闭区间套定理，存在且存在唯一 ξ ∈ [a, b]，使得成立

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = ξ

容易证明 f(x)在 ξ处连续。
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7.3 定积分的基本性质

定理 7.2.4

♡

如果非负函数 f(x)在 [a, b]上可积，那么∫ b

a

f(x)dx = 0 ⇐⇒ f 在连续点上为零

定理 7.2.5

♡

如果有界函数 f(x)在 [a, b]上可积，且几乎处处成立 f(x) = 0，那么∫ b

a

f(x)dx = 0

7.3 定积分的基本性质

命题 7.3.1 (定积分的基本性质)

♠

1. 和：如果函数 f(x)与 g(x)在 [a, b]上可积，那么 f(x) + g(x)在 [a, b]上可积，且∫ b

a

(f(x) + g(x))dx =

∫ b

a

f(x)dx+

∫
g(x)dx

2. 数乘：如果函数 f(x)在 [a, b]上可积，那么对于任意 λ ∈ R，λf(x)在 [a, b]上可积，且∫ b

a

λf(x)dx = λ

∫ b

a

f(x)dx

3. 积：如果函数 f(x)与 g(x)在 [a, b]上可积，那么 f(x)g(x)在 [a, b]上可积。

4. 保序性：如果函数 f(x)在 [a, b]上可积，且 f(x) ≥ 0，那么∫ b

a

f(x)dx ≥ 0

5. 可积 =⇒ 绝对可积：如果函数 f(x)在 [a, b]上可积，那么 |f(x)|在 [a, b]上可积，且∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)| dx

6. 区间可加性：对于 [a, b]上的函数 f(x)，以及 a ≤ c ≤ b，成立

f(x)在[a, b]上可积 ⇐⇒ f(x)在[a, c]与[c, b]上均可积

此时成立 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ c

a

f(x)dx+

∫ b

c

f(x)dx

定理 7.3.1 (积分第一中值定理)

♡

如果 f(x)与 g(x)在 [a, b]上可积，且 g(x)不变号，那么存在 η ∈ f([a, b])，使得成立∫ b

a

f(x)g(x)dx = η

∫ b

a

g(x)dx

特别的，若 f(x)在 [a, b]上连续，则存在 ξ ∈ (a, b)，使得成立∫ b

a

f(x)g(x)dx = f(ξ)

∫ b

a

g(x)dx
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7.4 微积分基本定理

定理 7.3.2 (积分第二中值定理)

♡

如果 f(x)在 [a, b]上可积，g(x)在 [a, b]上单调，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得成立∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx

特别的，如果 g(x)在 [a, b]上单调增加且 g(x) ≥ 0，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得成立∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(b)

∫ b

ξ

f(x)dx

如果 g(x)在 [a, b]上单调减少且 g(x) ≥ 0，那么存在 ξ ∈ [a, b]，使得成立∫ b

a

f(x)g(x)dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x)dx

定理 7.3.3 (Riemann引理)

♡

1. 如果函数 f(x)在 [a, b]上可积，g(x)以 T 为周期，且在 [0, T ]上可积，那么

lim
n→∞

∫ b

a

f(x)g(nx)dx =
1

T

∫ b

a

f(x)dx

∫ T

0

g(x)dx

2. 如果函数 f(x)在 R上可积，g(x)以 T 为周期，且在 R上可积，那么

lim
n→∞

∫ +∞

−∞
f(x)g(nx)dx =

1

T

∫ +∞

−∞
f(x)dx

∫ T

0

g(x)dx

定理 7.3.4 (积分的连续性)

♡

如果 f(x)在 [a, b]的邻域内可积，那么

lim
h→0

∫ b

a

|f(x+ h)− f(x)|dx = 0

命题 7.3.2

♠

如果 f(x)与 g(x)在 [a, b]上存在 2n阶连续导数，且对于任意 0 ≤ k < n，成立

f (k)(a) = f (k)(b) = g(k)(a) = g(k)(b) = 0

那么 ∫ b

a

f (2n)(x)g(x)dx =

∫ b

a

f(x)g(2n)(x)dx

7.4 微积分基本定理

7.4.1 Newton-Leibniz公式

定理 7.4.1

♡

如果函数 f(x)在 [a, b]上可积，构造函数

F (x) =

∫ x

a

f(t)dt

那么 F (x)在 [a, b]上连续，且若 f(x)在 [a, b]上连续，则 F (x)在 [a, b]上可导，同时

F ′(x) = f(x)
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7.5 著名不等式

定理 7.4.2 (微积分基本定理)

♡

如果函数 f(x)在 [a, b]上连续，F (x)为 f(x)在 [a, b]上的原函数，那么∫ b

a

f(x)dx = F (b)− F (a)

7.4.2 定积分的分部积分法与换元积分法

定理 7.4.3 (分部积分法)

♡

如果函数 f(x), g(x)在 [a, b]连续可导，那么∫ b

a

f(x)g′(x)dx = f(x)g(x)

∣∣∣∣b
a

−
∫ b

a

f ′(x)g(x)dx

定理 7.4.4 (换元积分法)

♡

如果函数 f(x)在 [a, b]连续，φ(t)在 α与 β 之间连续可导，且像含于 [a, b]，同时 φ(α) = a与 φ(β) = b，

那么 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ β

α

f(φ(t))φ′(t)dt

7.4.3 定积分的奇偶性与周期性性质

定理 7.4.5

♡

如果偶函数 f(x)在 [−a, a]上可积，那么∫ a

−a

f(x)dx = 2

∫ a

0

f(x)dx

如果奇函数 f(x)在 [−a, a]上可积，那么 ∫ a

−a

f(x)dx = 0

定理 7.4.6

♡

如果函数 f(x)为以 T 为周期的可积函数，那么对于任意 a ∈ R，成立∫ a+T

a

f(x)dx =

∫ T

0

f(x)dx

7.5 著名不等式

定理 7.5.1 (Cauchy不等式)

♡

对于 {ak}nk=1 ⊂ R与 {bk}nk=1 ⊂ R，成立(
n∑

k=1

akbk

)2

≤

(
n∑

k=1

a2k

)(
n∑

k=1

b2k

)
当且仅当存在 α ∈ R与 β ∈ R，使得对于任意 1 ≤ k ≤ n，成立 αak = βbk。
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7.5 著名不等式

定理 7.5.2 (Schwarz不等式)

♡

对于 [a, b]上的可积函数 f(x)与 g(x)，成立(∫ b

a

f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a

f2(x)

)(∫ b

a

g2(x)

)
当且仅当存在 α与 β，使得对于任意 a ≤ x ≤ b，成立 αf(x) = βg(x)。

定理 7.5.3 (基本不等式)

♡

对于正实数 x1, · · · , xn 与 λ1, · · · , λn，其中 λ1 + · · ·+ λn = 1，定义 r阶平均函数

Mr(x,λ) =

(
n∑

k=1

λkx
r
k

)1/r

, r ∈ R

那么Mr(x,λ)关于 r单调递增，其中

lim
r→−∞

Mr(x,λ) = min{x1, · · · , xn} M−1(x,λ) =
1

λ1
x1

+ · · ·+ λn
xn

lim
r→0

Mr(x,λ) = xλ1
1 · · ·xλn

n

M1(x,λ) = λ1x1 + · · ·+ λnxn M2(x,λ) =
√

λ1x2
1 + · · ·+ λnx2

n lim
r→+∞

Mr(x,λ) = max{x1, · · · , xn}

且对于任意 r ̸= s ∈ R，成立
Mr(x,λ) = Ms(x,λ) ⇐⇒ x1 = · · · = xn

证明 令

f(r) = lnMr(x,λ) =
ln
∑

λkx
r
k

r

则

f ′(r) =
r
∑

λkx
r
k ln xk∑

λkxr
k

− ln
∑

λkx
r
k

r2

令

g(r) = r

∑
λkx

r
k lnxk∑

λkxr
k

− ln
∑

λkx
r
k

则

g′(r) = r
(
∑

λkx
r
k)
(∑

λkx
r
k ln

2 xk

)
− (
∑

λkx
r
k lnxk)

2

(
∑

λkxr
k)

2

由 Cauchy不等式7.5.1 (∑
λkx

r
k

)(∑
λkx

r
k ln

2 xk

)
≥
(∑

λkx
r
k lnxk

)2
当且仅当 x1 = · · · = xn 时等号成立，则 g′(r)的符号由 r决定，从而

g(r) ≥ g(0) = 0

因此

f ′(r) =
g(r)

r2
≥ 0

进而 f(r)关于 r单调递增。
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第八章 反常积分

8.1 反常积分的概念与计算

定义 8.1.1 (反常积分)

♣

1. 对于定义在 [a,+∞)上的函数 f(x)，如果 f(x)在任意区间 [a,A]上可积，且存在极限

lim
A→+∞

∫ A

a

f(x)dx

那么称反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，其积分值为∫ +∞

a

f(x)dx = lim
A→+∞

∫ A

a

f(x)dx

2. 对于定义在 [a, b)上的函数 f(x)，如果 lim
x→b−

f(x) = ∞，且 f(x)在任意区间 [a, b − η]上有界可积，

同时存在极限

lim
η→0+

∫ b−η

a

f(x)dx

那么称反常积分

∫ b

a

f(x)dx收敛，其积分值为∫ b

a

f(x)dx = lim
η→0+

∫ b−η

a

f(x)dx

定理 8.1.1 (p积分的敛散性)

♡

∫ +∞

1

1

xp
dx =

 1
p−1 , p > 1

+∞, p ≤ 1
,

∫ 1

0

1

xp
dx =

 1
1−p , p < 1

+∞, p ≥ 1

8.2 反常积分的收敛判别法

8.2.1 Cauchy收敛原理

定理 8.2.1 (Cauchy收敛原理)

♡

1. 反常积分
∫ +∞

a

f(x)dx 收敛的充分必要条件为：对于任意 ε > 0，存在 A ≥ a，使得对于任意

A1, A2 ≥ A，成立 ∣∣∣∣∣
∫ A2

A1

f(x)dx

∣∣∣∣∣ < ε

2. 反常积分
∫ b

a

f(x)dx收敛的充分必要条件为：对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意 η1, η2 ∈

(0, δ)，成立 ∣∣∣∣∫ η2

η1

f(x)dx

∣∣∣∣ < ε



8.2 反常积分的收敛判别法

8.2.2 比较判别法

定理 8.2.2 (比较判别法)

♡

如果在 [a,+∞)上成立 0 ≤ f(x) ≤ φ(x)，那么

1. 若
∫ +∞

a

φ(x)dx收敛，则

∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

2. 若
∫ +∞

a

f(x)dx发散，则

∫ +∞

a

φ(x)dx发散。

定理 8.2.3 (比较判别法的极限形式)

♡

如果在 [a,+∞)上成立 f(x) ≥ 0，且

lim
x→+∞

f(x)

φ(x)
= l

那么

1. 若 0 < l < +∞，则
∫ +∞

a

φ(x)dx与

∫ +∞

a

f(x)dx敛散性相同。

2. 若 l = 0，则

∫ +∞

a

φ(x)dx收敛时

∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

3. 若 l = +∞，则
∫ +∞

a

φ(x)dx发散时

∫ +∞

a

f(x)dx发散。

8.2.3 Cauchy判别法

定理 8.2.4 (Cauchy判别法)

♡

1. 如果在 [a,+∞)上成立 f(x) ≥ 0，那么

(a). 若 f(x) ≤ 1

xp
且 p > 1，则

∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

(b). 若 f(x) ≥ 1

xp
且 p ≤ 1，则

∫ +∞

a

φ(x)dx发散。

2. 如果在 [a, b)上成立 f(x) ≥ 0，那么

(a). 若 f(x) ≤ 1

(b− x)p
且 p < 1，则

∫ b

a

f(x)dx收敛。

(b). 若 f(x) ≥ 1

(b− x)p
且 p ≥ 1，则

∫ +∞

a

φ(x)dx发散。

定理 8.2.5 (Cauchy判别法的极限形式)
1. 如果在 [a,+∞)上成立 f(x) ≥ 0，且

lim
x→+∞

xpf(x) = l

那么

(a). 若 0 ≤ l < +∞且 p > 1，则

∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

(b). 若 0 < l ≤ +∞且 p ≤ 1，则

∫ +∞

a

f(x)dx发散。

2. 如果在 [a, b)上成立 f(x) ≥ 0，且

lim
x→+∞

(b− x)pf(x) = l

那么
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8.3 反常积分的敛散性

♡

(a). 若 0 ≤ l < +∞且 p < 1，则

∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

(b). 若 0 < l ≤ +∞且 p ≥ 1，则

∫ +∞

a

f(x)dx发散。

8.2.4 Abel判别法与 Dirichlet判别法

定理 8.2.6 (Abel判别法)

♡

1. 如果 f(x)在 [a,+∞)上单调有界，且

∫ +∞

a

g(x)dx收敛，那么

∫ +∞

a

f(x)g(x)dx收敛。

2. 如果 f(x)在 [a, b)上单调有界，且

∫ b

a

g(x)dx收敛，那么

∫ b

a

f(x)g(x)dx收敛。

定理 8.2.7 (Dirichlet判别法)

♡

1. 如果 F (A) =

∫ A

a

f(x)dx在 [a,+∞)上有界，且 g(x)在 [a,+∞)上单调，同时 lim
x→+∞

g(x) = 0，那

么

∫ +∞

a

f(x)g(x)dx收敛。

2. 如果 F (η) =

∫ b−η

a

f(x)dx在 (0, b− a]上有界，且 g(x)在 [a, b)上单调，同时 lim
x→b−

g(x) = 0，那么∫ b

a

f(x)g(x)dx收敛。

8.3 反常积分的敛散性

定理 8.3.1

♡

对于反常积分

I =

∫ +∞

0

xα sinxβdx

1. 若 β ̸= 0且 −1 < α+1
β < 0，则绝对收敛。

2. 若 β ̸= 0且 0 ≤ α+1
β < 1，则条件收敛。

3. 若为其他情况，则发散。

证明 如果 β = 0，那么

I = sin 1

∫ 1

0

xαdx+ sin 1

∫ +∞

1

xαdx

此时对于任意 α ∈ R，原积分发散。
如果 β ̸= 0，那么令

t = xβ , λ =
α+ 1

β
− 1

成立

I =
1

|β|

∫ +∞

0

tλ sin tdt =
1

|β|

∫ 1

0

tλ sin tdt+
1

|β|

∫ +∞

1

tλ sin tdt =
1

|β|
(I1 + I2)

考察 I1，由于

lim
t→0+

tλ sin t

tλ+1
= 1
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8.3 反常积分的敛散性

因此 I1 与

∫ 1

0

tλ+1dt同具敛散性。又因为

∫ 1

0

tλ+1dt =

 1
λ+2 , λ > −2

+∞, λ ≤ −2

从而当且仅当 λ > −2时积分 I1 收敛。又由于被积函数非负，收敛即为绝对收敛。

考察 I2，此时仅需考虑 λ > −2。

i)当 −2 < λ < −1时，因为

|tλ sin t| ≤ tλ,

∫ +∞

1

tλdt = − 1

λ+ 1

所以 I2 绝对收敛。

ii)当 −1 ≤ λ < 0时，因为 tλ 单调递减趋于 0，且对于任意 A ≥ 1∣∣∣∣∣
∫ A

1

sin tdt

∣∣∣∣∣ = | cos 1− cosA| ≤ 2

所以由 Dirichlet判别法，I2 收敛。

由于

|tλ sin t| ≥ tλ sin2 t =
1

2
(tλ − tλ cos 2t)

容易知道反常积分

∫ +∞

1

tλdt发散。考察积分

I ′2 =

∫ +∞

1

tλ cos 2tdt

因为 tλ 单调递减趋于 0，且对于任意 A ≥ 1∣∣∣∣∣
∫ A

1

cos 2t+ dt

∣∣∣∣∣ = 1

2
| sinA− sin 1| ≤ 1

所以由 Dirichlet判别法，I ′2 收敛，从而反常积分

∫ +∞

1

|tλ sin t|dt发散，进而 I2 条件收敛。

iii)当 µ ≥ 0时，由于对于任意 n ∈ N∗，成立∣∣∣∣∣
∫ (2n+1)π

2nπ

tλ sin tdt

∣∣∣∣∣ ≥
∫ (2n+1)π

2nπ

|tλ| sin tdt ≥
∫ (2n+1)π

2nπ

sin tdt = 2

那么由 Cauchy收敛准则，I2 发散。

综上所述，原积分当 β ̸= 0且 −1 < α+1
β < 0时，绝对收敛；当 β ̸= 0且 0 ≤ α+1

β < 1时，条件收敛；其他

情况发散。

定理 8.3.2 (绝对可积 =⇒ 可积)

♡
如果函数 |f(x)|在 [a,+∞)上可积，那么 f(x)在 [a,+∞)上可积。

定理 8.3.3

♡

如果反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，且 f(x)在 [a,+∞)上一致连续，那么

lim
x→+∞

f(x) = 0
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8.3 反常积分的敛散性

定理 8.3.4

♡

如果反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，且存在极限 lim
x→+∞

f(x)，那么

lim
x→+∞

f(x) = 0

定理 8.3.5

♡

如果反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，且 f(x)在 [a,+∞)上单调递减，那么

lim
x→+∞

xf(x) = 0

定理 8.3.6

♡

如果反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx收敛，且 xf(x)在 [a,+∞)上单调递减，那么

lim
x→+∞

xf(x) lnx− = 0
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第九章 数项级数

9.1 数项级数

9.1.1 数项级数的收敛性

定义 9.1.1 (数项级数)

♣

称数项级数
∞∑

n=1

xn 收敛于 S，如果部分和数列 {Sn}∞n=1 收敛于 S，其中 Sn =

n∑
k=1

xk。

定义 9.1.2 (等比级数)

♣

∞∑
n=0

qn =

 1
1−q , |q| < 1

+∞, q ≥ 1

9.1.2 数项级数的基本性质

定理 9.1.1 (级数收敛的必要条件)

♡

如果数项级数
∞∑

n=1

xn 收敛，那么

lim
n→∞

xn = 0

定理 9.1.2 (数项级数的加法结合律)

♡

如果数项级数
∞∑

n=1

xn 收敛，那么其求和式中任意添加括号后所得级数仍收敛，且和不变。

定理 9.1.3 (p级数)

♡

∞∑
n=1

1

np

< ∞, p > 1

= ∞, p ≤ 1

定义 9.1.3 (Riemann ζ 函数)

♣

ζ(s) =

∞∑
n=1

1

ns

1. ζ(2) = π2/6

2. ζ(4) = π4/90

3. ζ(6) = π6/945

4. ζ(8) = π8/9450

5. ζ(10) = π10/93555



9.2 上极限与下极限

9.2 上极限与下极限

定义 9.2.1 (数列的上极限)

♣

对于有界数列 {xn}∞n=1，定义其上极限如下。

1.
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

sup
m≥n

xm = inf
n≥1

sup
m≥n

xm

2. 若 lim
n→∞

xn = a，则成立

对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立 xn < a+ ε。

对于任意 ε > 0与 N ∈ N∗，存在 n ≥ N，使得成立 xn > a− ε。

对于无上界数列 {xn}∞n=1，定义 lim
n→∞

xn = +∞；特别的，如果 lim
n→∞

xn = +∞，定义 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn =

+∞。

定义 9.2.2 (数列的下极限)

♣

对于有界数列 {xn}∞n=1，定义其下极限如下。

1.
lim
n→∞

xn = lim
n→∞

inf
m≥n

xm = sup
n≥1

inf
m≥n

xm

2. 若 lim
n→∞

xn = a，则成立

对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N，成立 xn > a− ε。

对于任意 ε > 0与 N ∈ N∗，存在 n ≥ N，使得成立 xn < a+ ε。

对于无下界数列 {xn}∞n=1，定义 lim
n→∞

xn = −∞；特别的，如果 lim
n→∞

xn = −∞，定义 lim
n→∞

xn = lim
n→∞

xn =

−∞。

命题 9.2.1 (数列的上下极限性质)
对于数列 {xn}∞n=1 与 {yn}∞n=1，成立如下命题。

1.

lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

(xn + yn) ≤ lim
n→∞

xn + lim
n→∞

yn

其中若 {xn}∞n=1 或 {yn}∞n=1 收敛，则等号成立。

2. 若 {xn}∞n=1 与 {yn}∞n=1 非负，则

lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

xnyn ≤ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn ≤ lim
n→∞

xnyn ≤ lim
n→∞

xn · lim
n→∞

yn

其中若 {xn}∞n=1 或 {yn}∞n=1 收敛，则等号成立。

3. 若 {xn}∞n=1 非负，则

lim
n→∞

xn+1

xn
≤ lim

n→∞
n
√
xn ≤ lim

n→∞
n
√
xn ≤ lim

n→∞

xn+1

xn

4. 存在收敛子列 {xnk
}∞k=1，使得成立

lim
k→∞

xnk
= lim

n→∞
xn

5. 存在收敛子列 {xnk
}∞k=1，使得成立

lim
k→∞

xnk
= lim

n→∞
xn

6. 对于任意收敛子列 {xnk
}∞k=1，成立

lim
n→∞

xn ≤ lim
k→∞

xnk
≤ lim

n→∞
xn
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9.3 正项级数

♠

7. 对于任意子列 {xnk
}∞k=1，成立

lim
k→∞

xnk
≤ lim

n→∞
xn, lim

k→∞
xnk

≥ lim
n→∞

xn

9.3 正项级数

9.3.1 正项级数

定义 9.3.1 (正项级数)

♣

称数项级数
∞∑

n=1

xn 为正项级数，如果对于任意 n ∈ N∗，成立 xn ≥ 0。

定理 9.3.1 (正项级数的收敛原理)

♡正项级数收敛的充分必要条件为其部分和数列存在上界。

9.3.2 比较判别法

定义 9.3.2 (比较判别法)

♣

对于正项级数
∞∑

n=1

xn 与
∞∑

n=1

yn，如果对于任意 n ∈ N∗，成立

xn ≤ yn

那么

1. 若
∞∑

n=1

yn 收敛，则
∞∑

n=1

xn 收敛。

2. 若
∞∑

n=1

xn 发散，则
∞∑

n=1

yn 发散。

定义 9.3.3 (比较判别法的极限形式)

♣

对于正项级数
∞∑

n=1

xn 与
∞∑

n=1

yn，如果

lim
n→∞

xn

yn
= l

那么

1. 0 < l < +∞，则
∞∑

n=1

yn 与
∞∑

n=1

xn 敛散性相同。

2. 若 l = 0，则
∞∑

n=1

yn 收敛时，
∞∑

n=1

xn 收敛。

3. 若 l = +∞，则
∞∑

n=1

yn 发散时，
∞∑

n=1

xn 发散。
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9.3 正项级数

9.3.3 Cauchy判别法

定理 9.3.2 (Cauchy判别法)

♡

对于正项级数
∞∑

n=1

xn，若记

r = lim
n→∞

n
√
xn

则

1. r < 1：级数
∞∑

n=1

xn 收敛。

2. r > 1：级数
∞∑

n=1

xn 发散。

9.3.4 d’Alembert判别法

定理 9.3.3 (d’Alembert判别法)

♡

对于正项级数
∞∑

n=1

xn，若记

r = lim
n→∞

xn+1

xn
, r = lim

n→∞

xn+1

xn

则

1. r < 1：级数
∞∑

n=1

xn 收敛。

2. r > 1：级数
∞∑

n=1

xn 发散。

9.3.5 Rabbe判别法

定理 9.3.4 (Rabbe判别法)

♡

对于级数
∞∑

n=1

xn，若记

r = lim
n→∞

n

(∣∣∣∣ xn

xn+1

∣∣∣∣− 1

)
则

1. r > 1：级数
∞∑

n=1

xn 绝对收敛。

2. r < 1：级数
∞∑

n=1

xn 发散。
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9.4 任意项级数

9.3.6 积分判别法

定理 9.3.5 (积分判别法)

♡

对于定义在 [a,+∞)上的非负函数 f(x)，如果 f(x)在任意区间 [a,A]上可积，取单调递增趋于 +∞的数
列 {an}∞n=1，令

xn =

∫ an+1

an

f(x)dx

那么反常积分

∫ +∞

a

f(x)dx与正项级数
∞∑

n=1

xn 同时收敛或同时发散于 +∞，且

∫ +∞

a

f(x)dx =

∞∑
n=1

xn

定理 9.3.6 (Cauchy积分判别法)

♡

对于定义在 [0,+∞)上的非负单调递减函数 f(x)，成立

数项级数
∞∑

n=1

f(n)与反常积分

∫ +∞

0

f(x)dx的敛散性相同

9.3.7 Cauchy凝聚判别法

定理 9.3.7 (Cauchy凝聚判别法)

♡

对于单调递减的正项数列 {xn}∞n=1，成立

级数
∞∑

n=1

xn与级数
∞∑

n=1

2nx2n的敛散性相同

9.4 任意项级数

9.4.1 任意项级数

定理 9.4.1 (Cauchy收敛原理)

♡

级数
∞∑

n=1

xn 收敛的充分必要条件是：对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意m ≥ n ≥ N 成立∣∣∣∣∣
m∑

k=n

xk

∣∣∣∣∣ < ε

推论 9.4.1 (级数收敛的必要原理)

♡

如果级数
∞∑

n=1

xn 收敛，那么 lim
n→∞

xn = 0。
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9.4 任意项级数

9.4.2 Leibniz级数

定理 9.4.2 (Leibniz判别法)

♡

如果正项级数 {xn}∞n=1 单调递减趋于 0，那么交错级数
∞∑

n=1

(−1)n+1xn 收敛。

推论 9.4.2

♡

如果 Leibniz级数
∞∑

n=1

(−1)n+1xn 收敛，那么对于 n ∈ N∗，成立

0 ≤
∞∑

n=1

(−1)n+1xn ≤ x1,

∣∣∣∣∣
∞∑

k=n

(−1)k+1xk

∣∣∣∣∣ ≤ xn

9.4.3 Abel判别法与 Dirichlet判别法

定理 9.4.3 (Abel变换)

♡

对于数列 {an}∞n=1 与 {bn}∞n=1，记 ∆an = an+1 − an，Bn =

n∑
k=1

bk，那么

n∑
k=1

akbk = anBn −
n−1∑
k=1

∆akBk

定理 9.4.4 (Abel判别法)

♡

如果数列 {an}∞n=1 单调且有界，同时级数
∞∑

n=1

bn 收敛，那么级数
∞∑

n=1

anbn 收敛。

定理 9.4.5 (Dirichlet判别法)

♡

如果数列 {an}∞n=1 单调趋于 0，同时数列

{
n∑

k=1

bk

}∞

n=1

有界，那么级数
∞∑

n=1

anbn 收敛。

9.4.4 绝对收敛与条件收敛

定义 9.4.1 (绝对收敛)

♣

称级数
∞∑

n=1

xn 绝对收敛，如果级数
∞∑

n=1

|xn|收敛。

定义 9.4.2 (条件收敛)

♣

称级数
∞∑

n=1

xn 条件收敛，如果级数
∞∑

n=1

xn 收敛且级数
∞∑

n=1

|xn|发散。

定理 9.4.6

♡如果级数绝对收敛，那么其任意更序级数均收敛，且收敛值相等。
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9.5 无穷乘积

定理 9.4.7 (Riemann重排定理)

♡

如果级数
∞∑

n=1

xn 条件收敛，那么对于任意 a ∈ R，存在更序级数
∞∑

n=1

x′
n，使得成立

∞∑
n=1

x′
n = a

9.4.5 级数的乘法

定义 9.4.3 (Cauchy乘积)

♣

定义级数
∞∑

n=1

an 与
∞∑

n=1

bn 的 Cauchy乘积为

∞∑
n=1

∑
i+j=n

aibj

定理 9.4.8

♡

如果级数
∞∑

n=1

an 与
∞∑

n=1

bn 均绝对收敛，那么其任意乘积亦绝对收敛，且和为

( ∞∑
n=1

an

)( ∞∑
n=1

bn

)
。

9.4.6 级数问题的反例

定理 9.4.9

♡

如果级数
∞∑

n=1

xn 收敛，且 xn > 0，同时 xn 单调递减，那么 lim
n→∞

nxn = 0。

例题 9.1去掉“xn 单调递减”条件，结论不成立。例如，记

xn =

 1
n , n为平方数

1
n2 , 其他

定理 9.4.10 (Leibniz级数)

♡

对于单调递减的正项数列 {xn}∞n=1，如果 lim
n→∞

xn = 0，那么交错级数
∞∑

n=1

(−1)nxn 发散。

例题 9.2去掉“xn 单调递减”条件，结论不成立。例如，记

xn =

 1
n2 , n为奇数

1
n2 , n为偶数
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9.5 无穷乘积

9.5 无穷乘积

定义 9.5.1 (无穷乘积收敛)

♣

称无穷乘积
∞∏

n=1

pn 收敛，如果

lim
n→∞

n∏
k=1

pk = a ∈ R \ {0}

定理 9.5.1

♡

如果无穷乘积
∞∏

n=1

pn 收敛，那么

lim
n→∞

pn = 1, lim
n→∞

∞∏
k=n

pk = 1

定理 9.5.2

♡

无穷乘积
∞∏

n=1

pn 收敛 ⇐⇒ 级数
∞∑

n=1

ln pn 收敛

定义 9.5.2 (绝对收敛)

♣

称无穷乘积
∞∏

n=1

pn 绝对收敛，如果级数
∞∑

n=1

ln pn 绝对收敛。
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第十章 函数项级数

10.1 函数项级数的一致收敛性

定义 10.1.1 (点态收敛)

♣

1. 对于函数序列 {fn(x)}∞n=1，称 fn(x)在 I 上点态收敛于 f(x)，并记作 fn(x) → f(x)，如果对于任意

x ∈ I，成立

lim
n→∞

fn(x) = f(x)

2. 对于函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)，称
∞∑

n=1

fn(x)在 I 上点态收敛于 f(x)，如果对于任意 x ∈ I，成立

∞∑
n=1

fn(x) = f(x)

定义 10.1.2 (一致收敛)

♣

1. 对于函数序列 {fn(x)}∞n=1，称 fn(x)在 I 上一致收敛于 f(x)，并记作 fn(x) ⇒ f(x)，如果成立如下

命题之一。

(a).
lim
n→∞

sup
x∈I

|fn(x)− f(x)| = 0

(b). 对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N 与 x ∈ I，成立

|fn(x)− f(x)| < ε

(c). 对于任意数列 {xn}∞n=1，成立

lim
n→∞

|fn(xn)− f(xn)| = 0

2. 对于函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)，称
∞∑

n=1

fn(x)在 I 上一致收敛于 f(x)，如果成立如下命题之一。

(a).

lim
n→∞

sup
x∈I

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)− f(x)

∣∣∣∣∣ = 0

(b). 对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对于任意 n ≥ N 与 x ∈ I，成立∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(x)− f(x)

∣∣∣∣∣ < ε

(c). 对于任意数列 {xn}∞n=1，成立

lim
n→∞

∣∣∣∣∣
n∑

k=1

fk(xn)− f(xn)

∣∣∣∣∣ = 0

定理 10.1.1

♡

如果函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)在 I 上一致收敛，那么 fn(x)在 I 上一致收敛于 0。



10.2 一致收敛级数的判别

10.2 一致收敛级数的判别

10.2.1 Cauchy收敛原理

定理 10.2.1 (Cauchy收敛原理)

♡

1. 函数序列 {fn(x)}∞n=1 在 I 上一致收敛的充分必要条件是：对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对

于任意m,n ≥ N 与 x ∈ I 成立

|fm(x)− fn(x)| < ε

2. 函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)在 I 上一致收敛的充分必要条件是：对于任意 ε > 0，存在 N ∈ N∗，使得对

于任意m ≥ n ≥ N 与 x ∈ I 成立 ∣∣∣∣∣
m∑

k=n

fk(x)

∣∣∣∣∣ < ε

10.2.2 Weierstrass判别法

定理 10.2.2 (Weierstrass判别法)

♡

对于函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)，如果存在数列 {an}∞n=1，使得成立

|fn(x)| ≤ an, n ∈ N∗

且数项级数
∞∑

n=1

an 收敛，那么
∞∑

n=1

fn(x)一致收敛。

10.2.3 Abel判别法与 Dirichlet判别法

定理 10.2.3 (Abel判别法)

♡

如果函数序列 {an(x)}∞n=1 对于任意 x ∈ I，数列 {an(x)}∞n=1 单调，且存在M ∈ R，使得成立

|an(x)| ≤ M, x ∈ I, n ∈ N∗

同时函数项级数
∞∑

n=1

bn(x)在 I 上一致收敛，那么
∞∑

n=1

anbn(x)在 I 上一致收敛。

定理 10.2.4 (Dirichlet判别法)

♡

如果函数序列 {an(x)}∞n=1 对于任意 x ∈ I，数列 {an(x)}∞n=1 单调，且 {an(x)}∞n=1 在 I 上一致收敛于 0，

同时存在M ∈ R，使得成立 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

bk(x)

∣∣∣∣∣ ≤ M, x ∈ I, n ∈ N∗

那么
∞∑

n=1

anbn(x)在 I 上一致收敛。
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10.3 一致收敛级数的性质

10.2.4 Dini定理

定理 10.2.5 (Dini定理)

♡

1. 如果函数序列 {fn(x)}∞n=1 成立

(a). 函数序列 {fn(x)}∞n=1 在 [a, b]上点态收敛于 f(x)，

(b). 对于任意 n ∈ N∗，fn(x)在 [a, b]上连续，

(c). f(x)在 [a, b]上连续，

(d). 对于任意 x ∈ [a, b]，数列 {fn(x)}∞n=1 单调，

那么 fn(x)在 [a, b]上一致收敛于 f(x)。

2. 如果函数序列 {fn(x)}∞n=1 成立

(a). 函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)在 [a, b]上点态收敛于 f(x)，

(b). 对于任意 n ∈ N∗，fn(x)在 [a, b]上连续，

(c). f(x)在 [a, b]上连续，

(d). 对于任意 x ∈ [a, b]，数项级数
∞∑

n=1

fn(x)为正项级数，

那么
∞∑

n=1

fn(x)在 [a, b]上一致收敛于 f(x)。

10.2.5 等度连续

定义 10.2.1 (等度连续)

♣

称函数族F 等度连续，如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意 f ∈ F，成立

|x− y| < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε

定理 10.2.6

♡
如果函数序列 {fn(x)}∞n=1 在 I 上等度连续，且 fn(x)点态收敛于 f(x)，那么 f(x)在 I 上一致连续。

定理 10.2.7

♡

对于 [a, b]上的连续函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果 fn(x)在 [a, b]上点态收敛于 f(x)，那么

{fn(x)}∞n=1 在[a, b]上等度连续 ⇐⇒ fn(x)在[a, b]上一致收敛于f(x)

定理 10.2.8 (Asscoli引理)

♡

对于 [a, b]上的函数族F，如果F 在 [a, b]上一致有界且等度连续，那么存在函数序列 {fn(x)}∞n=1 ⊂ F，

使得 fn(x)在 [a, b]上一致收敛。
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10.3 一致收敛级数的性质

10.3 一致收敛级数的性质

10.3.1 一致收敛级数的性质

定理 10.3.1 (连续性定理)

♡

1. 对于 I 上的连续函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果 fn(x)在 I 上一致收敛于 f(x)，那么 f(x)在 I 上连续；

换言之，对于任意 x0 ∈ I，成立

lim
x→x0

lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

lim
x→x0

fn(x)

2. 对于 I 上的连续函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果函数项级数
∞∑

n=1

fn(x) 在 I 上一致收敛于 f(x)，那么

f(x)在 I 上连续；换言之，对于任意 x0 ∈ I，成立

lim
x→x0

∞∑
n=1

fn(x) =

∞∑
n=1

lim
x→x0

fn(x)

定理 10.3.2 (可积性定理)

♡

1. 对于 [a, b]上的可积函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果 fn(x)在 [a, b]上一致收敛于 f(x)，那么 f(x)在 [a, b]

上可积，且 ∫ b

a

lim
n→∞

fn(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx

2. 对于 [a, b]上的可积函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)在 [a, b]上一致收敛于 f(x)，那

么 f(x)在 [a, b]上可积，且 ∫ b

a

∞∑
n=1

fn(x)dx =

∞∑
n=1

∫ b

a

fn(x)dx

定理 10.3.3 (可导性定理)

♡

1. 如果函数序列 {fn(x)}∞n=1 成立

对于任意 n ∈ N∗，fn(x)在 I 上存在连续的导函数 f ′
n(x)，

函数序列 {fn(x)}∞n=1 在 I 上点态收敛于 f(x)，

函数序列
{

d
dxfn(x)

}∞
n=1
在 I 上一致收敛，

那么 f(x)在 I 上可导，且
d

dx
lim
n→∞

fn(x) = lim
n→∞

d

dx
fn(x)

2. 如果函数序列 {fn(x)}∞n=1 成立

对于任意 n ∈ N∗，fn(x)在 I 上存在连续的导函数 f ′
n(x)，

函数项级数
∞∑

n=1

fn(x)在 I 上点态收敛，

函数项级数
∞∑

n=1

d

dx
fn(x)在 I 上一致收敛，

那么
∞∑

n=1

fn(x)在 I 上可导，且

d

dx

∞∑
n=1

fn(x) =

∞∑
n=1

d

dx
fn(x)
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10.4 幂级数

10.3.2 积分与极限交换顺序

定理 10.3.4 (常义积分与极限交换顺序)

♡

对于 [a, b]上的可积函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果 fn(x)在 [a, b]上一致收敛于 f(x)，那么 f(x)在 [a, b]上

可积，且 ∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx

定理 10.3.5 (反常积分与极限交换顺序)

♡

1. 对于函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果成立

(a). fn(x)在 [a,+∞)上内闭一致收敛于 f(x)。

(b).
∫ +∞

a

fn(x)dx关于 n ∈ N∗ 一致收敛。

(c).
∫ +∞

a

f(x)dx收敛。

那么 ∫ +∞

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ +∞

a

fn(x)dx

2. 对于二元函数 f(x, y)，如果成立

(a). 当 y → y0 时，f(x, y)在 [a,+∞)上内闭一致收敛于 φ(x)。

(b).
∫ +∞

a

fn(x)dx关于 y一致收敛。

(c).
∫ +∞

a

φ(x)dx收敛。

那么 ∫ +∞

a

φ(x)dx = lim
y→y0

∫ +∞

a

f(x, y)dx

定理 10.3.6 (Arzela控制收敛定理)

♡

对于 [a, b]上的 Riemann可积函数序列 {fn(x)}∞n=1，如果成立

1. fn(x)在 [a, b]上一致有界。

2. fn(x)在 [a, b]上收敛于 f(x)。

3. f(x)在 [a, b]上 Riemann可积。
那么 ∫ b

a

f(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

fn(x)dx

定理 10.3.7 (Lebesgue控制收敛定理)

♡

对于可测集 E ⊂ Rn 上的 Lebesgue可测函数序列 {fn}∞n=1，如果成立

1. 函数 F 在 E 上 Lebesgue可积。
2. 在 E 上成立 |fn| ≤ F。

3. fn 在 E 上依测度收敛于 f。

那么 f 在 E 上 Lebesgue可积，且 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn
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10.4 幂级数

10.4 幂级数

定义 10.4.1 (收敛半径)

♣

对于幂级数
∞∑

n=1

anx
n，令

A = lim n
√
|an|

定义其收敛半径为

R =


+∞, A = 0

1
A , 0 < A < +∞

0, A = +∞

定理 10.4.1 (d’Alembert判别法)

♡

如果存在极限

lim
n→∞

∣∣∣∣an+1

an

∣∣∣∣ = A ∈ R

那么幂级数
∞∑

n=1

anx
n 的收敛半径为 R = 1/A。

定理 10.4.2 (Cauchy-Hadamard定理)

♡

对于幂级数
∞∑

n=1

anx
n，当 |x| < R时绝对收敛；当 |x| > R时发散。

定理 10.4.3 (Abel第一定理)

♡

对于幂级数
∞∑

n=1

anx
n，如果其在 ξ 处收敛，那么当 |x| < |ξ| 时绝对收敛；如果其在 ξ 处发散，那么当

|x| > |ξ|时发散。

定理 10.4.4 (Abel第二定理)

♡

如果幂级数
∞∑

n=1

anx
n 的收敛半径为 R，那么

1.
∞∑

n=1

anx
n 在 (−R,R)中内闭一致收敛。

2. 若
∞∑

n=1

anx
n 在 R处收敛，则其在 (−R,R]中内闭一致收敛。

3. 若
∞∑

n=1

anx
n 在 −R处收敛，则其在 [−R,R)中内闭一致收敛。

定理 10.4.5 (幂级数的性质)

♡

1. 幂级数在其收敛域内连续。
2. 幂级数在其收敛域内可逐项求导，且收敛半径不变，但收敛域可能变小。
3. 幂级数在其收敛域内的闭区间上可逐项积分，且收敛半径不变，但收敛域可能变大。
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10.5 Werierstrass逼近定理

定理 10.4.6 (Taylor公式)

♡

ex = 1 + x+
x2

2
+ · · ·+ xn

n!
+ o(xn) =

∞∑
n=0

xn

n!
, x ∈ R

ln (1 + x) = x− x2

2
+

x3

3
− · · ·+ (−1)n+1

n
xn + o(xn) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

n
xn, x ∈ (−1, 1]

1

1 + x
= 1− x+ x2 − · · ·+ (−1)nxn + o(xn) =

∞∑
n=0

(−1)nxn, x ∈ (−1, 1)

sinx = x− x3

3!
+

x5

5!
− · · ·+ (−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1 + o(x2n+1) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+ 1)!
x2n+1, x ∈ R

cosx = 1− x2

2
+

x4

4!
− · · ·+ (−1)n

(2n)!
x2n + o(x2n) =

∞∑
n=0

(−1)n

(2n)!
x2n, x ∈ R

arctanx = x− x3

3
+

x5

5
− · · ·+ (−1)n+1

2n− 1
x2n−1 + o(x2n−1) =

∞∑
n=1

(−1)n+1

2n− 1
x2n−1, x ∈ [−1, 1]

10.5 Werierstrass逼近定理

定义 10.5.1 (Bernstein多项式)

♣

定义 [0, 1]上的函数 f(x)的 Bernstein多项式序列为

Bn(x) =

n∑
k=0

f(k/n)Ck
nx

k(1− x)n−k

定理 10.5.1 (Werierstrass逼近定理)

♡
如果 f(x)在 [a, b]上连续，那么其 Bernstein多项式序列 {Bn(x)}∞n=1 在 [a, b]上一致收敛于 f。

10.6 三角级数

定理 10.6.1 (和差化积)

♡

sinα+ sinβ = 2 sin
α+ β

2
cos

α− β

2

sinα− sinβ = 2 cos
α+ β

2
sin

α− β

2

cosα+ cosβ = 2 cos
α+ β

2
cos

α− β

2

cosα− cosβ = −2 sin
α+ β

2
sin

α− β

2
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10.6 三角级数

定理 10.6.2 (积化和差)

♡

sinα cosβ =
1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β))

cosα sinβ =
1

2
(sin(α+ β)− sin(α− β))

cosα cosβ =
1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β))

sinα sinβ = −1

2
(cos(α+ β)− cos(α− β))

定理 10.6.3 (三角级数)

♡

n∑
k=1

cos kθ =
sin 2n+1

2 θ − sin θ
2

2 sin θ
2

n∑
k=1

sin kθ =
cos θ

2 − cos 2n+1
2 θ

2 sin θ
2

n∑
k=1

(−1)k cos kθ =


−
cos 2n+1

2 θ + cos θ
2

2 cos θ
2

, n为奇数

cos 2n+1
2 θ − cos θ

2

2 cos θ
2

, n为偶数

n∑
k=1

(−1)k sin kθ =


−
sin 2n+1

2 θ + sin θ
2

2 cos θ
2

, n为奇数

sin 2n+1
2 θ − sin θ

2

2 cos θ
2

, n为偶数

定理 10.6.4 (Wallis公式)

♡

In =

∫ π
2

0

sinn xdx =

∫ π
2

0

cosn xdx =


(n− 1)!!

n!!

π

2
, n为偶

(n− 1)!!

n!!
, n为奇

Im,n =

∫ π
2

0

sinm x cosn xdx =


(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!

π

2
, m, n均为偶

(m− 1)!!(n− 1)!!

(m+ n)!!
, 其他
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第十一章 Euclid空间

11.1 Euclid空间上的基本定理

定理 11.1.1 (Cantor闭区域套定理)

♡

对于 Rn 上的单调递减非空闭集序列 {Fn}∞n=1，如果

lim
n→∞

sup
x,y∈Sn

|x− y| = 0

那么存在且存在唯一 ξ ∈ Rn，使得成立

ξ ∈
∞⋂

n=1

Fn

定理 11.1.2 (Bolzano-Weierstrass定理)

♡Rn 上的有界点列存在收敛子列。

定理 11.1.3 (Cauchy收敛原理)

♡
Rn 上的点列 {xn}∞n=1 收敛的充分必要条件是其为 Cauchy序列。

定理 11.1.4 (Heine-Borel定理)

♡Rn 上的点集K 是紧集的充分必要条件是其为有界闭集。

11.2 多元函数

定义 11.2.1 (二重极限)

♣

定义开集 G ⊂ R2 上的函数 f(x, y)在 (x0, y0)处的二重极限为

lim
(x,y)→(x0,y0)

f(x, y)

�
笔记在证明 f(x, y)在 (x0, y0)处的存在极限时，只需证明：f(x0+r cos θ, y0+r sin θ)在 r → 0时，关于 0 ≤ θ ≤ 2π

一致收敛。

定义 11.2.2 (二次极限)

♣

定义开集 G ⊂ R2 上的函数 f(x, y)在 (x0, y0)处的二次极限为

lim
y→y0

lim
x→x0

f(x, y)

例题 11.1二重极限存在，两个二次极限不存在：

f(x, y) =

(x2 + y2) sin 1
x sin 1

y , x ̸= 0且y ̸= 0

0, x = 0或y = 0

f(x, y)在 (0, 0)处的二重极限为 0，但是两个二次极限都不存在。



11.3 连续函数

例题 11.2二重极限存在，两个二次极限中有一个不存在：

f(x, y) =

y sin 1
x , x ̸= 0且y ̸= 0

0, x = 0或y = 0

f(x, y)在 (0, 0)处的二重极限为 0，先对 y后对 x的二次极限为 0，但是先对 x后对 y不存在二次极限。

例题 11.3两个二次极限均存在，但不相等：

f(x, y) =


x2(1+x2)−y2(1+y2)

x2+y2 , x ̸= 0且y ̸= 0

0, x = 0或y = 0

成立

lim
y→0

lim
x→0

f(x, y) = −1, lim
x→0

lim
y→0

f(x, y) = 1

11.3 连续函数

定理 11.3.1

♡连续函数将紧集映为紧集。

定理 11.3.2

♡

如果 f 为紧集K ⊂ Rn上的连续函数，那么 f 在K 上有界，且存在 ξ1, ξ2 ∈ K，使得对于任意 x ∈ K，成

立

f(ξ1) ≤ f(x) ≤ f(ξ2)

定理 11.3.3

♡紧集上的连续函数一致连续。
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第十二章 多元函数微分学

12.1 偏导数与全微分

定义 12.1.1 (偏导数)

♣

称开集 Ω ⊂ R2 上的函数 f(x, y)在 (x0, y0)处关于 x可偏导，如果存在极限

fx(x0, y0) = lim
x→x0

f(x, y0)− f(x0, y0)

x− x0

�
笔记对于多元函数可偏导未必连续，例如：

f(x, y) =


xy

x2+y2 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

容易知道 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，但是 f(x, y)在 (0, 0)处不连续。

定义 12.1.2 (方向导数)

♣

称开集 Ω ⊂ R2 上的函数 f(x, y)在 (x0, y0)处关于方向 v = (cos θ, sin θ)存在方向导数，如果存在极限

fv(x0, y0) = lim
t→0+

f(x0 + t cos θ, y0 + t sin θ)− f(x0, y0)

t

定理 12.1.1

♡

如果开集 Ω ⊂ R2 上的函数 f(x, y)在 (x0, y0)处可微分，那么关于任意方向 v = (cos θ, sin θ)存在方向导

数，且

fv(x0, y0) = fx(x0, y0) cos θ + fy(x0, y0) sin θ

定义 12.1.3 (可微性)

♣

称开集 Ω ⊂ R2 上的函数 f(x, y)在 (x0, y0)处可微，如果存在仅与 (x0, y0)有关而与 ∆x和 ∆y无关的常

数 A与 B，使得成立

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = A∆x+B∆y + o(
√

∆x2 +∆y2)

�
笔记可微必连续，且可微必可偏导。�
笔记可偏导未必可微，例如：

f(x, y) =


2xy3

x2+y4 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

在 (0, 0)处可偏导，且 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，但在 (0, 0)处不可微。�
笔记证明 f(x, y)在 (x0, y0)处是否可微，首先检验是否可偏导，其次证明是否成立

lim
(∆x,∆y)→(0,0)

(f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0))− (fx(x0, y0)∆x+ fy(x0, y0)∆y)√
∆x2 +∆y2

= 0

定理 12.1.2 (全微分公式)

♡
df = fxdx+ fydy



12.2 多元复合函数的求导法则

定理 12.1.3

♡
如果函数 f(x, y)在 (x0, y0)邻域内连续可偏导，那么 f(x, y)在 (x0, y0)处可微。

定义 12.1.4 (梯度)

♣

如果函数 f(x, y, z)可偏导，那么定义其梯度为

∇f = (fx, fy, fz)

定理 12.1.4

♡

如果函数 f(x, y)的两个混合偏导数 fxy 和 fyx 在 (x0, y0)处连续，那么成立等式

fxy(x0, y0) = fyx(x0, y0)

12.2 多元复合函数的求导法则

定理 12.2.1 (链式法则)

♡

如果 z = f(x, y)可微，x(u, v)与 y(u, v)可偏导，那么

∂z

∂u
=

∂z

∂x

∂x

∂u
+

∂z

∂y

∂y

∂u

∂z

∂v
=

∂z

∂x

∂x

∂v
+

∂z

∂y

∂y

∂v

�
笔记“f 可微”不能减弱为“f 可偏导”，例如：

z = f(x, y) =


2xy3

x2+y4 , (x, y) ̸= (0, 0)

0, (x, y) = (0, 0)

在 (0, 0)处可偏导，且 fx(0, 0) = fy(0, 0) = 0，但在 (0, 0)处不可微。

取 x = t2

y = t

那么 z = t，从而
dz

dt
(0) = 1

fx(t
2, t)

dx

dt
+ fy(t

2, t)
dy

dt
|t=0 = 0

12.3 中值定理和 Taylor公式

定理 12.3.1 (中值定理)

♡

对于凸区域 Ω ⊂ R2 上可微函数 f(x, y)，成立对于任意 (x0, y0)与 (x0 +∆x, y0 +∆y)，存在 0 < θ < 1，

使得成立

f(x0 +∆x, y0 +∆y)− f(x0, y0) = fx(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆x+ fy(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y)∆y
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12.4 隐函数存在定理

定理 12.3.2 (Taylor公式)

♡

如果函数 f(x, y)在 (x0, y0)的邻域内存在 n+1阶连续偏导数，那么对于其邻域内任意一点 (x0+∆x, y0+

∆y)，成立

f(x0 +∆x, y0 +∆y) =

n∑
k=1

1

n!
(∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y
)nf(x0, y0)

+
1

(n+ 1)!
(∆x

∂

∂x
+∆y

∂

∂y
)n+1f(x0 + θ∆x, y0 + θ∆y), 0 < θ < 1

12.4 隐函数存在定理

定理 12.4.1 (一元隐函数存在定理)

♡

如果二元函数 F (x, y)成立：

1. F (x0, y0) = 0

2. 在 (x0, y0)的邻域内连续且连续可偏导。

3. Fy(x0, y0) ̸= 0

那么在 (x0, y0)的邻域内可以由函数方程

F (x, y) = 0

唯一确定隐函数

y = f(x), x ∈ Br(x0)

且成立：

1. F (x, f(x)) = 0

2. y0 = f(x0)

3. f(x)在 Br(x0)上连续。

4. f(x)在 Br(x0)上连续可导，且
dy

dx
= −Fx(x, y)

Fy(x, y)

12.5 无条件极值

定理 12.5.1 (Fermat引理)

♡

对于区域 Ω ⊂ R2 上的二元函数 f(x, y)，如果 (x0, y0)为 f(x, y)的极值点，且 f(x, y)在 (x0, y0)处可偏

导，那么

fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0

定理 12.5.2
对于区域 Ω ⊂ R2 上的二元函数 f(x, y)，如果 f(x, y)在 (x0, y0)邻域内存在二阶连续偏导数，且

fx(x0, y0) = fy(x0, y0) = 0

并记

H =

(
fxx(x0, y0) fxy(x0, y0)

fxy(x0, y0) fyy(x0, y0)

)

74



12.6 条件极值

♡

那么

1. 若 H 为正定矩阵，则 (x0, y0)为极小值点。

2. 若 H 为负定矩阵，则 (x0, y0)为极大值点。

3. 否则，(x0, y0)不为极值点。

12.6 条件极值

定理 12.6.1 (Lagrange乘数法)

♡

求目标函数 f(x, y, z)在约束条件 A(x, y, z) = 0

B(x, y, z) = 0

下的极值，且 f,A,B 具有连续偏导数，且 Jacobi矩阵

J =

(
Ax Ay Az

Bx By Bz

)
在满足约束条件的点处是满秩的。构造 Lagrange函数

L(x, y, z, λ, µ) = f(x, y, z)− λA(x, y, z)− µB(x, y, z)

那么条件极值点就在方程组 

Lx = fx − λAx − µAx = 0

Ly = fy − λAy − µAy = 0

Lz = fz − λAz − µAz = 0

Lλ = −A(x, y, z) = 0

Lµ = −B(x, y, z) = 0

的解空间内。
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第十三章 重积分

13.1 有界闭区域上的重积分

定义 13.1.1 (二重积分)

♣

对于零边界闭区域 Ω ⊂ R2，函数 z = f(x, y)在 Ω上有界。作划分

∆ : ∆Ω1, · · · ,∆Ωn

记

|∆| = max
1≤k≤n

sup
x,y∈Ωk

|x− y|

且 ∆σk 为 ∆Ωk 的面积。在每个 Ωk 上任取一点 (ξk, ηk)，若当 |∆| → 0时，和式
n∑

k=1

f(ξk, ηk)∆σk

存在极限，且与区域的划分与点 (ξk, ηk)的取法无关，则称 f(x, y)在 Ω上可积，并称次极限为 f(x, y)在

Ω上的二重积分，记为 ∫∫
Ω

f(x, y)dσ = lim
|∆|→0

n∑
k=1

f(ξk, ηk)∆σk

定义 13.1.2

♣dσ = dxdy, dV = dxdydz

13.2 重积分的性质与计算

命题 13.2.1 (重积分的性质)

♠

1. 线性性： ∫
Ω

λf + µg = λ

∫
Ω

f + µ

∫
Ω

g

2. 区域可加性： ∫
Ω

f =

∫
Ω1

f +

∫
Ω2

f

3. 保序性：若 f ≤ g，则 ∫
Ω

f ≤
∫
Ω

g

4. 绝对可积性，可积则绝对可积，且 ∣∣∣∣∫
Ω

f

∣∣∣∣ ≤ ∫
Ω

|f |

5. 乘积性：若 f, g可积，则 fg可积。

6. 积分中值定理：如果 f, g在 Ω上可积，且 g在 Ω上不变号，那么存在 µ ∈ [m,M ]，使得成立∫
Ω

fg = µ

∫
Ω

g

其中m,M 分别为 f 在 Ω上的上下确界。



13.3 重积分的变量代换

定理 13.2.1 (累次积分)

♡

如果二元函数 f(x, y)在 Ω = [a, b]× [c, d]上可积，且对于任意 x ∈ [a, b]存在积分∫ d

c

f(x, y)dy

那么 ∫∫
Ω

f(x, y)dxdy =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

13.3 重积分的变量代换

定理 13.3.1 (二重积分变量代换公式)

♡

设 U 为 u− v平面上的开集，V 为 x− y平面上的开集，映射

T : x = x(u, v), y = (u, v)

为 U 到 V 的双射。进一步假设 x = x(u, v)与 y = y(u, v)连续可偏导，且 ∂(x,y)
∂(u,v) ̸= 0，那么对于边界分段

光滑闭区域 Ω ⊂ U，如果二元函数 f(x, y)在 T (Ω)上连续，那么∫∫
T (Ω)

f(x, y)dxdy =

∫∫
Ω

f(x(u, v), y(u, v))

∣∣∣∣∂(x, y)∂(u, v)

∣∣∣∣ dudv

命题 13.3.1 (经典变量代换)
1. 极坐标变换： x = ρ cos θ

y = ρ sin θ
θ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0,+∞),

∂(x, y)

∂(ρ, θ)
= ρ

2. 广义极坐标变换：x = aρ cos θ

y = bρ sin θ
θ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0,+∞),

∂(x, y)

∂(ρ, θ)
= abρ

3. 柱面坐标变换：
x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

z = h

θ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0,+∞), h ∈ R,
∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, h)
= ρ

4. 广义柱面坐标变换：
x = aρ cos θ

y = bρ sin θ

z = ch

θ ∈ [0, 2π], ρ ∈ [0,+∞), h ∈ R,
∂(x, y, z)

∂(ρ, θ, h)
= abcρ

5. 球面坐标变换：
x = ρ sinφ cos θ

y = ρ sinφ sin θ

z = ρ cosφ

ρ ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π],
∂(x, y, z)

∂(ρ, φ, θ)
= ρ2 sinφ
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13.4 反常重积分

♠

6. 广义球面坐标变换：
x = aρ sinφ cos θ

y = bρ sinφ sin θ

z = cρ cosφ

ρ ∈ [0,+∞), θ ∈ [0, 2π], φ ∈ [0, π],
∂(x, y, z)

∂(ρ, φ, θ)
= abcρ2 sinφ

13.4 反常重积分

定理 13.4.1

♡

如果 Ω ⊂ R2 为边界分段光滑的无界区域，那么

f 在Ω上可积 ⇐⇒ |f |在Ω上可积

定理 13.4.2 (Cauchy判别法)

♡

1. 如果存在 M > 0 与 p > 2，使得在区域 Ω 上成立 |f(x, y)| ≤ M

(x2 + y2)p/2
，那么反常重积分∫∫

Ω

f(x, y)dxdy收敛。

2. 如果存在 M > 0 与 p ≤ 2，使得在区域 Ω 上成立 |f(x, y)| ≥ M

(x2 + y2)p/2
，那么反常重积分∫∫

Ω

f(x, y)dxdy发散。

13.5 外微分形式

13.5.1 Grassmann代数

设 V 为 R上的 n维向量空间，其基为 e1, · · · , en，形式的作如下元素

ei, 1 ≤ i ≤ n

ei ∧ ej , 1 ≤ i < j ≤ n

ei ∧ ej ∧ ek, 1 ≤ i < j < k ≤ n

· · ·

e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en

连同 R中的单位元 1，共有

1 + C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n = 2n

个元素。用此 2n 个元素作基，作 Rn 上的 2n 维向量空间 G(V )。其中以 Cp
n 个元素

ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eip , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n

为基的 R上的向量空间记为 V p，这是 G(V )的子空间，其中的元素称为 G(V )的 p次齐次元素，可表示为∑
1≤i1<i2<···<ip≤n

ai1,··· ,ipei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eip , ai1,··· ,ip ∈ R
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13.5 外微分形式

为方便起见，将 R记作 V 0，将 V 记作 V 1，于是 G(V )中的任意元素 w可唯一表示为

w = w0 +w1 + · · ·+wn, wk ∈ V p, 1 ≤ k ≤ n

于是

G(V ) = V 0 ⊕ V 1 ⊕ · · · ⊕ V n

注意到

V n ∼= R

定义 13.5.1 (Grassmann代数)

♣

定义 G(V )上的外乘 ∧，使得满足

ei ∧ ej = −ej ∧ ei

(ei1 ∧ · · · ∧ eip) ∧ (ej1 ∧ · · · ∧ ejq ) = ei1 ∧ · · · ∧ eip ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejq

(x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)

(λx) ∧ y = λ(x ∧ y)

x ∧ (λy) = λ(x ∧ y)

x ∧ (y + z) = x ∧ y + x ∧ z

(x+ y) ∧ z = x ∧ z + y ∧ z

定理 13.5.1

♡

1. 对于任意 x ∈ V 1，成立

x ∧ x = 0

2. 对于 x ∈ V p 与 x ∈ V q，成立

x ∧ y = (−1)pqy ∧ x

3. 对于 x1, · · · ,xm ∈ V 1，将其表示为
x1

...
xm

 =


a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn



e1
...
en


那么

x1 ∧ · · · ∧ xm =
∑

1≤i1<···<im≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,i1 · · · a1,im

...
. . .

...
am,i1 · · · am,im

∣∣∣∣∣∣∣∣ ei1 ∧ · · · ∧ eim

13.5.2 外微分形式

在上一小节中，如果把向量空间 V 的系数域 R换成交换环K，那么 V 称为环K 上的模。类似于上一小节，

从环K 的模 V 可作模 G(V )，且可类似引入外乘。

设K 为开集 U ⊂ Rn 上全体 C∞-函数所构成的环，再设 Rn 中坐标为 (x1, · · · , xn)，系数为 U 上的 C∞-函
数环，以 (dx1, · · · , dxn)为基的模为 V，然后作K 上的模

G(V ) = V 0 ⊕ · · · ⊕ V n

其中

V 0 = K ∼= V n, V 1 = V
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13.5 外微分形式

V p 中元素可表示为

ωp =
∑

1≤i1<···<ip

ai1,··· ,ip(x
1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

其中 1 ≤ p ≤ n，称之为 U 上的 p次外形式。特别的，V 1 = V 中的元素可表示为

ω1 =

n∑
i=1

ai(x
1, · · · , xn)dxi

称之为 U 上的 1次外形式，又称为 Pfaff形式。
每一个 Pfaff形式

ω1 =

n∑
i=1

aidx
i = a1dx

1 + · · ·+ andx
n

对应向量 a = (a1, · · · , an)。称一组 Pfaff形式为线性无关的，如果其对应的向量在 U 中每一点均为线性无关的。

例题 13.1对于 n = 1，如果 R中的坐标为 x，那么

1. 0次形式为 ω0 = f(x)。

2. 1次形式为 ω1 = φ(x)dx。

例题 13.2对于 n = 2，如果 R2 中的坐标为 (x, y)，那么

1. 0次形式为 ω0 = f(x, y)。

2. 1次形式为 ω1 = P (x, y)dx+Q(x, y)dy。

3. 2次形式为 ω2 = φ(x, y)dx ∧ dy。

例题 13.3对于 n = 3，如果 R3 中的坐标为 (x, y, z)，那么

1. 0次形式为 ω0 = f(x, y, z)。

2. 1次形式为 ω1 = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz。

3. 2次形式为 ω2 = P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy。

4. 3次形式为 ω3 = φ(x, y)dx ∧ dy ∧ dz。

在外形式模 G(V )中引入微分运算，称为外微分，称模 G(V )的元素为 U 上的外微分形式，V p的元素称为

p次外微分形式，简称为 p-形式。

定义 13.5.2 (外微分)
外微分为映射

d : V p → V p+1

对于 ωp ∈ V p

ωp =
∑

1≤i1<···<ip

ai1,··· ,ip(x
1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

定义

dωp =
∑

1≤i1<···<ip

dai1,··· ,ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
∑

1≤i1<···<ip

n∑
i=1

∂ai1,··· ,ip
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

延拓为映射

d : G(V ) → G(V )

对于 ω ∈ G(V )

ω = ω0 + · · ·+ ωn, ωp ∈ V p, 0 ≤ p ≤ n
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13.5 外微分形式

♣

定义

dω = dω0 + · · ·+ dωn

例题 13.4对于 n = 1，如果 R中的坐标为 x，那么

1. 0次形式 ω0 = f(x)的外微分为

dω0 = f ′(x)dx

2. 1次形式 ω1 = φ(x)dx的外微分为

dω1 = φ′(x)dx ∧ dx = 0

例题 13.5对于 n = 2，如果 R2 中的坐标为 (x, y)，那么

1. 0次形式 ω0 = f(x, y)的外微分为

dω0 = fxdx+ fydy

2. 1次形式 ω1 = P (x, y)dx+Q(x, y)dy的外微分为

dω1 = (Pxdx+ Pydy) ∧ dx+ (Qxdx+Qydy) ∧ dy = (Qx − Py)dx ∧ y

3. 2次形式 ω2 = φ(x, y)dx ∧ dy的外微分为

dω2 = (φxdx+ φydy) ∧ dx ∧ dy = 0

例题 13.6对于 n = 3，如果 R3 中的坐标为 (x, y, z)，那么

1. 0次形式 ω0 = f(x, y, z)的外微分为

dω0 = fxdx+ fydy + fzdz

2. 1次形式 ω1 = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz的外微分为

dω1 = (Pxdx+ Pydy + Pzdz) ∧ x+ (Qxdx+Qydy +Qzdz) ∧ y + (Rxdx+Rydy +Rzdz) ∧ z

= (Ry −Qz)dy ∧ dz + (Pz −Rx)dz ∧ dx+ (Qx − Py)dx ∧ dy

3. 2次形式 ω2 = P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy的外微分为

dω2 = (Pxdx+ Pydy + Pzdz)dy ∧ dz + (Qxdx+Qydy +Qzdz)dz ∧ dx+ (Rxdx+Rydy +Rzdz)dx ∧ dy

= (Px +Qy +Rz)dx ∧ dy ∧ dz

4. 3次形式 ω3 = φ(x, y)dx ∧ dy ∧ dz的外微分为

dω3 = (φxdx+ φydy + φzdz) ∧ dx ∧ dy ∧ dz = 0

定理 13.5.2 (Stokes公式)

♡

对于 p维区域 Ω ⊂ Rn，∂Ω存在诱导定向，如果 ω为 Ω上的 (p− 1)-形式，那么∫
∂Ω

ω =

∫
Ω

dω
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第十四章 曲线积分与曲面积分

14.1 第一类曲线积分与第一类曲面积分

14.1.1 第一类曲线积分
�
笔记第一类曲线积分的物理意义：求曲线质量。

定义 14.1.1 (第一类曲线微分)

♣

对于光滑曲线 r，定义第一类曲线微分为

ds =
√
r′ · r′dt =

√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2dt

定理 14.1.1 (第一类曲线积分)

♡

对于光滑曲线

L :


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

a ≤ t ≤ b

定义连续函数 f : R3 → R在 L 上的第一类曲线积分为∫
L

f(x, y, z)ds =

∫ b

a

f(x(t), y(t), z(t))
√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2dt

推论 14.1.1

♡

对于光滑曲线

L :

F (x, y, z) = 0

G(x, y, z) = 0
a ≤ x ≤ b

连续函数 f : R3 → R在 L 上的第一类曲线积分为∫
L

f(x, y, z)ds =

∫ b

a

f(x, y, z)
∂(F,G)
∂(y,z)

√(
∂(F,G)

∂(x, y)

)2

+

(
∂(F,G)

∂(y, z)

)2

+

(
∂(F,G)

∂(z, x)

)2

dx

14.1.2 第一类曲面积分
�
笔记第一类曲面积分的物理意义：求曲面质量。

定义 14.1.2 (第一类基本量)

♣

定义光滑曲面 r的第一类基本量为

E = ru · ru = x2
u + y2u + z2u

F = ru · rv = xuxv + yuyv + zuzv

G = rv · rv = x2
v + y2v + z2v



14.2 第二类曲线积分与第二类曲面积分

定义 14.1.3 (第一类曲面微分)

♣

对于光滑曲面 r，定义第一类曲面微分为

dS =
√
EG− F 2dudv

定理 14.1.2 (第一类曲面积分)

♡

对于光滑曲面

Σ :


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

(u, v) ∈ D

定义连续函数 f : R3 → R在 Σ上的第一类曲面积分为∫∫
Σ

f(x, y, z)dS =

∫∫
D

f(x(u, v), y(u, v), z(u, v))
√

EG− F 2dudv

推论 14.1.2 (第一类曲面积分)

♡

对于光滑曲面

Σ : z = z(x, y), (x, y) ∈ D

连续函数 f : R3 → R在 Σ上的第一类曲面积分为∫∫
Σ

f(x, y, z)dS =

∫∫
D

f(x, y, z(x, y))
√

1 + z2x(x, y) + z2y(x, y)dxdy

14.2 第二类曲线积分与第二类曲面积分

14.2.1 第二类曲线积分
�
笔记第二类曲线积分的物理意义：求沿曲线做功。

定义 14.2.1 (第二类曲线微分)

♣

对于光滑曲线 r，单位切向量为

τ =
r′

|r′|
=

(x′, y′, z′)√
(x′)2 + (y′)2 + (z′)2

定义第二类曲线微分为

ds = τds = (x′, y′, z′)dt = (dx, dy, dz)

定理 14.2.1 (第二类曲线积分)
对于光滑曲线

L :


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

, a ≤ t ≤ b
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14.3 Green公式、Gauss公式与 Stokes公式

♡

定义连续函数 F = (P,Q,R) : R3 → R3 在 L 上的第二类曲线积分为∫
L

F · ds

=

∫
L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz

=

∫ b

a

(P (x(t), y(t), z(t))x′(t) +Q(x(t), y(t), z(t))y′(t) +R(x(t), y(t), z(t))z′(t)) dt

14.2.2 第二类曲面积分
�
笔记第二类曲面积分的物理意义：求通过曲面的流量。

定义 14.2.2 (第二类曲面微分)

♣

对于光滑曲面 r ，单位法向量为

n =
ru × rv
|ru × rv|

=

(
∂(y,z)
∂(u,v) ,

∂(z,x)
∂(u,v) ,

∂(x,y)
∂(u,v)

)
√
EG− F 2

定义第二类曲面微分为

dS = ndS =

(
∂(y, z)

∂(u, v)
,
∂(z, x)

∂(u, v)
,
∂(x, y)

∂(u, v)

)
dudv = (dydz, dzdx, dxdy)

定理 14.2.2 (第二类曲面积分)

♡

对于光滑曲面

Σ :


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, v)

, (u, v) ∈ D

定义连续函数 F = (P,Q,R) : R3 → R3 在 Σ 上的第二类曲面积分为∫∫
Σ

F · dS

=

∫∫
Σ

P (x, y, z)dydz + Q(x, y, z)dzdx + R(x, y, z)dxdy

=

∫∫
D

(
P (x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∂(y, z)

∂(u, v)
+ Q(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∂(z, x)

∂(u, v)
+ R(x(u, v), y(u, v), z(u, v))

∂(x, y)

∂(u, v)

)
dudv

14.3 Green公式、Gauss公式与 Stokes公式

14.3.1 Grenn公式

定义 14.3.1 (简单闭曲线)

♣

称曲线

r(t) = (x(t), y(t), z(t)), a ≤ t ≤ b

为简单闭曲线，如果 r(a) = r = (b)，且对于任意 t, s ∈ (a, b)，成立

r(t) = r(s) =⇒ t = s
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14.4 场论

定义 14.3.2 (单连通区域)

♣称一个区域为单连通区域，如果其中任何一条封闭曲线所围成的点集仍属于该区域。

定理 14.3.1 (Green公式)

♡

对于光滑或分段光滑的简单闭曲线所围的单连通闭区域 D ⊂ R2。如果函数 P (x, y)与 Q(x, y)在 D上连

续可偏导，那么 ∫
∂D

Pdx+Qdy =

∫∫
D

(Qx − Py) dxdy

定理 14.3.2 (Green定理)

♡

对于单连通区域 D ⊂ R2，如果函数 P (x, y)与 Q(x, y)在 D上连续可偏导，那么如下命题等价。

1. 对于 D内任意光滑或分段光滑闭曲线 L，成立∫
L

Pdx+Qdy = 0

2. 曲线积分
∫
L

Pdx+Qdy与路径无关。

3. Pdx+Qdy在 D上存在原函数。

4. 在 D内成立 Py = Qx。

14.3.2 Gauss公式

定义 14.3.3 (二维单连通区域)

♣空间中称一个区域为二维单连通区域，如果其中任何一张封闭曲面所围成的点集仍属于该区域

定理 14.3.3 (Gauss公式)

♡

对于由光滑或分片光滑的封闭曲面所围成的二维单连通闭区域 Ω ⊂ R3，如果 P (x, y, z), Q(x, y, z) 与

R(x, y, z)在 Ω上连续可偏导，那么∫∫
∂Ω

Pdydz +Qdzdx+Rdxdy =

∫∫∫
Ω

(Px +Qy +Rz) dxdydz

14.3.3 Stokes公式

定理 14.3.4 (Stokes公式)

♡

对于由分段光滑曲线围称的光滑曲面 Σ，如果 P (x, y, z), Q(x, y, z)与 R(x, y, z)在 Ω上连续可偏导，那么

∫
∂Σ

Pdx+Qdy +Rdz =

∫∫
Σ

∣∣∣∣∣∣∣∣
dydz dzdx dxdy

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

P Q R

∣∣∣∣∣∣∣∣
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14.4 场论

14.4 场论

定义 14.4.1 (场)

♣
称 (Ω, r)为场，如果 Ω ⊂ R3 为区域，r : Ω → R3 为映射。

14.4.1 梯度

定义 14.4.2 (梯度)

♣

对于区域 Ω ⊂ R3，定义连续可偏导函数 f : Ω → R的梯度为

∇f =

(
∂f

∂x
,
∂f

∂y
,
∂f

∂z

)

定义 14.4.3 (方向导数)

♣

区域 Ω ⊂ R3 上的连续可偏导函数 f 关于方向 v的方向导数为

∂f

∂v
= ∇f · v

定理 14.4.1

♡沿 ∇f，函数值增加最快；沿 −∇f，函数值减少最快。

14.4.2 通量与散度

定义 14.4.4 (通量)

♣

对于区域 Ω ⊂ R3，定义连续可偏导函数 F = (P,Q,R) : Ω → R3 通过定向曲面 Σ的通量为∫∫
Σ

F · dS =

∫∫
Σ

P (x, y, z)dydz +Q(x, y, z)dzx+R(x, y, z)dxdy

定义 14.4.5 (散度)

♣

对于区域 Ω ⊂ R3，定义连续可偏导函数 F = (P,Q,R) : Ω → R3 的散度为

∇ · F =
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

14.4.3 环量与旋度

定义 14.4.6 (环量)

♣

对于区域 Ω ⊂ R3，定义连续可偏导函数 F = (P,Q,R) : Ω → R3 通过定向曲线 L的环量为∫
L

F · ds =

∫
L

P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz
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14.4 场论

定义 14.4.7 (旋度)

♣

对于区域 Ω ⊂ R3，定义连续可偏导函数 F = (P,Q,R) : Ω → R3 的旋度为

∇× F =

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z
,
∂P

∂z
− ∂R

∂x
,
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)

14.4.4 Hamilton算子

定义 14.4.8 (Hamilton算子)

♣
∇ =

(
∂

∂x
,
∂

∂y
,
∂

∂z

)

定义 14.4.9 (Laplace算子)

♣
∆ = ∇ · ∇ =

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

定理 14.4.2 (Green第一公式)

♡

∫∫∫
Ω

(∇f · ∇g + f∇ · ∇g)dV =

∫∫
∂Ω

f
∇g · ∇g

|∇g|
dS

定理 14.4.3 (Green第二公式)

♡

∫∫∫
Ω

(f∆g − g∆f)dV =

∫∫
∂Ω

(
f
∇g · ∇g

|∇g|
− g

∇f · ∇f

|∇f |

)
dS

定理 14.4.4 (Gauss公式)

♡

∫∫∫
Ω

∇ · FdV =

∫∫
∂Ω

F · dS

定理 14.4.5 (Stokes公式)

♡

∫∫
Σ

∇× F · dS =

∫
∂Σ

F · ds

定理 14.4.6 (分部积分公式)

♡

∫∫∫
Ω

f∇ · vdV =

∫∫
∂Ω

fv · dS −
∫∫∫
Ω

∇f · vdV

87



第十五章 含参变量积分

15.1 含参变量常义积分

定义 15.1.1 (含参变量常义积分)

♣

对于 [a, b]× [c, d]上的连续函数 f(x, y)，定义含参变量常义积为

I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx, c ≤ y ≤ d

命题 15.1.1 (含参变量常义积分的性质)

♠

1. 连续性定理：如果 f(x, y)为 [a, b]× [c, d]上的连续函数，那么

I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx, c ≤ y ≤ d

为 [c, d]上的连续函数。

2. 积分次序交换定理：如果 f(x, y)为 [a, b]× [c, d]上的连续函数，那么∫ d

c

dy

∫ b

a

f(x, y)dx =

∫ b

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

3. 如果 f(x, y)与 fy(x, y)为 [a, b]× [c, d]上的连续函数，那么

I(y) =

∫ b

a

f(x, y)dx, c ≤ y ≤ d

在 [c, d]上可导，且
dI(y)

dy
=

∫ b

a

fy(x, y)dx

15.2 含参变量反常积分

15.2.1 含参变量反常积分定义

定义 15.2.1 (一致收敛)
1. 无穷区间上的含参变量反常积分：设定义在 [a,+∞) × [c, d] 上的二元函数 f(x, y) 满足对于任意

y ∈ [c, d]，反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx存在。若对于任意给定的 ε > 0，存在仅与 ε有关的 A0 > a，使

得当 A > A0 时，对任意 y ∈ [c, d]，成立∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

则称积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

2. 无界函数的含参变量反常积分：设定义在 [a, b]× [c, d]上的二元函数 f(x, y)满足对于任意 y ∈ [c, d]，

以 b为奇点的反常积分

∫ b

a

f(x, y)dx存在。若对于任意给定的 ε > 0，存在仅与 ε有关的 δ，使得当

0 < ξ < δ时，对任意 y ∈ [c, d]，成立 ∣∣∣∣∣
∫ b

b−ξ

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε



15.2 含参变量反常积分

♣
则称积分

∫ b

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

定理 15.2.1

♡

以下命题等价。

1. 对于任意给定的 ε > 0，存在仅与 ε有关的 A0 > a，使得当 A > A0 时，对任意 y ∈ [c, d]，成立∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx

∣∣∣∣ < ε

2. Cauchy收敛原理：对于任意给定的 ε > 0，存在仅与 ε有关的 A0 > a，使得当 A′, A > A0时，对任

意 y ∈ [c, d]，成立 ∣∣∣∣∣
∫ A′

A

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < ε

3. 区间收敛原理：

lim
A→+∞

sup
y∈[c,d]

∣∣∣∣∫ +∞

A

f(x, y)dx

∣∣∣∣ = 0

15.2.2 含参变量反常积分判别法

定理 15.2.2 (Weierstrass判别法)

♡

若存在函数 F (x) ，使得成立
1.

|f(x, y)| ≤ F (x), a ≤ x < +∞, c ≤ y ≤ d

2. 反常积分
∫ +∞

a

F (x)dx收敛。

则含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

定理 15.2.3 (Abel判别法)

♡

若函数 f(x, y)和 g(x, y)成立

1. 含参变量反常积分
∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

2. g(x, y)关于 x单调。

3. g(x, y)一致有界，即存在 L，使得对于 a ≤ x < +∞, c ≤ y ≤ d，成立 |g(x, y)| < L

则含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)g(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

定理 15.2.4 (Dirichlet判别法)
若函数 f(x, y)和 g(x, y)成立

1. 含参变量积分
∫ A

a

f(x, y)dx一致有界，即存在K，使得对于 a ≤ A < +∞, c ≤ y ≤ d，成立∣∣∣∣∣
∫ A

a

f(x, y)dx

∣∣∣∣∣ < K

2. g(x, y)关于 x单调。

3. 当 x → +∞时，g(x, y)关于 y ∈ [c, d]一致趋于零，即对于任意给定的 ε > 0，存在仅与 ε有关的
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15.2 含参变量反常积分

♡

A0 > a，使得当 x > A0 时，对任意 y ∈ [c, d]，成立 |g(x, y)| < ε

则含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)g(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

定理 15.2.5 (Dini定理)

♡

对于 [a,+∞) × [c, d]上连续不变号函数 f(x, y)，如果含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx在 [c, d]上连续，

那么含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]为一致收敛。

15.2.3 含参变量反常积分性质

定理 15.2.6 (连续性定理)

♡

对于 [a,+∞)× [c, d]上的二元函数 f(x, y)，如果

1. f(x, y)在 [a,+∞)× [c, d]上连续。

2. 含参变量反常积分
∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]一致收敛。

那么含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx在 y ∈ [c, d]上连续，即对于 y0 ∈ [c, d]，成立

lim
y→y0

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

lim
y→y0

f(x, y)dx

定理 15.2.7 (积分次序交换定理)

♡

1. 对于 [a,+∞)× [c, d]上的二元函数 f(x, y)，如果

(a). f(x, y)在 [a,+∞)× [c, d]上连续。

(b). 含参变量反常积分
∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]一致收敛。

那么 ∫ d

c

dy

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

dx

∫ d

c

f(x, y)dy

2. 对于 [a,+∞)× [b,+∞)上的二元函数 f(x, y)，如果

(a). f(x, y)在 [a,+∞)× [b,+∞)上连续。

(b). 含参变量反常积分
∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [b,+∞)内闭一致收敛。

(c). 含参变量反常积分
∫ +∞

b

f(x, y)dy关于 x ∈ [a,+∞)内闭一致收敛。

(d). 或
∫ +∞

b

dy

∫ +∞

a

|f(x, y)|dx收敛，或
∫ +∞

a

dx

∫ +∞

b

|f(x, y)|dy收敛。

那么 ∫ +∞

b

dy

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

dx

∫ +∞

b

f(x, y)dy

定理 15.2.8 (积分号下求导定理)
对于 [a,+∞)× [c, d]上的二元函数 f(x, y)，如果

1. f(x, y)在 [a,+∞)× [c, d]上连续。

2. f(x, y)在 [a,+∞)× [c, d]关于 y可偏导。
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15.3 Euler积分

♡

3. fy(x, y)在 [a,+∞)× [c, d]上连续。

4. 含参变量反常积分
∫ +∞

a

f(x, y)dx关于 y ∈ [c, d] 一致收敛。

5. 含参变量反常积分
∫ +∞

a

fy(x, y)dx关于 y ∈ [c, d]一致收敛。

那么含参变量反常积分

∫ +∞

a

f(x, y)dx在 [c, d]上可导，且

d

dy

∫ +∞

a

f(x, y)dx =

∫ +∞

a

∂

∂y
f(x, y)dx

15.3 Euler积分

15.3.1 Beta函数

定义 15.3.1 (Beta函数)

♣
B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx, (p, q) ∈ (0,+∞)× (0,+∞)

定理 15.3.1

♡

1. 特殊值：
B(1, 1) = 1, B(1/2, 1/2) = π

2. 连续性：B(p, q)在 (0,+∞)× (0,+∞)上连续。

3. 对称性：B(p, q) = B(q, p)

4. 一致收敛性：B(p, q)在 (0,+∞)× (0,+∞)中内闭一致收敛。

5. 连续性：B(p, q)在 (0,+∞)× (0,+∞)内连续。

6. 可微性：B(p, q)在 (0,+∞)× (0,+∞)内无穷阶可微。

7. 递推公式：

B(p, q + 1) =
q

p+ q
B(p, q), (p, q) ∈ (0,+∞)× (0,+∞)

B(p+ 1, q) =
p

p+ q
B(p, q), (p, q) ∈ (0,+∞)× (0,+∞)

B(p+ 1, q + 1) =
pq

(p+ q + 1)(p+ q)
B(p, q), (p, q) ∈ (0,+∞)× (0,+∞)

B(m,n) =
(m− 1)!(n− 1)!

(m+ n− 1)!
, m, n ∈ N∗

8. 代换表示：

B(p, q) = 2

∫ 2π

0

cos2p−1 θ sin2q−1 θdθ, (p, q) ∈ (0,+∞)× (0,+∞)

B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1 + xq−1

(1 + x)p+q
dx, (p, q) ∈ (0,+∞)× (0,+∞)

9. 余元公式：
B(p, 1− p) =

π

sinπp
, p ∈ (0, 1)
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15.3 Euler积分

15.3.2 Gamma函数

定义 15.3.2 (Gamma函数)

♣
Γ(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−xdx, s ∈ (0,+∞)

定理 15.3.2

♡

1. 特殊值：
Γ(1) = 1, Γ(1/2) =

√
π

2. 一致收敛性：Γ(s)在 (0,+∞)中内闭一致收敛。

3. 连续性：Γ(s)在 (0,+∞)内连续。

4. 可导性：Γ(s)在 (0,+∞)内无穷阶可导，且

Γ(n)(s) =

∫ +∞

0

xs−1e−x lnn xdx, s ∈ (0,+∞)

5. 递推公式：

Γ(s+ 1) = sΓ(s), s ∈ (0,+∞)

Γ(n+ 1) = n!, n ∈ N∗

Γ(n+ 1/2) =
(2n− 1)!!

2n
√
π, n ∈ N∗

6. 代换表示：

Γ(s) = 2

∫ +∞

0

x2s−1e−x2

dx, s ∈ (0,+∞)

Γ(s) = as
∫ +∞

0

xs−1e−axdx, s ∈ (0,+∞), a ∈ (0,+∞)

Γ(s) =

∫ 1

0

(− lnx)s−1dx, s ∈ (0,+∞)

7. 定义域的延拓：利用 Γ(s) = Γ(s+ 1)/s，将其定义域延拓至 R \ −N∗

8. 余元公式：
Γ(s)Γ(1− s) =

π

sinπs
, s ∈ (0, 1)

9. 倍元公式/Legendre公式：

Γ(s)Γ(s+ 1/2) =

√
π

22s−1
Γ(2s), s ∈ (0,+∞)

10. Stirling公式：

Γ(s+ 1) =
√
2πs

(s
e

)s
e

θs
12s ,

s

1 + s
< θs < 1, s ∈ (0,+∞)

11. n次三角函数的积分： ∫ π
2

0

sinn xdx =

∫ π
2

0

cosn xdx =

√
π

2

Γ
(
n+1
2

)
Γ
(
n+2
2

)
12. Dirichlet公式：

B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)

13. n维单位球的体积：

Vn =
π

n
2

Γ
(
n
2 + 1

)
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第十六章 Fourier级数

16.1 Fourier级数展开

定理 16.1.1 (三角函数的正交性)

♡

∫ π

−π

cosnxdx =

2π, n = 0

0, n ∈ Z \ {0}∫ π

−π

sinnxdx = 0, n ∈ Z

∫ π

−π

cosmx cosnxdx =


2π, m = n = 0

π, m = n且m,n ∈ N∗

0, m ̸= n且m,n ∈ N∗

∫ π

−π

sinmx sinnxdx =


0, m = n = 0

π, m = n且m,n ∈ N∗

0, m ̸= n且m,n ∈ N∗∫ π

−π

cosmx sinnxdx = 0, m, n ∈ N

定理 16.1.2 (Fourier级数)

♡

[−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

其中

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

定理 16.1.3 (余弦级数)

♡

[−π, π]上的可积或绝对可积的偶函数 f(x)存在余弦级数

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx

其中

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnxdx

定理 16.1.4 (正弦级数)

♡

[−π, π]上的可积或绝对可积的奇函数 f(x)存在正弦级数

f(x) ∼
∞∑

n=1

bn sinnx

其中

bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx



16.2 Fourier级数的收敛判别法

定理 16.1.5 (一般周期的 Fourier级数 Fourier级数)

♡

[−T, T ]上的可积或绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

T
x+ bn sin

nπ

T
x
)

其中

an =
1

T

∫ T

−T

f(x) cos
nπ

T
xdx, bn =

1

T

∫ T

−T

f(x) sin
nπ

T
xdx

定理 16.1.6 (一般区间的 Fourier级数)

♡

[0, a]上的可积或绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

2nπ

a
x+ bn sin

2nπ

a
x

)
其中

an =
2

a

∫ a

0

(
f(x) cos

2nπ

a
x

)
dx

bn =
2

a

∫ a

0

(
f(x) sin

2nπ

a
x

)
dx

定理 16.1.7 (一般区间的 Fourier级数)

♡

[a, b]上的可积或绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) ∼ a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

(
n

(
2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

))
+ bn sin

(
n

(
2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

)))
其中

an =
2

b− a

∫ b

a

(
f(x) cos

(
n

(
2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

)))
dx

bn =
2

b− a

∫ b

a

(
f(x) sin

(
n

(
2π

b− a
x− b+ a

b− a
π

)))
dx

16.2 Fourier级数的收敛判别法

定义 16.2.1 (Hölder条件)

♣

对于函数 f(x)的连续点或第一类不连续点 x0，称 f(x)在 x0 处成立指数 α的 Hölder条件，如果对任意
ε > 0，存在 L > 0，使得对于任意 0 < δ < ε，成立

|f(x0 + δ − f(x+
0 ))| < Lδα, |f(x0 − δ − f(x−

0 ))| < Lδα

定理 16.2.1 (Fourier级数的收敛判别法)

♡

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，如果成立如下命题之一，那么 f(x)的 Fourier级数在 x0 处

收敛于
f(x+

0 )+f(x−
0 )

2 。

1. Dirichlet-Jordan判别法：f(x)在 x0 点附近分段单调有界。

2. Dini-Lipschitz判别法：f(x)在 x0 处成立指数 α ∈ (0, 1]的 Hölder条件。
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16.3 Fourier级数的性质

推论 16.2.1

♡

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，如果 f(x)在 x0 处存在单侧导数 f ′
+(x0)与 f ′

−(x0)，或更进

一步，存在拟单侧导数 lim
h→0+

f(x0+h)−f(x+
0 )

h 与 lim
h→0+

f(x0−h)−f(x−
0 )

h ，那么 f(x)的 Fourier级数在 x0处收敛

于
f(x+

0 )+f(x−
0 )

2 。

16.3 Fourier级数的性质

16.3.1 Fourier级数的分析性质

命题 16.3.1

♠

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，其 Fourier系数成立

lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = 0

定理 16.3.1 (逐项积分定理)

♡

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，其 Fourier级数可逐项积分，换言之∫ x

−π

f(t)dt =

∫ x

−π

a0
2
dt+

∞∑
n=1

∫ x

−π

(an cosnt+ bn sinnt)dt, x ∈ [−π, π]

定理 16.3.2 (逐项微分定理)

♡

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，如果

1. f(−π) = f(π)

2. 除有限个点外 f(x)可导。

3. f ′(x)在 [−π, π]上可积或绝对可积。

那么 f(x)的 Fourier级数可逐项微分，换言之

f ′(x) ∼
∞∑

n=1

(−nan sinnt+ nbn cosnt)

推论 16.3.1

♡

如果
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

为于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)的 Fourier级数，那么级数
∞∑

n=1

bn
n
收敛。
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16.3 Fourier级数的性质

16.3.2 Fourier级数的逼近性质

定义 16.3.1 (最佳平方逼近)

♣

对于赋范空间 X，与子空间 Y ⊂ X，称 y ∈ Y 为 x ∈ X 的最佳平方逼近，如果成立

∥x− y∥ = min
z∈Y

∥x− z∥

定理 16.3.3 (Fourier级数的逼近性质)

♡

对于 L2[−π, π]，其范数定义为

∥f∥2 =
1

π

∫ π

−π

fg

记

Xn = span{cos kx, sin kx}nk=0 ⊂ L2[−π, π]

那么 f(x) ∈ L2[−π, π]在 Xn 中的最佳平方逼近为

Sn =
a0
2

+

n∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)

且逼近余项为

∥f − Sn∥2 =
1

π

∫ π

−π

f (x)dx−

(
a20
2

+

n∑
k=1

(a2k + b2k)

)

定理 16.3.4 (Bessel不等式)

♡

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，成立

a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n) ≤
1

π

∫ π

−π

f (x)dx

定理 16.3.5 (Parseval等式)

♡

对于 [−π, π]上的可积或绝对可积函数 f(x)，成立

a20
2

+

∞∑
n=1

(a2n + b2n) =
1

π

∫ π

−π

f (x)dx

定理 16.3.6 (依范数收敛)

♡
f(x) ∈ L2[−π, π]的 Fourier级数在 L2[−π, π]中依范数收敛于 f(x)。

定理 16.3.7 (Weierstrass第二逼近定理)

♡

对于周期为 2π的连续函数 f(x)，存在三角函数序列

φn ∈ span{cosnx, sinnx}∞n=0

使得 φn(x)一致收敛于 f(x)。
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16.4 Fourier变换和 Fourier积分

16.3.3 等周问题

定理 16.3.8 (等周定理)

♡平面上具有定长的所有简单闭曲线中，圆周所围的面积最大

16.4 Fourier变换和 Fourier积分

16.4.1 Fourier变换

定理 16.4.1 (Fourier级数的复数形式)

♡

对于周期为 2T 的函数 f(x)，其 Fourier级数为

a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

T
x+ bn sin

nπ

T
x
)

其中

an =
1

T

∫ T

−T

f(x) cos
nπ

T
xdx, bn =

1

T

∫ T

−T

f(x) sin
nπ

T
xdx

记

ωn =
nπ

T
, c0 = a0, cn = an − ibn, c−n = an + ibn

那么 f(x)的 Fourier级数的复数形式为
1

2

+∞∑
n=−∞

cne
iωnx

定义 16.4.1 (Fourier变换)

♣

定义函数 f(x)的 Fourier变换为

f̂(ω) =

∫ +∞

−∞
f(x)e−iωxdx, ω ∈ R

记作F [f ] = f̂。

定义 16.4.2 (Fourier逆变换)

♣

定义函数 f̂(ω)的 Fourier逆变换为

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
f̂(ω)eiωxdω, x ∈ R

记作F−1[f̂ ] = f。

定理 16.4.2 (Fourier变换的性质)
1. 线性性：

F [f + g] = F [f ] + F [g], F [λf ] = λF [f ]

F−1[f + g] = F−1[f ] + F−1[g], F−1[λf ] = λF−1[f ]

2. 位移性：
F [f(x+ x0)] = F [f ]eiωx0 , F−1[f̂(ω + ω0)] = F−1[f̂ ]e−iω0x
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16.4 Fourier变换和 Fourier积分

♡

3. 时间尺度性：
F [f(λx)] =

1

|λ|
f̂
(ω
λ

)
4. 频率尺度性：

F

[
1

λ
f
(x
λ

)]
= f̂(λω)

5. 微分性：
(a). 如果函数 f(x)在 R上连续可导，且 f(x)与 f ′(x)在 R上绝对可积，同时 lim lim

x→∞
f(x) = 0，

那么

F [f ′] = iωF [f ]

(b). 如果函数 f(x)与 xf(x)在 R上绝对可积，那么

(F [f ])′ = F [−ixf ]

6. 积分性：如果函数 f(x)与

∫ x

−∞
f(t)dt在 R上绝对可积，那么

F

[∫ x

−∞
f(t)dt

]
=

1

iω
F [f ]

16.4.2 卷积

定义 16.4.3 (卷积)

♣

对于 R上的函数 f(x)与 g(x)，如果存在积分∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t), x ∈ R

那么定义 f(x)与 g(x)的卷积为

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(t)g(x− t), x ∈ R

定理 16.4.3 (卷积的 Fourier变换)

♡

如果函数 f(x)与 g(x)在 R上绝对可积，那么

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g], F [f · g] = 1

2π
F [f ] ∗ F [g]

定理 16.4.4 (Parseval等式)

♡

如果函数 f(x)在 R上绝对可积，且反常积分
∫ +∞

−∞
f2(x)dx收敛，那么∫ +∞

−∞
f2(x)dx ==

1

2π

∫ +∞

−∞
f̂2(ω)dω
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16.4 Fourier变换和 Fourier积分

16.4.3 Fourier积分

定义 16.4.4 (Fourier积分)

♣
f(x) ∼ 1

2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dt

定理 16.4.5 (Fourier积分的收敛判别法)

♡

如果函数 f(x)在 R上绝对可积，且在 R上分段可导，那么
1

2π

∫ +∞

−∞
dω

∫ +∞

−∞
f(t)eiω(x−t)dt =

f(x+) + f(x−)

2
, x ∈ R
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附录 A 总结

A.1 实数完备性定理

Cauchy收敛原理

��

确界定理

��

致密性定理

hhQQQQQQQQQQQQ

��

闭区间套定理

66mmmmmmmmmmmmm

hhRRRRRRRRRRRRR

��

单调有界定理

66lllllllllllll
聚点定理

KK

有限覆盖定理

66mmmmmmmmmmmmm

定理 步骤 1 步骤 2 步骤 3

致密性定理 =⇒ Cauchy收敛原理 Cauchy序列有界 存在收敛子列 子列的极限为原数列极限

Cauchy收敛原理 =⇒ 闭区间套定理 闭区间套端点为 Cauchy序列 an 与 bn 存在极限

闭区间套定理 =⇒ 致密性原理 将数列的界区间迭代二分 每次选择无穷点所在区间

闭区间套定理 =⇒ 确界定理 选择上界 b1 与非上界 a1 将区间迭代二分 每个区间选择为左端点不为上界，右端点为上界

确界定理 =⇒ 单调有界定理 显然

单调有界定理 =⇒ 闭区间套定理 an, bn 均为单调有界数列

闭区间套定理 =⇒ 有限覆盖定理 反证：若 [a, b]的某开覆盖不存在子覆盖 将区间迭代二分 每次选择不存在子覆盖的区间

有限覆盖定理 =⇒ 聚点定理 反证：若不存在聚点 构造开覆盖 推出原点集为有限点集

致密性定理 =⇒ 聚点定理 从无穷有界点集中选择数列 存在收敛子列 收敛点即为聚点

聚点定理 =⇒ 致密性定理 有界数列作为无穷点集 聚点即为收敛点

A.2 Riemann函数与 Dirichlet函数

表 A.1: Riemann函数和 Dirichlet函数的性质
函数 表达式 周期性 连续性 可微性 Riemann可积性 Lebesgue可积性

Riemann函数 R(x) =


1/p, x = q/p, p ∈ N∗, q ∈ Z, (p, q) = 1

1, x = 0

0, x ∈ R \Q
以 1为最小正周期

lim
x→x0

R(x) = 0

以有理点为跳跃间断点

在无理点处连续

处处不可微

∫ 1

0

R(x) dx = 0

∫
R = 0

Dirichlet函数 D(x) =

{
1, x ∈ Q
0, x ∈ R \Q

以任意有理数为周期
不存在极限 lim

x→x0

D(x)

处处不连续
处处不可微 非 Riemann可积

∫
D = 0



A.3 中值定理

A.3 中值定理

表 A.2: 中值定理

名称 连续性 可导性 可积性 其他条件 存在性 使得成立

Rolle定理 f(x)在 [a, b]上连续 f(x)在 (a, b)上可导 f(a) = f(b) ∃ξ ∈ (a, b) f ′(ξ) = 0

Lagrange定理 f(x)在 [a, b]上连续 f(x)在 (a, b)上可导 ∃ξ ∈ (a, b) f ′(ξ) =
f(b)− f(a)

b− a

Cauchy定理 f(x)与 g(x)在 [a, b]上连续 f(x)与 g(x)在 (a, b)上可导 g′(x) ̸= 0 ∃ξ ∈ (a, b)
f ′(ξ)

g′(ξ)
=

f(b)− f(a)

g(b)− g(a)

积分第一中值定理 f(x)与 g(x)在 [a, b]上可积 g(x) ≥ 0或 g(x) ≤ 0 ∃η ∈ f([a, b])

∫ b

a

f(x)g(x) dx = η

∫ b

a

g(x) dx

积分第二中值定理 f(x)与 g(x)在 [a, b]上可积 g(x)单调 ∃ξ ∈ [a, b]

∫ b

a

f(x)g(x) dx = g(a)

∫ ξ

a

f(x) dx+ g(b)

∫ b

ξ

f(x) dx

A.4 Abel判别法与 Dirichlet判别法

表 A.3: Abel判别法

判别 单调性 有界性 收敛性 结论

数项级数的收敛性 {an}单调 {an}有界
∑

bn 收敛
∑

anbn 收敛

函数项级数的一致收敛性 ∀x, {an(x)}单调 {an(x)}一致有界
∑

bn(x)一致收敛
∑

an(x)bn(x)一致收敛

反常积分的收敛性 f(x)单调 f(x)有界

∫ ∞

0

g(x) dx收敛

∫ ∞

0

f(x)g(x) dx收敛

含参变量反常积分的一致收敛性 ∀y, f(x, y)单调 f(x, y)一致有界

∫ ∞

0

f(x, y) dx关于 y一致收敛

∫ ∞

0

f(x, y)g(x, y) dx关于 y一致收敛

表 A.4: Dirichlet判别法

判别 单调性 极限 有界性 结论

数项级数的收敛性 {an}单调 an → 0
n∑

k=1

bk 有界
∑

anbn 收敛

函数项级数的一致收敛性 ∀x, {an(x)}单调 an(x)
x
⇒ 0

n∑
k=1

bk(x)一致有界
∑

an(x)bn(x)一致收敛

反常积分的收敛性 f(x)单调 f(x) → 0

∫ x

0

g(t) dt有界

∫ ∞

0

f(x)g(x) dx收敛

含参变量反常积分的一致收敛性 ∀y, f(x, y)单调 f(x, y)
y

⇒ 0

∫ x

0

g(t, y) dt一致有界

∫ ∞

0

f(x, y)g(x, y) dx关于 y一致收敛
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A.5 Fourier级数

A.5 Fourier级数

A.5.1 三角函数的正交性

定理 A.5.1 (三角函数的正交性)

♡

∫
cosnxdx =

x, n = 0
sinnx

n
, n ̸= 0

∫
sinnxdx =

0, n = 0

−cosnx

n
, n ̸= 0

∫
cosmx cosnxdx =


x, m = n = 0
x

2
+

sin 2nx

4n
, |m| = |n| ̸= 0

sin(m− n)x

2(m− n)
+

sin(m+ n)x

2(m+ n)
, |m| ̸= |n|

∫
sinmx sinnxdx =



0, m = n = 0
x

2
− sin 2nx

4n
, m = n ̸= 0

−x

2
+

sin 2nx

4n
, m = −n ̸= 0

sin(m− n)x

2(m− n)
− sin(m+ n)x

2(m+ n)
, |m| ̸= |n|

∫
cosmx sinnxdx =


0, m = n = 0

−cos2 nx

2n
, |m| = |n| ̸= 0

cos(m− n)x

2(m− n)
− cos(m+ n)x

2(m+ n)
, |m| ̸= |n|

A.5.1.1 以区间长度为周期的三角函数的正交性
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A.5 Fourier级数

定理 A.5.2 ([−π, π]上且以 2π为周期的三角函数的正交性)

♡

∫ π

−π

cosnxdx =

2π, n = 0

0, n ̸= 0∫ π

−π

sinnxdx = 0, n ∈ Z

∫ π

−π

cosmx cosnxdx =


2π, m = n = 0

π, |m| = |n| ̸= 0

0, |m| ̸= |n|

∫ π

−π

sinmx sinnxdx =



0, m = n = 0

π, m = n ̸= 0

−π, m = −n ̸= 0

0, |m| ̸= |n|∫ π

−π

cosmx sinnxdx = 0, m, n ∈ Z

定理 A.5.3 ([0, a]上且以 a为周期的三角函数的正交性)

♡

∫ a

0

cos
2nπ

a
xdx =

a, n = 0

0, n ̸= 0∫ a

0

sin
2nπ

a
xdx = 0, n ∈ Z

∫ a

0

cos
2mπ

a
x cos

2nπ

a
xdx =


a, m = n = 0

a/2, |m| = |n| ̸= 0

0, |m| ̸= |n|

∫ a

0

sin
2mπ

a
x sin

2nπ

a
xdx =



0, m = n = 0

a/2, m = n ̸= 0

−a/2, m = −n ≠ 0

0, |m| ̸= |n|∫ a

0

cos
2mπ

a
x sin

2nπ

a
xdx = 0, m, n ∈ Z
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A.5 Fourier级数

定理 A.5.4 ([a, b]上且以 b− a为周期的三角函数的正交性)

♡

∫ b

a

cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx =

b− a, n = 0

0, n ̸= 0∫ b

a

sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx = 0, n ∈ Z

∫ b

a

cos

(
2mπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx =


b− a, m = n = 0

(b− a)/2, |m| = |n| ̸= 0

0, |m| ̸= |n|

∫ b

a

sin

(
2mπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx =



0, m = n = 0

(b− a)/2, m = n ̸= 0

−(b− a)/2, m = −n ̸= 0

0, |m| ̸= |n|∫ b

a

cos

(
2mπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx = 0, m, n ∈ Z

A.5.1.2 以两倍区间长度为周期的三角函数的正交性

定理 A.5.5 ([0, π]上且以 2π为周期的三角函数的正交性)

♡

∫ π

0

cosnxdx =

π, n = 0

0, n ̸= 0∫ π

0

sinnxdx =

2/n, 2 ∤ n

0, 2 | n

∫ π

0

cosmx cosnxdx =


π, m = n = 0

π/2, |m| = |n| ̸= 0

0, |m| ̸= |n|

∫ π

0

sinmx sinnxdx =



0, m = n = 0

π/2, m = n ̸= 0

−π/2, m = −n ̸= 0

0, |m| ̸= |n|∫ π

0

cosmx sinnxdx =

− 2n

m2 − n2
, 2 ∤ m− n

0, 2 | m− n
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A.5 Fourier级数

定理 A.5.6 ([0, a]上且以 2a为周期的三角函数的正交性)

♡

∫ a

0

cos
nπ

a
xdx =

a, n = 0

0, n ̸= 0∫ a

0

sin
nπ

a
xdx =

2a/(nπ), 2 ∤ n

0, 2 | n

∫ a

0

cos
mπ

a
x cos

nπ

a
xdx =


a, m = n = 0

a/2, |m| = |n| ̸= 0

0, |m| ̸= |n|

∫ a

0

sin
mπ

a
x sin

nπ

a
xdx =



0, m = n = 0

a/2, m = n ̸= 0

−a/2, m = −n ̸= 0

0, |m| ̸= |n|

∫ a

0

cos
mπ

a
x sin

nπ

a
xdx =


− 2na

(m2 − n2)π
, 2 ∤ m− n

0, 2 | m− n

A.5.2 Fourier级数

A.5.2.1 以区间长度为周期的 Fourier级数

定理 A.5.7 ([−π, π]上且以 2π为周期的 Fourier级数)

♡

[−π, π]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

其中

an =
1

π

∫ π

−π

f(x) cosnxdx, bn =
1

π

∫ π

−π

f(x) sinnxdx

定理 A.5.8 ([−T, T ]上且以 2T 为周期的 Fourier级数)

♡

[−T, T ]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

T
x+ bn sin

nπ

T
x
)

其中

an =
1

T

∫ T

−T

f(x) cos
nπ

T
xdx, bn =

1

T

∫ T

−T

f(x) sin
nπ

T
xdx

定理 A.5.9 ([0, a]上且以 a为周期的 Fourier级数)
[0, a]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

2nπ

a
x+ bn sin

2nπ

a
x

)
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A.5 Fourier级数

♡

其中

an =
2

a

∫ a

0

f(x) cos
2nπ

a
xdx, bn =

2

a

∫ a

0

f(x) sin
2nπ

a
xdx

定理 A.5.10 ([a, b]上且以 b− a为周期的 Fourier级数)

♡

[a, b]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
+ bn sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

)))
其中

an =
2

b− a

∫ b

a

f(x) cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx

bn =
2

b− a

∫ b

a

f(x) sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx

A.5.2.2 以两倍区间长度为周期的 Fourier级数

定理 A.5.11 ([0, π]上且以 2π为周期的 Fourier级数)

♡

1. [0, π]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx

其中

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnxdx

2. [0, π]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx

其中

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx

定理 A.5.12 ([0, a]上且以 2a为周期的 Fourier级数)

♡

1. [0, a]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπ

a
x

其中

an =
2

a

∫ π

0

f(x) cos
nπ

a
xdx

2. [0, a]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
nπ

a
x

其中

bn =
2

a

∫ π

0

f(x) sin
nπ

a
xdx
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