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第一章 全纯函数

1.1 全纯函数

定义 1.1.1 (全纯函数)

♣

称函数 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上为全纯函数，如果成立如下命题之一。
1. 对于任意 z ∈ Ω，存在极限

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h

2. 函数 u和 v在 Ω 上连续可微，且成立 Cauchy-Riemann方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

3. 函数 f 在 Ω上连续，且对于任意分段光滑闭曲线 γ，成立∫
γ

f(z)dz = 0

4. 对于任意 z0 ∈ Ω，存在 r > 0，使得对于任意 z ∈ Dr(z0)，成立幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

证明 1 =⇒ 2：由 Cauchy-Riemann方程1.2.1，命题得证！
2 =⇒ 1：由 Cauchy-Riemann方程逆定理1.2.2，命题得证！
1 =⇒ 3：由 Cauchy积分定理2.2.3，命题得证！
3 =⇒ 1：由Morera定理2.4.2，命题得证！
1 =⇒ 4：由 Taylor展开2.3.3，命题得证！
4 =⇒ 1：由定理1.3.2，命题得证！

定义 1.1.2 (整函数)

♣称在 C上全纯的函数为整函数。

1.2 Cauchy-Riemann方程

定理 1.2.1 (Cauchy-Riemann方程)

♥

如果函数 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上全纯，那么
∂f

∂x
=

1

i

∂f

∂y

即
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

证明 由于存在极限

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

(h1,h2)→(0,0)
=
f(x+ h1, y + h2)− f(x, y)

h1 + ih2

那么当 h沿实轴时

f ′(z) = lim
h1→0

=
f(x+ h1, y)− f(x, y)

h1
=
∂f

∂x
(z)



1.2 Cauchy-Riemann方程

当 h沿虚轴时

f ′(z) = lim
h2→0

=
f(x, y + h2)− f(x, y)

ih2
=

1

i

∂f

∂y
(z)

从而
∂f

∂x
=

1

i

∂f

∂y

即
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

定理 1.2.2 (Cauchy-Riemann方程逆定理)

♥

如果函数 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上成立 Cauchy-Riemann方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

那么 f 在 Ω上全纯。

证明 由于函数 u和 v在 Ω 上连续可微，那么

u(x+ h1, y + h2)− u(x, y) =
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2 + hψ1(h)

v(x+ h1, y + h2)− v(x, y) =
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2 + hψ2(h)

其中

lim
h→0

ψ1(h) = lim
h→0

ψ2(h) = 0

令

h = h1 + ih2, ψ = ψ1 + iψ2

从而由 Cauchy-Riemann方程

f(z + h)− f(z) =

(
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

)
h+ hψ(h)

从而 f 为全纯函数，且

f ′ =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
= 2

∂u

∂z
=
∂f

∂z

定义 1.2.1 (微分算子)

♣

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+

1

i

∂

∂y

)
,

∂

∂z̄
=

1

2

(
∂

∂x
− 1

i

∂

∂y

)

命题 1.2.1

♠

如果 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上全纯，那么
∂f

∂z̄
= 0, f ′ =

∂f

∂z
= 2

∂u

∂z

且其 Jacobian矩阵成立 ∣∣∣∣∣∂u∂x ∂u
∂y

∂v
∂x

∂v
∂y

∣∣∣∣∣ = |f ′|2

2



1.2 Cauchy-Riemann方程

命题 1.2.2

♠

对于开集 Ω上的全纯函数 f = u+ iv，如果 f 成立如下条件之一，那么 f 为常数。

1. Re(f)为常数。

2. Im(f)为常数。

3. |f |为常数。
4. f ′ = 0

5. f 全纯。

证明 对于 1，由于 u为常数，那么由 Cauchy-Riemann方程1.2.1
∂v

∂x
= −∂u

∂y
= 0

∂v

∂y
=
∂u

∂x
= 0

因此 v为常数，进而 f 为常数。

对于 2，由于 v为常数，那么由 Cauchy-Riemann方程1.2.1
∂u

∂x
=
∂v

∂y
= 0

∂u

∂y
= −∂v

∂x
= 0

因此 u为常数，进而 f 为常数。

对于 3，由于 u2 + v2 为常数，那么分别对 x和 y求偏导，并由 Cauchy-Riemann方程1.2.1得到(
∂u
∂x −∂u

∂y
∂u
∂y

∂u
∂x

)(
u

v

)
= 0

注意到 ∣∣∣∣∣∂u∂x −∂u
∂y

∂u
∂y

∂u
∂x

∣∣∣∣∣ =
(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

如果 (
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

= 0

那么 ∂u
∂x = ∂u

∂y = 0，因此 u为常数，由 1，f 为常数。
如果 (

∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

6= 0

那么上式存在唯一解 u = v = 0，因此 f 为常数。

因此，f 为常数。

对于 4，由于
∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
+

1

i

∂f

∂y

)
= 0

同时由于 f  全纯，那么
∂f

∂z
=

1

2

(
∂f

∂x
− 1

i

∂f

∂y

)
= 0

联立两式可得
∂f

∂x
=
∂f

∂y
= 0

因此 f 为常数。

对于 5，由于 f 和 f 均是全纯的，那么 u = 1
2 (f + f)和 v = 1

2i (f + f) 是全纯的。由 Cauchy-Riemann方

3



1.3 幂级数

程1.2.1
∂u

∂x
=
∂u

∂y
=
∂v

∂x
=
∂v

∂y
= 0

因此 u, v均为常数，进而 f 为常数。

1.3 幂级数

定义 1.3.1 (解析函数)

♣

称定义在开集 Ω上的函数 f 在点 z0 ∈ Ω处是解析的，如果在 z0 的邻域内存在幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

定理 1.3.1 (Hadamard公式)

♥

幂级数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

的收敛半径 R成立
1

R
= lim

n→∞
n
√

|an|

且

1. 如果 |z| < R，那么级数绝对收敛。

2. 如果 |z| > R，那么级数发散。

定理 1.3.2 (幂级数可逐项求导)

♥

幂级数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

在收敛域内定义了一个全纯函数，其导函数为

f ′(z) =

∞∑
n=0

nanz
n−1

且收敛半径不变。

命题 1.3.1

♠

1. 幂级数
∞∑

n=1

nzn 在单位圆上任意一点均不收敛。

2. 幂级数
∞∑

n=1

zn

n2
在单位圆上任意一点均收敛。

3. 幂级数
∞∑

n=1

zn

n
在单位圆上除 z = 1外任意一点均收敛。

证明 对于 1，注意到
lim

n→∞
|nzn| = lim

n→∞
n = ∞

4



1.4 曲线积分

因此幂级数
∞∑

n=1

nzn 在单位圆上任意一点均不收敛。事实上

∞∑
n=1

nzn =
z

(z − 1)2

对于 2，注意到当 |z| = 1时，成立 ∣∣∣∣znn2
∣∣∣∣ = 1

n2

而级数
∞∑

n=1

1

n2
收敛，于是幂级数

∞∑
n=1

zn

n2
在单位圆上任意一点均收敛。

对于 3，当 z = 1时，幂级数
∞∑

n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

1

n
显然不收敛。

当 |z| = 1且 z 6= 1时，令 z = cos θ + i sin θ，其中 θ ∈ (0, 2π)，那么
∞∑

n=1

zn

n
=

∞∑
n=1

cos (nθ)

n
+ i

∞∑
n=1

sin (nθ)

n

注意到
n∑

k=1

cos (kθ) =
sin 2n+1

2 θ − sin θ
2

2 sin θ
2

n∑
k=1

sin (kθ) =
cos θ

2 − cos 2n+1
2 θ

2 sin θ
2

因此 ∣∣∣∣∣
n∑

k=1

cos (kθ)

∣∣∣∣∣ ≤ 1∣∣sin θ
2

∣∣ ,
∣∣∣∣∣

n∑
k=1

sin (kθ)

∣∣∣∣∣ ≤ 1∣∣sin θ
2

∣∣
又 1/n单调趋于 0，那么由 Dirichlet判别法，级数

∞∑
n=1

cos (nθ)

n
和

∞∑
n=1

sin (nθ)

n
均收敛，进而级数

∞∑
n=1

zn

n
收敛。

综上所述，幂级数
∞∑

n=1

zn

n
在单位圆上除 z = 1外任意一点均收敛。事实上

∞∑
n=1

zn

n
= − ln(1− z)

1.4 曲线积分

定义 1.4.1 (光滑曲线)

♣
称曲线 z : [a, b] → C为光滑曲线，如果 z在 [a, b]上连续可微，且 z′(t) 6= 0。

定义 1.4.2 (封闭曲线)

♣
称曲线 z : [a, b] → C为封闭曲线，如果 z(a) = z(b)。

定义 1.4.3 (简单曲线)

♣

称曲线 z : [a, b] → C为简单曲线，如果成立

z(t) = z(s) =⇒ t = s

5



1.4 曲线积分

定义 1.4.4 (曲线积分)

♣

定义连续函数 f 在可参数化为 z(t) : [a, b] → C的光滑曲线 γ 上的曲线积分为∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt

定理 1.4.1

♥

如果连续函数 f 在开集 Ω上存在原函数 F，且分段光滑曲线 γ 起于 w1 终于 w2，那么∫
γ

f(z)dz = F (w2)− F (w1)

证明 不妨假设 γ 为光滑曲线，参数化曲线 γ 为 z(t) : [a, b] → C，其中 z(a) = w1 且 z(b) = w2，那么∫
γ

f(z)dz =

∫ b

a

f(z(t))z′(t)dt

=

∫ b

a

F ′(z(t))z′(t)dt

=

∫ b

a

d

dt
F (z(t))dt

= F (z(b))− F (z(b))

= F (w2)− F (w1)

推论 1.4.1

♥

如果连续函数 f 在开集 Ω上存在原函数，那么对于分段光滑封闭曲线 γ，成立∫
γ

f(z)dz = 0

推论 1.4.2

♥对于区域 Ω ⊂ C上的全纯函数 f，如果 f ′ = 0，那么 f 为常函数。

命题 1.4.1

♠

∫
γ

zndz =

2πi, n = −1

0, n 6= −1

其中 γ 为以原点为中心且方向为正的任何圆。

证明 令 γ 的参数方程为 z(θ) = ρeiθ，其中 ρ > 0且 θ ∈ [0, 2π]，那么∫
γ

zndz = iρn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)θdθ

当 n = −1时 ∫
γ

1

z
dz = i

∫ 2π

0

dθ = 2πi

当 n 6= −1时 ∫
γ

zndz = iρn+1

∫ 2π

0

ei(n+1)θdθ = 0

6



1.4 曲线积分

因此 ∫
γ

zndz =

2πi, n = −1

0, n 6= −1

7



第二章 Cauchy积分定理与应用

2.1 Goursat定理

定理 2.1.1 (Goursat定理)

♥

如果函数 f 在开集 Ω ⊂ C上全纯，那么对于任意三角形 T ⊂ Ω，成立∫
T

f(z)dz = 0

2.2 Cauchy积分定理

定理 2.2.1

♥开圆上的全纯函数 f 存在原函数。

定理 2.2.2 (开圆上的 Cauchy积分定理)

♥

如果函数 f 在开圆 D上全纯，那么对于封闭曲线 γ ⊂ D，成立∫
γ

f(z)dz = 0

定理 2.2.3 (Cauchy积分定理)

♥

对于边界分段光滑的区域 Ω ⊂ C，如果函数 f 在 Ω上全纯且在 Ω上连续，那么∫
∂Ω

f(z)dz = 0

例题 2.1 ∫ ∞

0

sinx2dx =

∫ ∞

0

cosx2dx =

√
2π

4

证明 记曲线为

γ1 : z = t, t : 0 → R

γ2 : z = Reit, t : 0 → π

4

γ3 : z =
1 + i√

2
t, t : R→ 0

考虑函数 e−z2

在 γ1 + γ2 + γ3 上的积分，由 Cauchy积分定理2.2.3∫
γ1

e−z2

dz +

∫
γ2

e−z2

dz +

∫
γ3

e−z2

dz = 0

考察各项积分，对于第一项 ∫
γ1

e−z2

dz =

∫ R

0

e−t2dt

因此

lim
R→∞

∫
γ1

e−z2

dz =

∫ ∞

0

e−t2dt =

√
π

2



2.2 Cauchy积分定理

对于第二项，注意到当 t ∈ [0, π]时，成立 cos 2t ≥ 1− 4
π t，于是∣∣∣∣∫

γ2

e−z2

dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ2

∣∣∣e−z2
∣∣∣ |dz|

=R

∫ π
4

0

e−R2 cos 2tdt

≤R
∫ π

4

0

e−R2(1− 4
π t)dt

=
π

4R
(1− e−R2

)

进而

lim
R→∞

∫
γ2

e−z2

dz = 0

对于第三项∫
γ3

e−z2

dz = −1 + i√
2

∫ R

0

e−it2 = − 1√
2

(∫ R

0

(cos t2 + sin t2)dt+ i

∫ R

0

(cos t2 − sin t2)dt

)
于是当 R→ ∞时，成立∫ ∞

0

(cos t2 + sin t2)dt+ i

∫ ∞

0

(cos t2 − sin t2)dt =

√
2π

2

因此 ∫ ∞

0

(cos t2 + sin t2)dt =

√
2π

2
,

∫ ∞

0

(cos t2 − sin t2)dt = 0

所以 ∫ ∞

0

sinx2dx =

∫ ∞

0

cosx2dx =

√
2π

4

例题 2.2 ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2

证明 记曲线

γ1 : z = t, t : ε→ R

γ2 : z = t, t : −R→ −ε

Cr : z = Reit, t : 0 → π

Cε : z = εeit, t : π → 0

考虑函数 eiz/z在 γ1 + γ2 + CR + Cε 上的积分，由 Cauchy积分定理2.2.3∫
γ1+γ2

eiz

z
dz +

∫
CR

eiz

z
dz +

∫
Cε

eiz

z
dz = 0

考察各项积分，对于第一项

lim
R→∞
ε→0

∫
γ1+γ2

eiz

z
dz =

∫ ∞

−∞

eiz

z
dz = 2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx

9



2.2 Cauchy积分定理

对于第二项，注意到当 t ∈ [0, π2 ]时，成立 sin t ≥ 2
π t，因此∣∣∣∣∫

CR

eiz

z
dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
CR

∣∣∣∣eizz
∣∣∣∣ |dz|

=2

∫ π
2

0

e−R sin tdt

≤2

∫ π
2

0

e−
2R
π tdt

=
π

R
(1− e−R)

于是

lim
R→∞

∫
CR

eiz

z
dz = 0

对于第三项，注意到 ∫
Cε

eiz

z
dz = −i

∫ π

0

eiεe
it

dt

于是

lim
ε→0

∫
Cε

eiz

z
dz = −i

∫ π

0

dt = −iπ

因此当 R→ ∞且 ε→ 0 时，成立
2i

∫ ∞

0

sinx

x
dx = iπ

进而 ∫ ∞

0

sinx

x
dx =

π

2

例题 2.3 ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
,

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2
, a > 0

证明 法一：当 b 6= 0时，记曲线

γ1 : z = t, t : 0 → R

γ2 : z = Reit, t : 0 → θ

γ3 : z = teiθ, t : R→ 0

其中

cos θ =
a√

a2 + b2
, sin θ =

−b√
a2 + b2

, θ ∈ (−π/2, π/2)

考虑函数 e−rz 在曲线 γ1 + γ2 + γ3 上的积分，其中 r =
√
a2 + b2，由 Cauchy积分定理2.2.3∫

γ1

e−rzdz +

∫
γ2

e−rzdz +

∫
γ3

e−rzdz = 0

考察各项积分，对于第一项

lim
R→∞

∫
γ1

e−rzdz =

∫ ∞

0

e−rtdt =
1

r

10



2.3 Cauchy积分公式

对于第二项 ∣∣∣∣∫
γ2

e−rzdz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ2

∣∣e−rz
∣∣ |dz|

=R

∫ θ

0

e−rR cos tdt

≤ R

erR cos θ

∫ θ

0

dt

=
θR

erR cos θ

于是

lim
R→∞

∫
γ2

e−rzdz = 0

对于第三项∫
γ3

e−rzdz = −eiθ
∫ R

0

e−reiθtdt = −eiθ

(∫ R

0

e−ax cos bxdx+ i

∫ R

0

e−ax sin bxdx

)
于是当 R→ ∞时，成立 ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx+ i

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
1

reiθ
=

a+ ib

a2 + b2

因此 ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
,

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2

当 b = 0时，显然有 ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =

∫ ∞

0

e−axdx =
1

a∫ ∞

0

e−ax sin bxdx = 0

综上所述 ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
,

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2

法二：注意到 ∫ ∞

0

e(−a+ib)xdx =
e(−a+ib)x

−a+ ib

∣∣∣∞
0

=
1

a− ib
=

a+ ib

a2 + b2

因此 ∫ ∞

0

e−ax cos bxdx =
a

a2 + b2
,

∫ ∞

0

e−ax sin bxdx =
b

a2 + b2

2.3 Cauchy积分公式

2.3.1 Cauchy积分公式

定理 2.3.1 (开圆上的 Cauchy积分公式)

♥

对于开集 Ω ⊂ C，闭圆 D ⊂ Ω，如果 f 在 Ω上全纯，那么对于任意 z ∈ D，成立

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ

11



2.3 Cauchy积分公式

定理 2.3.2 (Cauchy积分公式)

♥

对于边界分段光滑的区域 Ω ⊂ C，如果函数 f 在 Ω上全纯且在 Ω上连续，那么对于任意 z ∈ Ω，成立

f(z) =
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ

同时 f 在 Ω上无穷阶可导，且对于任意 z ∈ Ω，成立

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

推论 2.3.1 (平均值性质)

♥

对于在开集 Ω ⊂ C上全纯的函数 f，如果 z0 ∈ Ω且 Dr(z0) ⊂ Ω，那么

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)dθ

证明 由 Cauchy积分公式2.3.2，这几乎是显然的！

推论 2.3.2 (Cauchy不等式)

♥

对于开集 Ω ⊂ C上的全函数 f，如果 Dr(z0) ⊂ Ω，那么

|f (n)(z0)| ≤
n!

rn
sup

|z−z0|=r

|f(z)|

证明 由 Cauchy积分公式2.3.2

|f (n)(z0)| =
∣∣∣∣ n!2πi

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n!2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)

(reiθ)n+1
rieiθdθ

∣∣∣∣
≤ n!

rn
sup

|z−z0|=r

|f(z)|

命题 2.3.1

♠

对于整函数 f，如果对于任意 R > 0，存在 k ∈ N，和 A,B > 0 ，成立

sup
|z|=R

|f(z)| ≤ ARk +B

那么 f 是次数不多于 k的多项式。

证明 由 Cauchy不等式2.3.2

|f (n)(0)| ≤ n!

Rn
sup
|z|=R

|f(z)| ≤ n!

Rn
(ARk +B)

当 n > k时，令 R→ ∞，可知 f (n)(0) = 0，那么由 f 在 z = 0处的 Taylor展开式，f 在 z = 0的邻域内为次数

不多于 k的多项式，由唯一性定理2.3.4，f 在 C上为次数不多于 k的多项式。

命题 2.3.2

♠

如果 f 是在区域 z ∈ R× (−1, 1)上全纯函数，且存在 A > 0与 η > 0，使得对于任意 z ∈ R× (−1, 1)，成

立

|f(z)| ≤ A(1 + |z|)η

那么对于任意 n ∈ N，存在 An ≥ 0，使得对于任意 x ∈ R，成立

|f (n)(x)| ≤ An(1 + |x|)η

12



2.3 Cauchy积分公式

证明 任取 x ∈ R，作边界方向为正的圆 D = D 1
2
(x)，注意到当 z ∈ ∂D 时，成立

1 + |z| ≤ 3

2
+ |x| ≤ 2(1 + |x|)

从而由 Cauchy积分公式2.3.2

|f (n)(x)| =
∣∣∣∣ n!2πi

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − x)n+1
dζ

∣∣∣∣
≤ n!

2π

∫
∂D

|f(ζ)|
|ζ − x|n+1

|dζ|

≤ n!

2π

∫
∂D

A(1 + |ξ|)η

|ζ − x|n+1
|dζ|

≤ n!

2π

∫
∂D

A2η(1 + |x|)η

|ζ − x|n+1
|dζ|

= 2η+nn!A(1 + |x|)η

取 An = 2η+nn!A即可。

命题 2.3.3

♠

对于 C上的整函数 f，如果

lim
|z|→∞

∣∣∣∣f(z)zm

∣∣∣∣ = 0

那么 f 至多为m− 1次多项式。

证明 法一：由于

lim
|z|→∞

∣∣∣∣f(z)zm

∣∣∣∣ = 0

所以存在 R > 0，使得当 |z| ≥ R时，成立

|f(z)| < |z|m

将 f 展开为多项式级数

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

取 z = Reiθ，那么

f(Reiθ) =

∞∑
n=0

anR
neinθ

注意到

1

2π

∫ 2π

0

|f(Reiθ)|2dθ = 1

2π

∫ 2π

0

∣∣∣∣∣
∞∑

n=0

anR
neinθ

∣∣∣∣∣
2

dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

( ∞∑
n=0

anR
neinθ

)( ∞∑
n=0

anR
ne−inθ

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

( ∞∑
m,n=0

amanR
m+nei(m−n)θ

)
dθ

=
1

2π

∫ 2π

0

( ∞∑
n=0

|anRn|2
)
dθ

=

∞∑
n=0

|an|2R2n

13



2.3 Cauchy积分公式

因此
∞∑

n=0

|an|2R2n < R2m

进而对于任意 n > m，an = 0，因此 f 至多为 m次多项式，而显然 f 不为 m次多项式，于是 f 至多为 m − 1

次多项式。

法二：任取 z ∈ C，由 Cauchy积分公式2.3.2

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
|ζ−z|=R

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ =

n!

2πRn

∫ 2π

0

f(z +Reiθ)

einθ
dθ

而由于

lim
|z|→∞

∣∣∣∣f(z)zm

∣∣∣∣ = 0

所以存在 A > 0，使得当 |z| > A时，成立

|f(z)| < |z|m

因此当 R > A− |z|时，成立∣∣∣f (n)(z)∣∣∣ ≤ n!

2πRn

∫ 2π

0

|f(z +Reiθ)|dθ ≤ n!

Rn
|z +Reiθ|m ≤ n!

Rn
(|z|m +Rm)

于是当 n > m且 R→ ∞时，成立
f (n)(z) = 0

这说明 f 在 C上的任意一点的 Taylor展式均不超过m次，因此 f 至多为m次多项式，而显然 f 不为m次多项

式，于是 f 至多为m− 1次多项式。

2.3.2 Taylor展开

定理 2.3.3 (Taylor展开)

♥

对于开集 Ω上的全纯函数 f，如果 Dr(z0) ⊂ Ω，那么 f 存在幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, z ∈ Dr(z0)

其中

an =
f (n)(z0)

n!
, n ∈ N

证明 任取 z ∈ Dr(z0)，由 Cauchy积分公式2.3.2

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ

对于 ζ ∈ ∂D，考虑几何级数

1

ζ − z
=

1

ζ − z0

1

1− z−z0
ζ−z0

=
1

ζ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0
ζ − z0

)n

从而由 Cauchy积分公式2.3.2

f(z) =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

)
(z − z0)

n =

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

推论 2.3.3 (Liouville定理)
1. 如果 f 是 C上的有界整函数，那么 f 是常函数。

2. 如果 f 是 C上的下有界整函数，那么 f 是常函数。
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2.3 Cauchy积分公式

♥

3. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 u存在上界，那么 f 是常函数。

4. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 u存在下界，那么 f 是常函数。

5. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 v存在上界，那么 f 是常函数。

6. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 v存在下界，那么 f 是常函数。

证明 对于 1，由于 f 在 C上有界，那么存在M ∈ R，使得对于任意 z ∈ C，成立 |f(z)| ≤ M。由 Cauchy不等
式2.3.2，对于任意 z0 ∈ C与 r > 0，成立

|f ′(z0)| ≤
1

r
sup

|z−z0|=r

|f(z)| ≤ M

r
→ 0 (r → ∞)

从而 f ′ = 0。由推论1.4.2，f 为常函数。
对于 2，如果 f 下有界，那么 1/f 为有界整函数，因此由 1，1/f 为常函数，进而 f 为常函数。

对于 3，如果 u上有界，那么考虑 ef。由于

|ef | = |eu+iv| = eu

因此 ef 有界。由 1，ef 为常函数，进而 f 为常函数。

对于 4，如果 u下有界，那么由 |f | ≥ |u|，可知 f 下有界。由 2，f 为常函数。
对于 5，如果 u上有界，那么考虑 ev+iu。由于

|ev+iu| = ev

因此 ev+iu 有界。由 1，ev+iu 为常函数，进而 u与 v为常函数，即 f 为常函数。

对于 6，如果 v下有界，那么由 |f | ≥ |v|，可知 f 下有界。由 2，f 为常函数。

推论 2.3.4 (代数基本定理)

♥C上的非常数多项式在 C中存在根。

证明 考虑 n次多项式

P (z) = anz
n + · · ·+ a1x+ a0

假设 P (z)无根。由于
P (z)

zn
= an +

(an−1

z
+ · · ·+ a0

zn

)
→ an (|z| → ∞)

那么存在 r > 0，使得成立

|P (z)| ≥ |an|
2

|z|n, |z| > r

从而 P (z)在 |z| > r时存在下界。由于 P (z)为连续函数且无零点，那么 P (z)在紧集 |z| ≤ r上有界，因此 P (z)

在 C上存在下界，进而 1/P (z)为有界整函数。由 Liouville定理2.3.3，1/P (z)为常函数，即 P (z)为常函数，矛

盾！进而 P (z)存在根。

推论 2.3.5 (代数基本定理)

♥

C上的 n次多项式

P (z) = anz
n + · · ·+ a1x+ a0

在 C上存在 n个根，并可作因式分解

P (z) = an(z − w1) · · · (z − wn)

证明 由代数基本定理2.3.4，P (z)在 C中存在根 w1，于是

P (z) = bn(z − w1)
n + · · ·+ b1(z − w1) + b0

15



2.3 Cauchy积分公式

其中 bn = an。由于 P (w1) = 0，因此 b0 = 0，从而

P (z) = (z − w1)(bn(z − w1)
n−1 + · · ·+ b1) = (z − w1)Q(z)

其中 Q(z)为 n− 1次多项式。由归纳法，原命题得证！

命题 2.3.4

♠

令 D = {z : |z| < 1}，对于在 D 上连续无零点且在 D 上全纯的函数 f，如果对于任意 z ∈ ∂D，成立
|f(z)| = 1，那么 f 为常函数。

证明 法一：延拓 f 为

F (z) =

f(z), |z| ≤ 1

1

f( 1
z )
, |z| > 1

考察 F 的连续性。显然 F 在 |z| 6= 1上是连续的，且 F 在 |z| = 1上是内连续的。对于 F 在 |z| = 1上的外

连续性，任取 |z| = 1，对于 {zn}∞n=1 满足 |zn| > 1且 zn → z，注意到

1

zn
→ 1

z
= z

于是

F (zn) =
1

f( 1
zn
)
→ 1

f(z)
= f(z) = F (z)

因此 F 在 C上是连续的。
考察 F 的全纯性。显然 F 在 |z| < 1是全纯的。对于 |z| > 1，任取闭曲线 γ ⊂ {z : |z| > 1}，令 γ′ 为 γ 在

映射 z 7→ 1
z 下的像，那么 γ′ ⊂ {z : |z| < 1}，于是∫

γ

F (z)dz =

∫
γ

1

f( 1z )
dz = −

∫
γ′

1

f(z)

dz

z2
= 0

因此 F 在 |z| > 1上是全纯的。对于 |z| = 1，任取三角形 T ⊂ C。如果 T ∩ ∂D为空，那么∫
T

F (z)dz = 0

如果 T ∩ ∂D为一个点，那么可在 T 内沿内边界作非常接近 T 的三角形 Tε，于是∫
T

F (z)dz = lim
ε→0

∫
Tε

F (z)dz = 0

如果 T ∩ ∂D至少为两个点，说明 T 被 ∂D分为若干部分 T1, · · · , Tn，在每一个 Tk 内沿内边界作非常接近 Tk 的

三角形 T
(k)
ε  ，于是 ∫

T

F (z)dz = lim
ε→0

n∑
k=1

∫
T

(k)
ε

F (z)dz = 0

于是，对于任意三角形 T ⊂ C ，成立 ∫
T

F (z)dz = 0

由Morera定理2.4.2，F 在 C上全纯。又 F 在 D上有界，且连续无零点，那么存在 δ > 0，使得对于任意 |z| ≤ 1，

成立 |f(z)| > δ，进而

∣∣∣∣ 1

f( 1
z )

∣∣∣∣ < 1
δ，所以 F 在 C上有界。由 Liouville定理2.3.3，F 为常函数，进而 f 为常函数。

原命题得证！

法二：令 π+ = {z ∈ C : Imz > 0},定义映射

φ : D −→ π+

arg4 7−→ z
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2.3 Cauchy积分公式

其逆映射为 φ−1(w) = w−i
w+i，定义

F (z) =

f(φ−1(z)), z ∈ π+ ∪ R

f(φ−1(z)), z ∈ π−

由反射定理2.4.7，F 在 C上全纯。又 F 在 π+ ∪R上有界，所以 F 在 C上有界。由 Liouville定理2.3.3，F 为常
函数，进而 f 为常函数。原命题得证！

2.3.3 零点定理

定理 2.3.4 (唯一性定理)

♥

对于在区域 Ω ⊂ C上的全纯函数 f，如果存在 {zn}∞n=1 ⊂ Ω，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 f(zn) = 0，且

lim
n→∞

zn ∈ Ω，那么在 Ω上成立 f = 0。

证明 记 z0 = lim
n→∞

zn，由于 Ω为开集，因此存在 r > 0，使得 Dr(z0) ⊂ Ω。考虑幂级数展开2.3.3

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, z ∈ Dr(z0)

如果 f 在 Dr(z0)上不为 0，那么存在最小的m ∈ N，使得成立 am 6= 0，此时存在多项式 g(z)，使得成立

f(z) = am(z − z0)
m(1 + g(z − z0))

其中当 z → z0 时 g(z − z0) → 0。由于 zn → z0，那么存在 zn0
6= z0，使得成立 |g(zn0

− z0)| < 1/2，从而

am(zn0
− z0)

m 6= 0, 1 + g(zn0
− z0) 6= 0

但是 f(zn0) = 0，因此产生矛盾！进而 f 在 Dr(z0)恒为 0。

记

U = {z ∈ Ω : f(z) = 0}, V = U◦

那么 V 为非空开集。断言 V 为闭集，事实上，对于任意 w ∈ V，存在 {wn}∞n=1 ⊂ V，使得成立 wn → w。由上

述论证，w ∈ V，进而 V 为闭集。令W = Ω \ V 为开集，那么 Ω表示可为开集的不交并

Ω = V tW

由于 Ω为连通集，从而W = ∅，进而 Ω = V，因此在 Ω上成立 f = 0。

推论 2.3.6 (零点孤立性定理)

♥

对于区域 Ω ⊂ C上的非零全纯函数 f，如果 z0 ∈ Ω为 f 的零点，那么存在 r > 0，使得 f 在
◦
Dr(z0)内无

零点。

证明 由唯一性定理2.3.4，命题得证！

推论 2.3.7

♥

对于区域 Ω ⊂ C上的全纯函数 f，如果存在 z0 ∈ Ω，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 f (n)(z0) = 0，那么在

Ω上成立 f = 0。

证明 由于 Ω为开集，因此存在 r > 0，使得 Dr(z0) ⊂ Ω。考虑幂级数展开2.3.3

f(z) =

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n = 0, z ∈ Dr(z0)

由零点孤立性定理2.3.6，在 Ω上成立 f = 0。
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2.4 应用

推论 2.3.8

♥

对于在区域Ω ⊂ C上的全纯函数 f与 g，如果存在 {zn}∞n=1 ⊂ Ω，使得对于任意n ∈ N∗，成立 f(zn) = g(zn)，

且 lim
n→∞

zn ∈ Ω，那么在 Ω上成立 f = g。

证明 由唯一性定理2.3.4，命题得证！

推论 2.3.9

♥

对于在区域 Ω ⊂ C上的全纯函数 f，如果存在 {zn}∞n=1 ⊂ Ω，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 f(zn) = 0，且

z0 = lim
n→∞

zn，那么或 Ω上成立 f = 0，或 z0 ∈ ∂Ω。

证明 由唯一性定理2.3.4，命题得证！

推论 2.3.10

♥

对于 C上的整函数 f，如果存在 {zn}∞n=1 ⊂ C，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 f(zn) = 0，且 z0 = lim
n→∞

zn，

那么或 Ω上成立 f = 0，或 |z| → ∞。

证明 由唯一性定理的推论2.3.9，命题得证！

命题 2.3.5

♠
对于在 C上的整函数 f，如果对于任意 z ∈ C，存在 nz ∈ N，使得成立 f (nz)(z) = 0，那么 f 为多项式。

证明 对于单位开圆盘 D = {z ∈ C : |z| < 1}，定义

An = {z ∈ D : f (n)(z) = 0}

于是

D =

∞⋃
n=0

An

由于D为不可数集，那么存在 k ∈ N，使得Ak为不可数集，因此Ak中存在收敛的点列 {zn}∞n=1且 zn → z0 ∈ D，
进而

f (k)(zn) = 0, n ∈ N

由唯一性定理2.3.4，在 C上成立 f (k) = 0，因此 f 为次数不大于 k的多项式函数。

2.4 应用

2.4.1 Morera定理

定理 2.4.1 (开圆上的Morera定理)

♥

对于在开圆 D ⊂ C上的连续函数 f，如果对于任意三角形 T ⊂ D，成立∫
T

f(z)dz = 0

那么 f 在 D上全纯。

定理 2.4.2 (Morera定理)
对于在开集 Ω ⊂ C上的连续函数 f，如果对于任意分段光滑封闭曲线 γ ⊂ Ω，成立∫

γ

f(z)dz = 0
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2.4 应用

♥那么 f 在 Ω上全纯。

2.4.2 全纯函数序列

定理 2.4.3

♥

对于开集 Ω ⊂ C，如果 Ω上的全纯函数序列 {fn}∞n=1 在 Ω的任意紧致子集均一致收敛于函数 f，那么 f

在 Ω中是全纯的。

证明 任取分段光滑封闭曲线 γ ⊂ Ω，由 Cauchy积分定理2.2.3∫
γ

fn(z)dz = 0

由于 fn 在 Ω的任意紧致子集均一致收敛于函数 f，那么∫
γ

fn(z)dz →
∫
γ

f(z)dz

因此 ∫
γ

f(z)dz = 0

从而由Morera定理2.4.2，f 在 Ω中是全纯的。

定理 2.4.4

♥

对于开集 Ω ⊂ C，如果 Ω上的全纯函数序列 {fn}∞n=1 在 Ω的任意紧致子集均一致收敛于函数 f，那么其

导函数序列 {f ′n}∞n=1 在 Ω的任意紧致子集都一致收敛于函数 f ′。

2.4.3 由积分定义的全纯函数

定理 2.4.5

♥

对于定义在 (z, s) ∈ Ω× [0, 1]上的连续函数 F (z, s)，其中 Ω ⊂ C为开集，如果 F (z, s)对于 z 为全纯的，

那么函数

f(z) =

∫ 1

0

F (z, s)ds

在 Ω上全纯。

2.4.4 Schwarz反射定理

对于对称的开集 Ω ⊂ C，即
z ∈ Ω ⇐⇒ z ∈ Ω

令

Ω+ = {z : z ∈ Ω, Im(z) > 0}

Ω− = {z : z ∈ Ω, Im(z) < 0}

同时令

I = Ω ∩ R
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2.4 应用

定理 2.4.6 (对称原理)

♥

对于全纯函数 f+ 和 f−，如果满足

f+(x) = f−(x), x ∈ I

那么函数

f(z) =


f+(z) z ∈ Ω+

f+(z) z ∈ I

f−(z) z ∈ Ω−

在 Ω上全纯。

定理 2.4.7 (反射定理)

♥

如果函数 f 在 Ω+ ∪ I 上为全纯的，且
f(x) ∈ R, x ∈ I

那么存在在 Ω上全纯的函数 F，使得成立

F (z) = f(z), z ∈ Ω+

事实上

F (z) =

f(z) z ∈ Ω+ ∪ I

f(z) z ∈ Ω−

2.4.5 Runge近似定理

定理 2.4.8 (Runge近似定理)

♥

如果函数 f 在开集 Ω ⊂ C上是全纯的，且K ⊂ Ω为紧集，那么 f 可由奇点在 Ω−K 上的有理函数在K

上一致近似。而且如果 Ω \K 是连通的，那么 f 可由多项式函数在K 上一致近似。
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第三章 Laurent展式

3.1 Laurent展式

定义 3.1.1 (双边幂级数)

♣

f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

定义 3.1.2

♣

收敛圆环为

H : 0 ≤ r < |z − z0| < R ≤ ∞

的双边幂级数

f(z) =

+∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

成立如下命题。

1. f(z)内闭一致收敛于 H。

2. f(z)在 H 内解析。

3. f(z)在 H 内可逐项求导。

4. f(z)可沿曲线 γ ⊂ H 逐项积分。

定理 3.1.1 (Laurent定理)

♥

在圆环

H : 0 ≤ r < |z − z0| < R ≤ ∞

内的全纯函数 f(z)存在且存在唯一 Laurent展式

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

其中

cn =
1

2πi

∫
γ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ, γ : |ζ − z0| = ρ ∈ (r,R)

定义 3.1.3 (正则部分与主要部分)

♣

定义函数 f 在 z0 处的 Laurent级数
∞∑

n=−∞
cn(z − z0)

n

的正则部分为
∞∑

n=0

cn(z − z0)
n

主要部分为
∞∑

n=1

c−n

(z − z0)n



3.2 孤立奇点

3.2 孤立奇点

定义 3.2.1 (零点)

♣

称 z0 ∈ C为函数 f 的 n阶零点，如果存在函数 g，使得成立

f(z) = (z − z0)
ng(z), g(z0) 6= 0

定义 3.2.2 (奇点)

♣

称 z0 ∈ C为函数 f 的奇点，如果 f 在 z0 处不全纯，且对于任意 r > 0，存在 zr ∈ Dr(z0)，使得 f 在 zr

处全纯。

定义 3.2.3 (孤立奇点)

♣
称 z0 ∈ C为函数 f 的孤立奇点，如果 f 在 z0 处不全纯，且存在 r > 0，使得 f 在 D◦

r (z0)内全纯。

定义 3.2.4 (可去奇点)

♣

称函数 f 的孤立奇点 z0 ∈ C为可去奇点，如果成立如下命题之一。
1. 存在极限 lim

z→z0
f(z)。

2. f 在 z0 处的主要部分为 0。

3. f 在 z0 的某去心邻域内有界。

定义 3.2.5 (极点)

♣

称函数 f 的孤立奇点 z0 ∈ C为极点，如果 lim
z→z0

|f(z)| = ∞。称函数 f 的孤立奇点 z0 ∈ C为 n阶极点，如

果成立如下命题之一。

1. z0 为 1/f 的 n阶零点。

2. 0 < lim
z→z0

(z − z0)
nf(z) <∞

3. f 在 z0 处的主要部分为
n∑

k=1

c−k

(z − z0)k

4. f 在 z0 的某去心邻域内可表示为

f(z) =
λ(z)

(z − z0)n

其中 λ(z)在 z0 点的邻域内全纯，且 λ(z0) 6= 0。

定义 3.2.6 (本质奇点)

♣

称函数 f 的孤立奇点 z0 ∈ C为本质奇点，如果成立如下命题之一。
1. 不存在极限 lim

z→z0
f(z)。

2. f 在 z0 处的主要部分为
∞∑

n=1

c−n

(z − z0)n

定义 3.2.7 (无穷远处的孤立奇点)
1. 称∞为 f 的孤立奇点，如果存在 r ≥ 0，使得 f 在 |z| > r内全纯。

2. 称∞为 f(z)的可去奇点，如果 0为 f(1/z)的可去奇点。
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3.2 孤立奇点

♣

3. 称∞为 f(z)的 n阶极点，如果 0为 f(1/z)的 n阶极点。

4. 称∞为 f(z)的本质奇点，如果 0为 f(1/z)的本质奇点。

例题 3.1判断如下函数的奇点及类型。
tan z

z

解由于
tan z

z
=

eiz − e−iz

iz

1

eiz + e−iz

那么奇点有 z = 0和 zn = (n− 1
2 )π以及 z = ∞，其中 n ∈ Z。

对于 z = 0，由于

lim
z→0

tan z

z
= 1

那么 z = 0为可去奇点。

对于 z = zn，由于

lim
z→zn

∣∣∣∣ tan zz
∣∣∣∣ = ∞, lim

z→zn
(z − zn)

tan z

z
= − 1

zn

那么 z = zn 为一阶极点。

对于 z = ∞，由于 |zn| → ∞，那么∞为非孤立奇点。
例题 3.2判断如下函数的奇点及类型。

z

ez − 1

解容易知道 zn = 2nπi和 z = ∞为奇点，其中 n ∈ Z。
对于 z = z0 = 0 ，由于

lim
z→0

z

ez − 1
= 1

那么 z = 0为可去奇点。

对于 zn = 2nπi，其中 n 6= 0，由于

lim
z→zn

∣∣∣∣ z

ez − 1

∣∣∣∣ = ∞, lim
z→zn

(z − zn)
z

ez − 1
= 2nπi

那么 zn = 2nπi为一阶极点，其中 n 6= 0。

对于 z = ∞，由于 |zn| → ∞，那么∞为非孤立奇点。

命题 3.2.1

♠

对于在去心开圆D◦
r (z0)内全纯的函数 f，证明：如果存在 A > 0和 ε > 0，使得在 z0附近，成立 |f(z)| ≤

A|z − z0|ε−1，那么 z0 是 f 的可去奇点。

证明 注意到

lim
z→z0

|(z − z0)f(z)| ≤ lim
z→z0

A|z − z0|ε = 0

于是

lim
z→z0

(z − z0)f(z) = 0

于是 z0 为 g(z) = (z − z0)f(z)在 Dr(z0)内的可去奇点，从而 g在 Dr(z0)内全纯，将 g在 z0 处展开

g(z) = g(z0) +

∞∑
n=1

g(n)(z0)

n!
(z − z0)

n

注意到

g(z0) = lim
z→z0

g(z) = 0
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3.3 留数公式

于是

g(z) =

∞∑
n=1

g(n)(z0)

n!
(z − z0)

n

进而

f(z) =

∞∑
n=1

g(n)(z0)

n!
(z − z0)

n−1

那么

lim
z→z0

f(z) = g′(z0)

从而 z0 为 f 的可去奇点。

命题 3.2.2

♠单调整函数为一次多项式。

证明 记单调整函数为 f(z)，定义 g(z) = f(1/z)，那么 g在 C \ {0}上全纯。下面考察 z = 0的奇点类型。

如果 z = 0为 g的可去奇点，那么 g在 z = 0的邻域 {|z| < r}内有界，从而 f 在 {|z| > 1/r}内有界。而 f

连续，则 f 在紧集 {|z| ≤ 1/r}内有界，从而 f 在 C上有界，由 Liouville定理2.3.3，f 为常函数，这与单调性矛
盾！

如果 z = 0为 g的本质奇点，由Casorati-Weierstrass定理3.2.1，g({0 < |z| < r})为稠密的，从而 f({|z| > 1/r})
是稠密的。而由 f 为整函数，那么 f({|z| < 1/r})为开集，从而 f({|z| < 1/r})∩ f({|z| > 1/r}) 6= ∅，这与单调
性矛盾！

那么 z = 0为 g的极点，由 Laurent展式的唯一性，g的主要部分为有限项，于是 f 的正则项为有限项。又

由 f 的单调性，f 至多存在一个零点，于是 f 的次数不多于 1，而常函数并不单调，于是 f 为一次多项式。

综上所述，原命题得证！

定理 3.2.1 (Casorati-Weierstrass定理)

♥

如果 z0 为函数 f 的本质奇点，那么对于任意 z ∈ C，存在 {zn}∞n=1 ⊂ C，使得成立

lim
n→∞

zn = z0, lim
n→∞

f(zn) = z

定理 3.2.2 (Picard定理)

♥

如果 z0 为函数 f 的本质奇点，那么对于除可能的一个值 z′ 外任意 z ∈ C，存在 {zn}∞n=1 ⊂ C，使得成立

lim
n→∞

zn = z0, f(zn) = z, n ∈ N∗

3.3 留数公式

定义 3.3.1 (留数)

♣

如果 z0 ∈ C为函数 f 的孤立奇点，那么作 Laurent展式

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n

称 f 在 z0 处的留数为 c−1。
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3.3 留数公式

定理 3.3.1 (留数计算公式)

♥

如果 z0 ∈ Ω为函数 f 的 n阶极点，那么

resz0f = lim
z→z0

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1
(z − z0)

nf(z)

定理 3.3.2 (留数公式)

♥

对于边界分段光滑的区域 Ω上的函数 f，如果 z1, · · · , zn ∈ Ωγ 为 f 的极点，同时 f 在 Ω \ {z1, · · · , zn}上
全纯，在 Ω \ {z1, · · · , zn}上连续，那么∫

∂Ω

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

reszkf

例题 3.3求如下函数的留数。
f(z) =

1

(z + 1)(z − 1)2

解容易知道 z = −1为一阶极点，z = 1为二阶极点。由留数计算公式

res−1f = lim
z→−1

(z + 1)f(z) = lim
z→−1

1

(z − 1)2
=

1

4

res1f = lim
z→1

d

dz
(z − 1)2f(z) = lim

z→1

d

dz

1

z + 1
= −1

4

例题 3.4求如下函数的留数。
f(z) =

1− e2z

z4

解容易知道 z = 0 为三阶极点。由留数计算公式

res0f = lim
z→0

1

2

d2

dz2
z3f(z) = lim

z→0

d2

dz2
1− e2z

2z
= −4

3

例题 3.5计算积分 ∫
|z|=1

dz

z sin z

解令 f(z) = 1
z sin z，那么 f 在 |z| < 1内存在二阶极点 z = 0 ，其留数为

res0f = lim
z→0

d

dz
z2f(z) = lim

z→0

d

dz

z

sin z
= 0

那么 ∫
|z|=1

dz

z sin z
= 2πi · res0f = 0

例题 3.6计算积分 ∫
C

dz

(z − 1)2(z2 + 1)

其中 C : x2 + y2 = 2(x+ y)。

解记 f(z) = 1
(z−1)2(z2+1)，那么 f 在 x2 + y2 < 2(x+ y)内存在二阶极点 z = 1和一阶极点 z = i，其留数分别为

res1f = lim
z→1

d

dz
(z − 1)2f(z) = lim

z→1

d

dz

1

z2 + 1
= −1

2

resif = lim
z→i

(z − i)f(z) = lim
z→i

1

(z − 1)2(z + i)
=

1

4

那么 ∫
C

dz

(z − 1)2(z2 + 1)
= 2πi(res1f + resif) = −π

2
i
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3.3 留数公式

例题 3.7计算积分 ∫
|z|=1

z sin z

(1− ez)3
dz

解记 f(z) = z sin z
(1−ez)3，容易知道 z = 0为一阶极点，其留数为

res0f = lim
z→0

zf(z) = lim
z→0

z2 sin z

(1− ez)3
= −1

那么 ∫
|z|=1

z sin z

(1− ez)3
dz = −2πi

例题 3.8 ∫ ∞

−∞

dx

1 + x4
=

π√
2

证明 容易知道 zn = ei
2n−1

4 π 为 f(z) = 1
1+z4 的一阶极点，其留数为

resznf = lim
z→zn

(z − zn)f(z) =
1

4z3n
=

1

4
ei

3(1−2n)
4 π

而 zn 为以 4为周期，且 z0 = 1−i√
2
, z1 = 1+i√

2
, z2 = −1+i√

2
, z3 = −1−i√

2
 ，因此其留数分别为

resz0f =
−1 + i

4
√
2
, resz1f =

−1− i

4
√
2
, resz2f =

1− i

4
√
2
, resz3f =

1 + i

4
√
2

选取积分路径

γ0 : z = t, t : −R→ R

γ : z = Reit, t : 0 → π

当 R > 1时，γ0 和 γ 围成的区域内含有 z1 和 z2，且由留数公式∫
γ0

f(z)dz +

∫
γ

f(z)dz = 2πi(resz1f + resz2f) =
π√
2

注意到 ∣∣∣∣∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)||dz| =
∫
γ

|dz|
|1 + z4|

≤
∫
γ

|dz|
|z4| − 1

=
πR

R4 − 1
→ 0

因此 ∫ ∞

−∞

dx

1 + x4
= lim

R→∞

∫
γ0

f(z)dz =
π√
2

例题 3.9 ∫ ∞

−∞

cosx

x2 + a2
dx =

π

aea
, a > 0

证明 记 f(z) = eiz

z2+a2，积分路径为

γ0 : z = t, t : −R→ R

γ : z = Reit, t : 0 → π

当 R > a时，由 γ0 和 γ 围成的区域内含有 f 的一阶极点 z = ai，其留数为

resaif = lim
z→ai

(z − ai)f(z) = lim
z→ai

eiz

z + ai
=

1

2aiea

从而 ∫
γ0

f(z)dz +

∫
γ

f(z)dz = 2πiresaif =
π

aea
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3.3 留数公式

注意到，当 0 ≤ x ≤ π
2 时，成立 sinx ≥ 2

πx，那么∣∣∣∣∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)||dz|

≤
∫ π

0

Re−R sin t

R2 − a2
dt

= 2

∫ π
2

0

Re−R sin t

R2 − a2
dt

≤ 2

∫ π
2

0

Re−R 2
π t

R2 − a2
dt

=
π

R2 − a2
(1− e−R)

因此

lim
R→∞

∫
γ

f(z)dz = 0

进而 ∫ ∞

−∞

cosx

x2 + a2
dx = Re lim

R→∞

∫
γ0

f(z)dz =
π

aea

例题 3.10 ∫ ∞

−∞

x sinx

x2 + a2
dx =

π

ea
, a > 0

证明 记 f(z) = zeiz

z2+a2，积分路径为

γ0 : z = t, t : −R→ R

γ : z = Reit, t : 0 → π

当 R > a时，由 γ0 和 γ 围成的区域内含有 f 的一阶极点 z = ai ，其留数为

resaif = lim
z→ai

(z − ai)f(z) = lim
z→ai

zeiz

z + ai
=

1

2ea

从而 ∫
γ0

f(z)dz +

∫
γ

f(z)dz = 2πiresaif =
π

ea
i

注意到，当 0 ≤ x ≤ π
2 时，成立 sinx ≥ 2

πx ，那么∣∣∣∣∫
γ

f(z)dz

∣∣∣∣ ≤ ∫
γ

|f(z)||dz| ≤
∫ π

0

R2e−R sin t

R2 − a2
dt

= 2

∫ π
2

0

R2e−R sin t

R2 − a2
dt

≤ 2

∫ π
2

0

R2e−R 2
π t

R2 − a2
dt

=
πR

R2 − a2
(1− e−R)

因此

lim
R→∞

∫
γ

f(z)dz = 0

进而 ∫ ∞

−∞

x sinx

x2 + a2
dx = Im lim

R→∞

∫
γ0

f(z)dz =
π

ea

例题 3.11 ∫ 2π

0

dθ

(a+ cos θ)2
=

2πa

(a2 − 1)
3
2

, a > 1
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3.4 亚纯函数

证明 记 f(z) = 4z
(z2+2az+1)2，积分路径为 γ : z = eiθ, θ ∈ [0, 2π]，在此积分路径内 f含有二阶极点 z =

√
a2 − 1−a ，

其留数为

res√a2−1−af = lim
z→

√
a2−1−a

d

dz
(z − (

√
a2 − 1− a))2f(z) =

a

(a2 − 1)
3
2

因此 ∫
γ

f(z)dz = 2πires√a2−1−af =
2πai

(a2 − 1)
3
2

而 ∫
γ

f(z)dz =

∫ 2π

0

idθ

(a+ cos θ)2

从而 ∫ 2π

0

dθ

(a+ cos θ)2
=

2πa

(a2 − 1)
3
2

例题 3.12 ∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ
=

2π√
a2 − b2

, a > |b|, a, b ∈ R

证明 记 f(z) = 2
bz2+2az+b，积分路径为 γ : z = eiθ, θ ∈ [0, 2π]。

若 b = 0，显然成立 ∫ 2π

0

dθ

a
=

2π

a

若 b 6= 0，在此积分路径内 f 含有一阶极点 z0 = −a+
√
a2−b2

b  ，其留数为

resz0f = lim
z→z0

(z − z0)f(z) =
1√

a2 − b2

因此 ∫
γ

f(z)dz = 2πiresz0f =
2πi√
a2 − b2

而 ∫
γ

f(z)dz =

∫ 2π

0

idθ

a+ b cos θ

从而 ∫ 2π

0

dθ

a+ b cos θ
=

2π√
a2 − b2

3.4 亚纯函数

定义 3.4.1 (扩充复平面)

♣

C为 C的一点紧致化。
C = C ∪ {∞}

定义 3.4.2 (Riemann球)
定义 Riemann球

S =

{
(X,Y, Z) : X2 + Y 2 +

(
Z − 1

2

)2

=
1

4

}
与复平面

C = {(x, y) : (x, y) ∈ R2}
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3.5 辐角原理

♣

Riemann球的北极记作 N = (0, 0, 1)，那么存在双射

R : S \ {N} −→ C

(x, y, z) 7−→
(

x

1− z
,

y

1− z

)
与

R−1 : C −→ S \ {N}

(x, y) 7−→
(

2x

1 + x2 + y2
,

2y

1 + x2 + y2
, 1− 2

1 + x2 + y2

)
于是定义∞ = R(N )，此时

S ' C

定义 3.4.3 (亚纯函数)

♣

1. 称 f 在开集 Ω上是亚纯的，如果对于至多可数序列 {zn}，f 在 Ω−{zn}全纯，每一个 zn为 f 的极

点，且若序列 {zn}收敛，则收敛于 ∂Ω。

2. 称 C上的亚纯函数 f 是在 C上的亚纯函数，如果 f 在∞处全纯，或者∞为 f 的极点。

定理 3.4.1

♥C上的亚纯函数为有理函数。

3.5 辐角原理

定理 3.5.1 (辐角原理)

♥

对于开集 Ω ⊂ C上的亚纯函数 f，如果开圆 D ⊂ Ω，且 f 在 ∂D上无极点和零点，那么

1

2πi

∫
∂D

f ′(z)

f(z)
dz = nz − np

其中 nz 和 np 分别为 f 在 C 的零点数和极点数。

定理 3.5.2 (Rouché定理)

♥

对于开集 Ω ⊂ C上的全纯函数 f 和 g，如果开圆 D ⊂ Ω，且对于任意 z ∈ ∂D，成立

|f(z)| > |g(z)|

那么 f 和 f + g在 D上存在相同数目的零点。

例题 3.13方程 z6 + 6z + 10 = 0在 |z| < 1内有几个根？

解注意到，当 |z| < 1时，成立

|z6 + 6z + 10| ≥ 10− |z|6 − 6|z| > 10− 1− 6 = 3 > 0

因此方程 z6 + 6z + 10 = 0在 |z| < 1内无根。

例题 3.14方程 z6 + 60z + 10 = 0在 |z| < 1内有几个根？

解注意到，当 |z| = 1时，成立

|z6 + 60z| ≥ 60|z| − |z|6 = 59 > 10

因此由 Rouché定理3.5.2，方程 z6+60z+10 = 0和 z6+60z = 0在 |z| < 1内存在相同数目的根。而 z6+60z = 0

的根为 z = 0和 z = 5
√
60ei

2n−1
5 π，那么方程 z6 + 60z + 10 = 0在 |z| < 1内有且仅有一个根。
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3.5 辐角原理

例题 3.15方程 z4 − 8z + 10 = 0在 |z| < 1和 1 < |z| < 3内有几个根？

解注意到，当 |z| ≤ 1 时，成立

|z4 − 8z + 10| ≥ 10− |z|4 − 8|z| ≥ 10− 1− 8 > 0

因此方程 z4 − 8z + 10 = 0在 |z| ≤ 1内无根。

注意到，当 |z| = 3时，成立

|z4 − 8z| ≥ |z|4 − 8|z| = 57 > 10

因此由 Rouché定理3.5.2，方程 z4 − 8z + 10 = 0和 z4 − 8z = 0在 |z| < 3内存在相同数目的根。而 z4 − 8z = 0

的根为 z1 = 0，z2 = 2，z3 = 2ω，z4 = 2ω2，其中 ω为三次单位根，因此 z4 − 8z = 0在 |z| < 3内存在 4个根，

于是方程 z4 − 8z + 10 = 0在 |z| < 3内存在 4个根，进而方程 z4 − 8z + 10 = 0在 1 < |z| < 3内存在 4个根。

引理 3.5.1

♥

对于 C上的多项式
P (z) = anz

n + · · ·+ a1z + a0

令

M = max{|an−1|, · · · , |a0|}

那么当 |z| ≥ 1 +M/|an|时，成立 |P (z)| > 0。

证明 如果M = 0，那么 P (z) = anz
n，因此显然当 |z| ≥ 1时，|P (z)| > 0。

如果M > 0，由于当 |z| ≥ 1 +M/|an|时，成立
M |z|n

|z| − 1
≤ |an||z|n

那么

|P (z)| = |anzn + · · ·+ a1x+ a0|

≥ |anzn| − |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0|

≥ |anzn| − (|an−1z
n−1|+ · · ·+ |a1z|+ |a0|)

≥ |anzn| −M(|z|n−1 + · · ·+ |z|+ 1)

= |anzn| −M
1− |z|n

1− |z|

> |anzn| −
M |z|n

|z| − 1

≥ 0

推论 3.5.1 (代数基本定理)

♥C上的 n次多项式在 C上存在 n个根。

证明 不妨记 C上的 n次多项式为

P (z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an

由引理3.5.1，多项式 a1z
n−1 + · · ·+ an的根在某个圆D内。由于 zn存在且存在 n个零根，那么当D的半径充

分大时，对于任意 z ∈ ∂D，成立
|a1zn−1 + · · ·+ an|

|zn|
<

1

2

那么由 Rouché定理3.5.2，P (z)存在 n个根。
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3.5 辐角原理

定理 3.5.3 (开映射定理)

♥如果 f 为开集 Ω ⊂ C上的全纯函数，那么或 f 为开映射，或 f 为常函数。

证明 假设 f 不为常函数，取开集 G ⊂ Ω，任取 w0 ∈ f(G)，那么存在 z0 ∈ G，使得成立 w0 = f(z0)。由唯一

性定理2.3.4，结合 f 不为常函数，那么存在 r > 0，使得对于任意 z ∈ Dr(z0) ⊂ G，成立若 f(z) = f(z0)，则

z = z0。取 δ = min
z∈∂Dr(z0)

|f(z)− w0|，对于任意 w ∈ Dδ(w0)，考虑

f(z)− w = (f(z)− w0) + (w0 − w)

由于在 ∂Dr(z0)上成立

|f(z)− w0| ≥ δ, |w0 − w| < δ

那么由 Rouché定理3.5.2，f(z) − w与 f(z) − w0 在 Dr(z0)中的零点个数相同。由于 f(z) − w0 在 Dr(z0)中存

在零点 z0，那么 f(z)− w在在 Dr(z0)中存在零点 zw，因此

w = f(zw) ∈ f(Dr(z0))

由 w的任意性，Dδ(w0) ⊂ f(Dr(z0)) ⊂ f(G)，从而 f(G)为开集，进而 f 为开映射。

定理 3.5.4 (最大模原理)

♥
如果 f 为区域 Ω ⊂ C上的全纯函数，那么或 |f |不在 Ω内取到最大值，或 f 为常函数。

证明 如果 f 不为常函数，且在 z0 ∈ Ω处 |f |取最大值，那么存在 r > 0，使得成立 Dr(z0) ⊂ Ω。由开映射定

理3.5.3，f(Dr(z0))为开集，因此存在 w ∈ Dr(z0)，使得 |f(w)| = |f(z0)|+ r/2 > |f(z0)|，矛盾！

命题 3.5.1

♠

对于开圆盘Dr = {z ∈ C : |z| < r}，如果 f 在Dr 上全纯，且存在 A > 0，使得当 |z| = r时，|f(z)| > A，

同时 |f(0)| < A，证明：f 在 Dr 内存在零点。

证明 假设 f 在Dr 内无零点，那么定义 g = 1/f，于是当 |z| = r时，|g(z)| = 1
|f(z)| <

1
A，而 |g(0)| = 1

|f(0)| >
1
A，

这与最大模原理3.5.4矛盾！因此 f 在 Dr 内无零点。

命题 3.5.2

♠

对于单位开圆盘 D = {z ∈ C : |z| < 1}，如果 {wk}nk=1 ⊂ ∂D，那么存在 z ∈ ∂D，使得成立
n∏

k=1

|z − wk| ≥ 1

进而存在 w ∈ ∂D，使得成立
n∏

k=1

|w − wk| = 1

证明 定义函数

f(z) =

n∏
k=1

(z − wk), z ∈ C

注意到

|f(0)| =
n∏

k=1

|wk| = 1

那么由最大模原理3.5.4
sup
z∈∂D

|f(z)| ≥ |f(0)| = 1

又 ∂D为紧集，所以存在 z ∈ ∂D，使得 |f(z)| ≥ 1。
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3.5 辐角原理

又由于 f 的连续性，且 f(w1) = 0，那么存在 w使得成立 |f(w)| = 1。

定理 3.5.5 (Schwartz引理)

♥

对于单位开圆盘 D，如果 f : D → D为全纯函数，且 f(0) = 0，那么

|f ′(0)| ≤ 1, |f(z)| ≤ |z|, z ∈ D

当且仅当存在 θ ∈ R，使得 f(z) = eiθz时等号成立。

证明 构造

g(z) =

f(z)/z, z ∈ D \ {0}

f ′(0), z = 0

那么 g(z)在 D内全纯。由最大模原理3.5.4，对于任意 0 < r < 1，成立

max
|z|<r

|g(z)| ≤ max
θ∈R

|g(reiθ)| = max
θ∈R

|f(reiθ)|
r

≤ 1

r

令 r → 1，那么 |g(z)| ≤ 1，于是

|f ′(0)| ≤ 1, |f(z)| ≤ |z|, z ∈ D

若存在 z 6= 0，使得成立 |f(z)| = |z|或 |f ′(0)| = 1，则由最大模原理3.5.4，g为常函数，因此存在 θ ∈ R，使得
f(z) = eiθz。

定理 3.5.6 (Schwartz-Pick引理)

♥

对于单位开圆盘 D，如果 f : D → D为全纯函数，那么∣∣∣∣∣ f(z)− f(w)

1− f(z)f(w)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣∣ , z, w ∈ D

证明 首先容易证明对于 z, w ∈ D，当 wz 6= 1时，成立∣∣∣∣ w − z

1− wz

∣∣∣∣ ≤ 1

当且仅当 |z| = 1或 |w| = 1时等号成立。

对于 w ∈ D，定义映射

φw : D −→ D

z 7−→ w − z

1− wz

我们来证明 φw 为全纯双射。注意到

lim
h→0

φw(z + h)− φw(z)

h
= lim

h→0

|w|2 − 1

(1− w(z + h))(1− wz)
=

|w|2 − 1

(1− wz)2

因此 φw 为全纯映射。同时注意到

(φw ◦ φw)(z) = z

因此 φw 为双射。

由于 φw(w) = 0，那么 φ−1
w (0) = w。考察映射

ψw = φf(w) ◦ f ◦ φ−1
w

由于 φw 和 f 均为 D → D上的全纯函数，那么 ψw 为为 D → D上的全纯函数，且

ψw(0) = (φf(w) ◦ f ◦ φ−1
w )(0) = 0

于是由 Schwartz引理3.5.5，对于任意 z ∈ D，成立

|ψw(z)| ≤ |z|
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3.6 同伦与单连通区域

即

|(φf(w) ◦ f ◦ φ−1
w )(z)| ≤ |z|

而 φw 为双射，因此存在 z′ ∈ D，使得成立 z = φw(z
′)，因此

|(φf(w) ◦ f)(z′)| ≤ |φw(z
′)|

进而 ∣∣∣∣∣ f(w)− f(z′)

1− f(w)f(z′)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ w − z′

1− wz′

∣∣∣∣
由 z′ 与 w的任意性，原命题得证！

3.6 同伦与单连通区域

定义 3.6.1 (同伦)

♣

称曲线 α, β : [a, b] → Ω在开集 Ω ⊂ C中同伦，如果存在连续函数 γ : [0, 1]× [a, b] → Ω，使得成立

γ(s, 0) = α(s), γ(s, 1) = β(s), ∀s ∈ [0, 1]

γ(0, t) = α(0) = β(0), γ(1, t) = α(1) = β(1), ∀t ∈ [a, b]

定义 3.6.2 (单连通区域)

♣称区域 Ω ⊂ C是单连通的，如果对于 Ω中任意两条具有相同的始点和终点的曲线都是同伦的。

定理 3.6.1

♥

如果 f 在开集 Ω上是全纯的，那么对于任意 Ω中的同伦曲线 γ0 和 γ1，成立∫
γ0

f(z)dz =

∫
γ1

f(z)dz

定理 3.6.2

♥单连通区域中任何全纯函数都存在原函数。

3.7 复对数

定理 3.7.1

♥

如果 Ω为单连通区域，且 1 ∈ Ω, 0 /∈ Ω，那么在 Ω中存在对数的分支 F (z) = logΩ(z)，使得成立

1. F 在 Ω中是全纯的。

2. 对于任意 z ∈ Ω，成立 eF (z) = z。

3. 对于任意 r ∈ R+ ∩ Ω，成立 F (r) = ln r。

定理 3.7.2

♥

对于裂隙平面 Ω = C \ (−∞, 0]，存在对数的主分支

log z = ln r + iθ

其中 z = reiθ 且 r ∈ R+, θ ∈ (−π, π)。
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3.7 复对数

注

log(z1z2) 6= log z1 + log z2

定理 3.7.3

♥

对于 |z| < 1，成立

log (1 + z) =

∞∑
n=1

(−1)n+1 z
n

n

定义 3.7.1 (幂)

♣

如果 Ω为单连通区域，且 1 ∈ Ω, 0 /∈ Ω，选择对数的分支，对于任意 α ∈ C，定义幂

zα = eα log z

定理 3.7.4

♥

如果函数 f 在单连通区域 Ω上是全纯非零函数，那么在 Ω上存在全纯函数 g，使得成立

f(z) = eg(z)

其中 g(z)可以表示为 log f(z)，并确定了该对数的一个分支。

命题 3.7.1

♠

如果 a > 0，那么 ∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx =

π

2a
log a

证明 记 f(z) = log z
z2+a2  ，积分路径为

γ1 : z = t, t : ε→ R

γ2 : z = −t, t : R→ ε

Cε : z = εeit, t : π → 0

CR : z = Reit, t : 0 → π

注意到当 ε < a < R时，f 在积分路径围成的区域内存在一阶极点 z = ai，其留数为

resaif = lim
z→ai

(z − ai)f(z) =
log a+ iπ2

2ai

因此由留数公式∫
γ1

f(z)dz +

∫
γ2

f(z)dz +

∫
Cε

f(z)dz +

∫
CR

f(z)dz = 2πiresaif =
π log a

a
+ i

π2

2a

考察各项积分。对于 Cε 项∫
Cε

f(z)dz = ε

∫ π

0

teit

ε2ei2t + a2
dt− iε ln ε

∫ π

0

eit

ε2ei2t + a2
dt→ 0 (ε→ 0+)
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3.7 复对数

对于 CR 项 ∣∣∣∣∫
CR

f(z)dz

∣∣∣∣ = R

∣∣∣∣∫ π

0

(i lnR− t)eit

R2ei2t + a2
dt

∣∣∣∣
≤ R

∫ π

0

|i lnR− t|
|R2ei2t + a2|

dt

≤ R

∫ π

0

π + lnR

R2 − a2
dt

= πR
π + lnR

R2 − a2

因此

lim
R→∞

∫
CR

f(z)dz = 0

对于 γ2 项 ∫
γ2

f(z)dz =

∫ R

ε

log t+ iπ

t2 + a2
dt =

∫ R

ε

log t

t2 + a2
dt+ iπ

∫ R

ε

dt

t2 + a2

而 ∫ ∞

0

dt

t2 + a2
=

π

2a

因此当 ε→ 0且 R→ ∞ 时，成立

2

∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx+ i

π2

2a
=
π log a

a
+ i

π2

2a

因此 ∫ ∞

0

log x

x2 + a2
dx =

π

2a
log a

命题 3.7.2

♠

如果 |a| < 1，那么 ∫ 2π

0

log |1− aeiθ|dθ = 0

事实上，|a| ≤ 1时，上式仍然成立。

证明 记 f(z) = log(1−az)
iz , |z| ≤ 1，由于 1− az ∈ {x+ iy : x > 0, y ∈ R}，因此 log(1− az)在 |z| ≤ 1时全纯。注

意到 z = 0为 f(z)的可去奇点，因此 f(z)在 |z| ≤ 1全纯，那么∫
|z|=1

f(z)dz = 0

进而 ∫ 2π

0

log |1− aeiθ|dθ = Re
∫
|z|=1

f(z)dz = 0

而当 |a| = 1时，记 a = eiα ，注意到∫ 2π

0

log |1− aeiθ|dθ =
∫ 2π

0

log |1− ei(θ+α)|dθ =
∫ 2π

0

log |1− eiθ|dθ = 4

∫ π
2

0

ln(2 sin θ)dθ = 0
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3.7 复对数

最后的积分是因为

I =

∫ π
2

0

ln(sinx)dx

= 2

∫ π
4

0

ln(sin 2x)dx

= 2

∫ π
4

0

(ln 2 + ln(sin x) + ln(cos x))dx

=
π

2
ln 2 + 2I

因此

I =

∫ π
2

0

ln(sinx)dx = −π
2
ln 2
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附录 A 单复变函数定理扩展

定理 A.0.1 (Bieberbach定理)

♥

对于单位圆盘 D上的单的全纯函数 f，如果 f(0) = 0，且 f ′(0) = 1，那么作 Taylor展式

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

成立

|an| ≤ n, n ∈ N

定理 A.0.2 (Koebe定理 1/4掩盖定理)

♥
对于单位圆盘 D上的单的全纯函数 f，如果 f(0) = 0，且 f ′(0) = 1，那么 f(D) ⊃ D/4。

证明 作 Taylor展式

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

任取 w /∈ f(D)，令

g(z) =
wf(z)

w − f(z)
=

∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
zn = z +

(
a2 +

1

w

)
z2 +

∞∑
n=3

g(n)(0)

n!
zn

由 Bieberbach定理A.0.1，|a2|且 |a2 + 1/w| ≤ 2，因此

1

|w|
≤
∣∣∣∣a2 + 1

w

∣∣∣∣+ |a2| ≤ 4

从而 |w| ≥ 1/4，进而 f(D) ⊃ D/4。

引理 A.0.1

♥

对于单位圆盘 D上的全纯函数 f，如果 f(D) ⊂MD，|f(0)| 6= 0，那么当 |z| = r < |f(0)| < M 时，成立

|f(z)| ≥ M(|f(0)| −Mr)

M − r|f(0)|

证明 当M = 1时，由 Schwartz-Pick引理3.5.6

|z| ≥

∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣ , z ∈ D

从而

1− |z|2 ≤ 1−

∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣
2

=
(1− |f(z)|2)(1− |f(0)|2)

|1− f(z)f(0)|2
≤ (1− |f(z)|2)(1− |f(0)|2)

(1− |f(z)||f(0)|)2

因此

|z|2 ≥ 1− (1− |f(z)|2)(1− |f(0)|2)
(1− |f(z)||f(0)|)2

=
(|f(z)| − |f(0)|)2

(1− |f(z)||f(0)|)2

进而

|z| ≥ ||f(z)| − |f(0)||
1− |f(z)||f(0)|

解之

|f(z)| ≥ |f(0)| − |z|
1− |z||f(0)|

=
|f(0)| − r

1− r|f(0)|



当M 6= 1时，令 g = f/M，从而由

|g(z)| ≥ |g(0)| − |z|
1− |z||g(0)|

=
|g(0)| − r

1− r|g(0)|
可得

|f(z)|
M

≥
|f(0)|
M − |z|

1− |z| |f(0)|M

=
|f(0)|
M − r

1− r |f(0)|M

⇐⇒ |f(z)| ≥ M(|f(0)| −Mr)

M − r|f(0)|

引理 A.0.2

♥

对于单位圆盘 D上的全纯函数 f，如果 f(D) ⊂ MD，且 f(0) = 0，f ′(0) = 1，那么M ≥ 1，且 f 在 ηD
中为单射，其中 η = 1/(M +

√
M2 − 1)。

证明 作 Taylor展式

f(z) =

∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
zn =

∞∑
n=0

anz
n

由 Cauchy不等式

|f (n)(0)| ≤ n!

rn
sup
|z|=r

|f(z)| < n!

rn
M, r < 1

从而

|an| =
|f (n)(0)|

n!
≤ M

rn
, n ∈ N, r < 1

令 r → 1−，从而

|an| ≤M, n ∈ N

而 |a1| = |f ′(0)| = 1，从而M ≥ 1。

若 f 在 ηD中不为单射，则存在 z1 6= z2 ∈ D，使得成立 f(z1) = f(z2) = β。不妨 |z1| ≤ |z2| = ρ < 1/M。令

g(z) =
β
M − f(z)

M

1− ρ
M

f(z)
M

=
M(β − f(z))

M2 − βf(z)

则 |g| < M，且 g(z1) = g(z2) = 0。再令

h(z) =
g(z)(1− z1z)(1− z2z)

(z − z1)(z − z2)

则 h在 D内全纯。断言：|h| < M。事实上，由最大模原理3.5.4，|h|在 ∂D上取到；而 z → ∂D，|g(z)| < M，从

而 |h| < M。因此

|h(0)| = |g(0)|
|z1z2|

< M

而 |g(0)| ≤ β，则 β < M |z1z2| < Mρ2。令

φ(z) =

f(z)/z, z 6= 0

f ′(0) = 1, z = 0

则 φ在 D内全纯，且 |φ| < M。由引理A.0.1，当 |z| = ρ < 1/M 时

|φ(z)| ≥ M(φ(0)−Mρ)

M − φ(0)ρ
=
M(1−Mρ)

M − ρ
=⇒ |f(z)| ≥ M(1−Mρ)

M − ρ
|z|

结合

β = |f(z2)| ≥
M(1−Mρ)

M − ρ
|z2| =

M(1−Mρ)

M − ρ
ρ =⇒ Mρ2 ≥ M(1−Mρ)

M − ρ
ρ =⇒ ρ ≥ 1

M +
√
M2 − 1

可得要使得 f 在 ρD中不为单射，从而当 ρ < 1/(M +
√
M2 − 1)时，f 在 ρD中为单射。
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定理 A.0.3 (Landou引理)

♥

对于单位圆盘 D上的全纯函数 f，如果 f(0) = 0，f(D) ⊂ D，0 < f ′(0) = α ≤ 1，那么 f 在 ηD上为单
射，且 η2D ⊂ f (ηD)，其中 η = α/(1 +

√
1− α2)。

证明 令 F (z) = f(z)/α，则 F (0) = 0，F ′(0) = 1，且 F (D) ⊂ D/α。由引理A.0.2，则 F 在 ηD中为单射，其中

η =
1

M +
√
M2 − 1

=
1

1
α +

√
1
α2 − 1

=
α

1 +
√
1− α2

当 |z| = η时，由引理A.0.2

|F (z)| ≥ M(1−Mη)

M − η
|z|

从而

|f(z)| ≥
1− 1

αη
1
α − η

η =
α− η

1− αη
η ≥ η2

由 Rouché定理3.5.2，η2D ⊂ f (ηD)。
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附录 B 单复变经典定理

定义 B.0.1 (全纯函数)

♣

称函数 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上为全纯函数，如果成立如下命题之一。
1. 对于任意 z ∈ Ω，存在极限

lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h

2. 函数 u和 v在 Ω 上连续可微，且成立 Cauchy-Riemann方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

3. 函数 f 在 Ω上连续，且对于任意分段光滑闭曲线 γ，成立∫
γ

f(z)dz = 0

4. 对于任意 z0 ∈ Ω，存在 r > 0，使得对于任意 z ∈ Dr(z0)，成立幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

定理 B.0.1 (Cauchy-Riemann方程)

♥

如果函数 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上全纯，那么
∂f

∂x
=

1

i

∂f

∂y

即
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

证明 由于存在极限

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
= lim

(h1,h2)→(0,0)
=
f(x+ h1, y + h2)− f(x, y)

h1 + ih2

那么当 h沿实轴时

f ′(z) = lim
h1→0

=
f(x+ h1, y)− f(x, y)

h1
=
∂f

∂x
(z)

当 h沿虚轴时

f ′(z) = lim
h2→0

=
f(x, y + h2)− f(x, y)

ih2
=

1

i

∂f

∂y
(z)

从而
∂f

∂x
=

1

i

∂f

∂y

即
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

定理 B.0.2 (Cauchy-Riemann方程逆定理)

♥

如果函数 f = u+ iv在开集 Ω ⊂ C上成立 Cauchy-Riemann方程
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

那么 f 在 Ω上全纯。



证明 由于函数 u和 v在 Ω 上连续可微，那么

u(x+ h1, y + h2)− u(x, y) =
∂u

∂x
h1 +

∂u

∂y
h2 + hψ1(h)

v(x+ h1, y + h2)− v(x, y) =
∂v

∂x
h1 +

∂v

∂y
h2 + hψ2(h)

其中

lim
h→0

ψ1(h) = lim
h→0

ψ2(h) = 0

令

h = h1 + ih2, ψ = ψ1 + iψ2

从而由 Cauchy-Riemann方程

f(z + h)− f(z) =

(
∂u

∂x
− i

∂u

∂y

)
h+ hψ(h)

从而 f 为全纯函数，且

f ′ =
∂u

∂x
− i

∂u

∂y
= 2

∂u

∂z
=
∂f

∂z

定理 B.0.3 (Goursat定理)

♥

如果函数 f 在开集 Ω ⊂ C上全纯，那么对于任意三角形 T ⊂ Ω，成立∫
T

f(z)dz = 0

定理 B.0.4 (Cauchy积分定理)

♥

对于边界分段光滑的区域 Ω ⊂ C，如果函数 f 在 Ω上全纯且在 Ω上连续，那么∫
∂Ω

f(z)dz = 0

定理 B.0.5 (Cauchy积分公式)

♥

对于边界分段光滑的区域 Ω ⊂ C，如果函数 f 在 Ω上全纯且在 Ω上连续，那么对于任意 z ∈ Ω，成立

f(z) =
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ

同时 f 在 Ω上无穷阶可导，且对于任意 z ∈ Ω，成立

f (n)(z) =
n!

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

推论 B.0.1 (平均值性质)

♥

对于在开集 Ω ⊂ C上全纯的函数 f，如果 z0 ∈ Ω且 Dr(z0) ⊂ Ω，那么

f(z0) =
1

2π

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)dθ

证明 由 Cauchy积分公式2.3.2，这几乎是显然的！

推论 B.0.2 (Cauchy不等式)

♥

对于开集 Ω ⊂ C上的全函数 f，如果 Dr(z0) ⊂ Ω，那么

|f (n)(z0)| ≤
n!

rn
sup

|z−z0|=r

|f(z)|
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证明 由 Cauchy积分公式2.3.2

|f (n)(z0)| =
∣∣∣∣ n!2πi

∫
∂D

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ n!2πi

∫ 2π

0

f(z0 + reiθ)

(reiθ)n+1
rieiθdθ

∣∣∣∣
≤ n!

rn
sup

|z−z0|=r

|f(z)|

定理 B.0.6 (Taylor展开)

♥

对于开集 Ω上的全纯函数 f，如果 Dr(z0) ⊂ Ω，那么 f 存在幂级数展开

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, z ∈ Dr(z0)

其中

an =
f (n)(z0)

n!
, n ∈ N

证明 任取 z ∈ Dr(z0)，由 Cauchy积分公式2.3.2

f(z) =
1

2πi

∫
∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ

对于 ζ ∈ ∂D，考虑几何级数

1

ζ − z
=

1

ζ − z0

1

1− z−z0
ζ−z0

=
1

ζ − z0

∞∑
n=0

(
z − z0
ζ − z0

)n

从而由 Cauchy积分公式2.3.2

f(z) =

∞∑
n=0

(
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ

)
(z − z0)

n =

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n

推论 B.0.3 (Liouville定理)

♥

1. 如果 f 是 C上的有界整函数，那么 f 是常函数。

2. 如果 f 是 C上的下有界整函数，那么 f 是常函数。

3. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 u存在上界，那么 f 是常函数。

4. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 u存在下界，那么 f 是常函数。

5. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 v存在上界，那么 f 是常函数。

6. 对于 C上的整函数 f = u+ iv，如果 v存在下界，那么 f 是常函数。

证明 对于 1，由于 f 在 C上有界，那么存在M ∈ R，使得对于任意 z ∈ C，成立 |f(z)| ≤ M。由 Cauchy不等
式2.3.2，对于任意 z0 ∈ C与 r > 0，成立

|f ′(z0)| ≤
1

r
sup

|z−z0|=r

|f(z)| ≤ M

r
→ 0 (r → ∞)

从而 f ′ = 0。由推论1.4.2，f 为常函数。
对于 2，如果 f 下有界，那么 1/f 为有界整函数，因此由 1，1/f 为常函数，进而 f 为常函数。

对于 3，如果 u上有界，那么考虑 ef。由于

|ef | = |eu+iv| = eu

因此 ef 有界。由 1，ef 为常函数，进而 f 为常函数。

对于 4，如果 u下有界，那么由 |f | ≥ |u|，可知 f 下有界。由 2，f 为常函数。
对于 5，如果 u上有界，那么考虑 ev+iu。由于

|ev+iu| = ev
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因此 ev+iu 有界。由 1，ev+iu 为常函数，进而 u与 v为常函数，即 f 为常函数。

对于 6，如果 v下有界，那么由 |f | ≥ |v|，可知 f 下有界。由 2，f 为常函数。

推论 B.0.4 (代数基本定理)

♥C上的非常数多项式在 C中存在根。

证明 考虑 n次多项式

P (z) = anz
n + · · ·+ a1x+ a0

假设 P (z)无根。由于
P (z)

zn
= an +

(an−1

z
+ · · ·+ a0

zn

)
→ an (|z| → ∞)

那么存在 r > 0，使得成立

|P (z)| ≥ |an|
2

|z|n, |z| > r

从而 P (z)在 |z| > r时存在下界。由于 P (z)为连续函数且无零点，那么 P (z)在紧集 |z| ≤ r上有界，因此 P (z)

在 C上存在下界，进而 1/P (z)为有界整函数。由 Liouville定理2.3.3，1/P (z)为常函数，即 P (z)为常函数，矛

盾！进而 P (z)存在根。

定理 B.0.7 (唯一性定理)

♥

对于在区域 Ω ⊂ C上的全纯函数 f，如果存在 {zn}∞n=1 ⊂ Ω，使得对于任意 n ∈ N∗，成立 f(zn) = 0，且

lim
n→∞

zn ∈ Ω，那么在 Ω上成立 f = 0。

证明 记 z0 = lim
n→∞

zn，由于 Ω为开集，因此存在 r > 0，使得 Dr(z0) ⊂ Ω。考虑幂级数展开2.3.3

f(z) =

∞∑
n=0

an(z − z0)
n, z ∈ Dr(z0)

如果 f 在 Dr(z0)上不为 0，那么存在最小的m ∈ N，使得成立 am 6= 0，此时存在多项式 g(z)，使得成立

f(z) = am(z − z0)
m(1 + g(z − z0))

其中当 z → z0 时 g(z − z0) → 0。由于 zn → z0，那么存在 zn0
6= z0，使得成立 |g(zn0

− z0)| < 1/2，从而

am(zn0 − z0)
m 6= 0, 1 + g(zn0 − z0) 6= 0

但是 f(zn0) = 0，因此产生矛盾！进而 f 在 Dr(z0)恒为 0。

记

U = {z ∈ Ω : f(z) = 0}, V = U◦

那么 V 为非空开集。断言 V 为闭集，事实上，对于任意 w ∈ V，存在 {wn}∞n=1 ⊂ V，使得成立 wn → w。由上

述论证，w ∈ V，进而 V 为闭集。令W = Ω \ V 为开集，那么 Ω表示可为开集的不交并

Ω = V tW

由于 Ω为连通集，从而W = ∅，进而 Ω = V，因此在 Ω上成立 f = 0。

推论 B.0.5 (零点孤立性定理)

♥

对于区域 Ω ⊂ C上的非零全纯函数 f，如果 z0 ∈ Ω为 f 的零点，那么存在 r > 0，使得 f 在
◦
Dr(z0)内无

零点。

证明 由唯一性定理2.3.4，命题得证！
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定理 B.0.8 (Morera定理)

♥

对于在开集 Ω ⊂ C上的连续函数 f，如果对于任意分段光滑封闭曲线 γ ⊂ Ω，成立∫
γ

f(z)dz = 0

那么 f 在 Ω上全纯。

定理 B.0.9 (留数计算公式)

♥

如果 z0 ∈ Ω为函数 f 的 n阶极点，那么

resz0f = lim
z→z0

1

(n− 1)!

dn−1

dzn−1
(z − z0)

nf(z)

定理 B.0.10 (留数公式)

♥

对于边界分段光滑的区域 Ω上的函数 f，如果 z1, · · · , zn ∈ Ωγ 为 f 的极点，同时 f 在 Ω \ {z1, · · · , zn}上
全纯，在 Ω \ {z1, · · · , zn}上连续，那么∫

∂Ω

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

reszkf

定理 B.0.11 (Rouché定理)

♥

对于开集 Ω ⊂ C上的全纯函数 f 和 g，如果开圆 D ⊂ Ω，且对于任意 z ∈ ∂D，成立

|f(z)| > |g(z)|

那么 f 和 f + g在 D上存在相同数目的零点。

推论 B.0.6 (代数基本定理)

♥C上的 n次多项式在 C上存在 n个根。

证明 不妨记 C上的 n次多项式为

P (z) = zn + a1z
n−1 + · · ·+ an

由引理3.5.1，多项式 a1z
n−1 + · · ·+ an的根在某个圆D内。由于 zn存在且存在 n个零根，那么当D的半径充

分大时，对于任意 z ∈ ∂D，成立
|a1zn−1 + · · ·+ an|

|zn|
<

1

2

那么由 Rouché定理3.5.2，P (z)存在 n个根。

定理 B.0.12 (开映射定理)

♥如果 f 为开集 Ω ⊂ C上的全纯函数，那么或 f 为开映射，或 f 为常函数。

证明 假设 f 不为常函数，取开集 G ⊂ Ω，任取 w0 ∈ f(G)，那么存在 z0 ∈ G，使得成立 w0 = f(z0)。由唯一

性定理2.3.4，结合 f 不为常函数，那么存在 r > 0，使得对于任意 z ∈ Dr(z0) ⊂ G，成立若 f(z) = f(z0)，则

z = z0。取 δ = min
z∈∂Dr(z0)

|f(z)− w0|，对于任意 w ∈ Dδ(w0)，考虑

f(z)− w = (f(z)− w0) + (w0 − w)

由于在 ∂Dr(z0)上成立

|f(z)− w0| ≥ δ, |w0 − w| < δ

那么由 Rouché定理3.5.2，f(z) − w与 f(z) − w0 在 Dr(z0)中的零点个数相同。由于 f(z) − w0 在 Dr(z0)中存
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在零点 z0，那么 f(z)− w在在 Dr(z0)中存在零点 zw，因此

w = f(zw) ∈ f(Dr(z0))

由 w的任意性，Dδ(w0) ⊂ f(Dr(z0)) ⊂ f(G)，从而 f(G)为开集，进而 f 为开映射。

定理 B.0.13 (最大模原理)

♥
如果 f 为区域 Ω ⊂ C上的全纯函数，那么或 |f |不在 Ω内取到最大值，或 f 为常函数。

证明 如果 f 不为常函数，且在 z0 ∈ Ω处 |f |取最大值，那么存在 r > 0，使得成立 Dr(z0) ⊂ Ω。由开映射定

理3.5.3，f(Dr(z0))为开集，因此存在 w ∈ Dr(z0)，使得 |f(w)| = |f(z0)|+ r/2 > |f(z0)|，矛盾！
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