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第一章：多项式  
1.数域  

定义数域：对于 ，如果 ，且 对于和、差、积、商是封闭的，那么 成为数域。

定理：任意数域 满足

即任意数域都包含有理数域，有理数域是最小的数域。

定理：

与 之间存在无数的数域, 与 之间不存在的数域。

2.一元多项式  
定义一元多项式：如果 ，形式表达式

其中 且 为符号或文字，那么称 为数域 中的一元多项式。

特别的， 称为零多项式。

定义一元多项式环：数域 中的所有一元多项式的全体成为数域 中的一元多项式环，记作 ， 称为 的系数域。

如果以下不做特殊说明，一元多项式均在数域 中讨论。

定义一元多项式的次数：对于数域 中的一元多项式

其中 ，如果 ，那么称一元多项式 的系数为 ，记作 。

特别的，零多项式不定义次数。

如果 ，那么

如果 ，那么

定义一元多项式的相等：称一元多项式

相等，当且仅当以下两点之一成立

且对于 ，成立

两多项式 和 相等，记作 。

3.整除  
定义整除：对于 ，称 整除 ，如果存在 ，使得成立

记作 ，此时称 为 的因式。

对于任意 ，成立 。

对于任意 和任意 且 ，成立 。

对于任意 ，成立 。

如果 且 ，那么 ，其中 且 。

整除的传递性：如果 且 ，那么 。

如果 且 ，那么对于任意 ，成立

对于任意 ​，成立
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两多项式之间的整除关系不因系数域的扩大而改变。

定义带余除法：对于任意 ，其中 ，存在且存在唯一 ，使得成立

其中或 或 。

4. 最大公因式  
定义公因式：对于 ，如果 且 ，那么称 为 的公因式。

定义最大公因式：对于 ，称 为 的最大公因式，如果同时成立

对于满足 且 的 ，成立

定义首一最大公因式：容易知道，两多项式 的最大公因式在相差常数倍的意义下是唯一的，如果 ，那

么以  表示首一最大公因式。

特别的，对于任意 ， 和 的最大公因式为 。

如果 ，那么 。

如果

那么

定理最大公因式的存在性：对于任意 ，存在 ，使得 为 的最大公因式，且存在

，使得成立

如果 ，那么 。

如果 ，那么 。

如果 ，运用带余除法，由于

那么成立

的首项系数为 ，记 ，于是

且

其中 满足

且

定理：存在等式

那么 和 有相同的公因式，从而

定理：以下说法等价

为 的最大公因式。

且
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且存在 使得成立

定义互素：对于 ，称 是互素的，如果

定理互素的充要条件： 和 互素，当且仅当存在 ，使得成立

定理：以下命题等价

和 互素。

和 互素。

存在 ，使得 和 互素。

存在 ，使得 和 互素。

定理： 和 互素 和 互素且 和 互素。

定理： 和 互素，且 ，那么

定理： 为首一多项式，且 ，那么 。

定理： 且 和 互素，那么

定理： 不全为零，且 ，那么 和 互素。

定理：如果 不全为零， 和 互素。

定理：对于任意 ，存在 ，使得 和 互素。

5.因式分解定理  
定义不可约多项式：称 为数域 上的不可约多项式，当且仅当同时成立以下两点

不存在非零多项式 满足

且

注：

一次多项式不可约。

多项式是否可约依赖于系数域。

对于任意数域 ，存在无穷多个互素的不可约多项式。

定理：对于数域 上次数不小于 的多项式 ，以下命题等价

为不可约多项式。

不存在非零多项式 满足

且

仅有形如 与 的因式，其中 且 。

对于任意 ，或 ，或 。

对于任意 ，如果 ，那么或 ，或 。

定理因式分解及唯一性定理：对于数域 上次数不小于 的任意多项式 ，存在数域 上的互素的首一不可约多项式

，使得成立

其中 为 的首项系数且 。所谓唯一性，体现在，如果存在数域 上的互素首一不可约多项式 和

互素首一不可约多项式 ，使得成立

其中 且 ，那么有 ，同时
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且如果 ，那么 ，这里 。如此形式的分解式称之为标准分解式。

该定理的证明仅依赖于不可约多项式的定义。

定理：对于数域 上次数不小于 的多项式 ，记二者的标准分解式为

整除性：

且如果 ，那么 。

互素性：

可约性：如果 可约，那么或 且 ，或 。

6.重因式  
定义因式称 为多项式 在数域 上的 重因式，当且仅当 不可约，且 ，而 ，其中

。

： 不为 的因式。

：称 为 的单因式。

：称 为 的重因式。

定理：对于数域 上的多项式 ，以下命题等价

称 为 的 重因式。

不可约，且 ，而 。

不可约，同时存在 ，使得 ，且 。

定理：如果不可约多项式 是 的 重因式，其中 ，那么 是 的微商 的 重因式。

定理：如果不可约多项式 是 的 重因式，其中 ，那么 是 的因式，但不是 的因式。

定理：如果 为不可约多项式，那么 为 的重因式 为 和 的公因式。

定理： 不存在重因式当且仅当和 互素。

定理：对于数域 上次数不小于 的多项式 ，记其标准分解式为

其中 为 的首项系数且 ，其微商为

从而

进而

7.多项式函数  
定义多项式函数：如果 ，规定 对应 ，那么称映射

为多项式函数，记为 。

定理余数定理：对于多项式函数 ，以 除 ，所得余式为常数 。

定义根：称 为多项式函数 的根，当且仅当 为 的因式。

定义 重根：称 为多项式函数 的 重根，当且仅当 为 的 重因式，其中 。

：称 为 的单根。

：称 为 的重根。

定理：对于多项式函数 ，以下命题等价

为多项式函数 的根。

存在多项式函数 ，使得 。

定理：多项式函数 存在重根，当且仅当存在 使得成立
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定理： 是多项式函数 的 重根

且

定理：数域 中的 次多项式函数在数域 中的根不多于 个，其中重根依重数计算，且 。

定理：对于非零且次数不多于 的多项式函数 ，如果存在 个不同的数 使得

那么

8.复系数与实系数多项式的因式分解  
定理代数基本定理：任一次数不小于 的复系数多项式在复数域 中存在一根。

任一次数为 的复系数多项式在复数域 中存在 个根，其中重根依重数计算。

任一次数不小于 的复系数多项式在复数域 中存在一个一次因式。

定理复系数多项式因式分解定理：对于任一次数不小于 的复系数多项式在复数域 中可以唯一的分解为一次因式的乘积，即对于

，存在标准分解式

其中 为不同的复数， 为正整数，且

定理虚根成对定理：如果 为多项式 的根，那么 亦为多项式 的根。

定理实系数多项式因式分解定律：对于任一次数不小于 的复系数多项式在实数域 中可以唯一的分解为一次因式与不可约二次因式的

乘积，即对于 ，存在标准分解式

其中 均为实数， 均为正整数，并且 。

9.有理系数多项式  
本节以 表示 为整系数多项式。

定义本原多项式：称非零整系数多项式

为本原多项式，当且仅当

定理：对于任一有理系数多项式 ，存在有理数 和本原多项式多项式 ，使得成立

定理Gauss引理：两个本原多项式的乘积亦为本原多项式。

定理：非零整系数多项式能分解为两个次数较低的有理系数多项式的乘积，当且仅当其能分解为两个次数较低的整系数多项式的乘积。

定理：对于多项式 ，如果 为本原多项式，且 ，那么 。

定理：对于

其中 ，如果存在即约的有理根 ，那么成立

特别的，如果 ，且 存在有理根，那么其均为正数根，且为 的因子。

定理Eisenstein判别法：对于

其中 ，如果存在素数 ，使得成立

那么 在有理数域 上不可约。

定理：有理数域 上存在任意次数的不可约多项式，如 。

定理：对于二次或三次有理系数多项式 ，以下说法等价

无有理根。

在 上不可约。

定理：在数域 上， 与 有相同的可约性，其 。
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第二章：行列式  
1.排列  

定义 阶排列：由 构成的有序数组称为 阶排列。

为自然顺序。

定义逆序：对于排列 如果 但 ，那么称 为逆序。

定义逆序数：排列中逆序的总数称为该排列的逆序数，记作 。

定义偶排列：逆序数为偶的排列。

定义奇排列：逆序数为奇的排列。

定义对换：由排列 交换 与 未知得到排列 的变换称为对换。

对换具有可逆性。

对换该边排列的奇偶性。

阶排列共 个，其中奇排列和偶数排列各 个。

任意 阶排列都可以经过有限次对换得到自然排列 ，且对换次数与该排列保持相同的奇偶性。

2.行列式及性质  
定义 阶行列式：

性质

行列互换，行列式不变，即 。

对换行列式中的两行，行列式反号。

和

数乘

把一行的倍数加至另一行，行列式不变。
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如果存在相同的两行，那么行列式为零。

如果存在成比例的两行，那么行列式为零。

特殊矩阵的行列式

上三角矩阵：

下三角矩阵：

反称矩阵行列式为零，即如果 ，那么 。

行列式

Vandermonde行列式：

分块行列式：

3.行列式按一行（列）展开  
定义余子式：定义行列式

中元素 的余子式为
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定义代数余子式：行列式

中元素 的代数余子式为

记作 ，即

定理行列式按行（列）展开：

定理：对于行列式

成立

4.Cramer法则与Laplace展开  
定理Cramer法则：对于齐次方程

如果其系数行列式

那么线性方程存在且存在唯一解

其中

定义 阶子式：对于 阶矩阵 ，任意选取 行 和 列 ，那么称行列式

为原行列式的 阶子式，其中

定义 阶余子式：对于 阶矩阵 ，称行列式
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为 阶子式 ​的余子式，其中 ，同时

且

定义 阶代数余子式：对于 阶矩阵 的 阶子式 ，其余子式为 ，称

定理Laplace展开：对于 阶矩阵 ，其行列式为 ，任意按次序选定 行 ，那么成立



第三章：线性方程组  
1.向量空间  

定义向量：称矩阵

为数域 上的向量，其中

定义向量的相等：对于数域 上的向量

称向量 与 相等，当且仅当

同时

记为

相等为等价关系，具有反身性、对称性和传递性。

定义向量的加法：对于数域 上的两个向量

可做加法，当且仅当

称向量

为向量 和 的和，记作

加法单位元：对于任意向量 ，存在加法单位元 满足

加法逆元：对于任意向量 ，存在且存在唯一向量 满足

交换律：

结合律：

定义向量的数乘：对于数域 上的向量

及 ，称向量

为向量 与数 ​的数量乘积，记作
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秩 最简方程 可解性 主变元 自由变元

唯一解

无穷多解

无解    

乘法单位元：对于任意向量 ，存在数 满足

结合律：

分配律：

定义向量空间：数域 上的向量空间为三元关系 ，其中 为数域 上的向量构成的集合， 为向量加法， 为向量的数乘。

2.线性相关性  
定义线性组合：称向量 为向量组 的线性组合，如果存在 使得成立

定义向量组的等价：称两向量组等价，如果其可以相互线性表出。

等价性具有自反性、对称性和传递性。

定义线性相关：称向量组 线性相关，当且仅当存在不全为零的 使得成立

定理：对于两向量组 和 ，如果向量组 可由 线性表出，且 ，那么向量组

线性相关。

定义极大无关组：称向量组 的部分 为极大无关组，如果向量 线性无关，且对于任意

，向量 可由 线性表出。

定义秩：向量组的极大无关组的向量含有相同的个数，称为该向量组的秩。

3.矩阵的秩  
定义矩阵的秩：

矩阵的行向量组的秩。

矩阵的列向量组的秩。

对于 矩阵 ，如果存在 阶子式不为零，且当 时，任意 阶子式均为 ，从而称矩阵 的秩为 。

矩阵在行初等变换下的行阶梯形矩阵的非零行的个数。

矩阵在列初等变换下的列阶梯形矩阵的非零列的个数。

特别的，零矩阵的秩为 。

矩阵的秩的性质

对于 矩阵 ， 。

矩阵的初等变换不改变矩阵的秩。

对于 阶矩阵

4.线性方程组  
定义矩阵的初等变换

交换两行（列）的位置。

把一行（列）加至另一行（列）。

以非零的数乘某一行（列）。

定义Gauss消元法：以初等行变换将系数矩阵化为最简行阶梯矩阵。

定理非齐次线性方程组解的判定与结构：对于线性方程组

其中 为 矩阵。记 ， 。
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秩 最简方程 可解性 主变元 自由变元

零解

无穷多解

1. ：解唯一， 。

2. ​：特解为

基础解系为矩阵

的列向量 ，因此方程的解为

定理齐次线性方程组解的判定与结构：对于线性方程组

其中 为 矩阵。记 。

1. 解唯一， 。

2. 基础解系为矩阵

的列向量 ，因此方程的解为



第四章：矩阵  
1.矩阵运算  

定义特殊矩阵

零矩阵：

单位矩阵：

定义加法：对于矩阵

称矩阵

为 与 的和，记作

定义数乘：对于数 和矩阵

称矩阵

为 与 的数乘，记作

定义乘法：对于矩阵

称矩阵

为 与 的乘积，其中

记作

定义转置：对于矩阵

称其转置为
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2.行列式和秩  
定理：对于 阶矩阵 和 ，成立

定理：对于矩阵 ，成立

定理矩阵和的秩：对于矩阵 和 ，成立

定理矩阵积的秩：对于矩阵 和 ，成立

定理：对于矩阵 ，如果 和 均为非退化方阵，那么

3.矩阵的逆  
定义可逆：称 阶矩阵 为可逆的，当且仅当存在 阶矩阵 使得成立

记作

定理可逆的充要条件：矩阵 为可逆的，当且仅当 为非退化的，即

定理矩阵的逆的计算：对于 阶矩阵

称矩阵

为矩阵 的伴随矩阵，其中

为矩阵 中元素 的代数余子式，那么矩阵 的逆为

4.矩阵的分块  
定义分块矩阵：对于 矩阵 ，可将其进行分块
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其中 为 矩阵，满足

定义分块矩阵的乘法：对于矩阵 和 ，将其进行分块

其中 为 矩阵， 为 矩阵，那么其积为

其中

定理：对于 阶矩阵 ， 阶矩阵 和 矩阵 ，如果 和 均非退化，那么成立

6.初等矩阵  
定义初等行矩阵：

交换 行和 ​行：

将第 行加至第 行：

以数 乘第 行：

定义初等列矩阵：

交换 列和 ​列：
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将第 列加至第 列：

以数 乘第 列：

定理初等矩阵的逆：

初等行矩阵的逆

初等列矩阵的逆

定理：矩阵的初等行变换等价于左乘初等行矩阵，矩阵的初等列变换等价于右乘初等列矩阵。

定义等价矩阵：称矩阵 和 为等价的，当且仅当存在非退化矩阵 和 ，使得成立

定理：任意矩阵 都与矩阵

等价，其中 。

定理：以下说法等价

矩阵 可逆（非退化）。

存在非退化矩阵 ，使得成立

存在非退化矩阵 ，使得成立

存在初等行变换矩阵 ，使得成立

存在初等行变换矩阵 ，使得成立



存在初等列变换矩阵 ​，使得成立

存在初等列变换矩阵 ​，使得成立



第五章：二次型  
1.二次型及其矩阵表示  

定义二次型：对于文字 ，称系数在数域 中的表达式

为二次型，其中 为对称矩阵。简写为

定义线性替换：对于两组文字 和 ，系数在数域 中的一组关系式

称为由 到 ​的一个线性替换。简写为

称线性替换为非退化的，如果 。

定义合同矩阵：称数域 上的 阶矩阵 和 是合同的，如果存在可逆 阶矩阵 ，使得成立

合同是矩阵间的等价关系。

定理：经过非退化的线性替换，新二次型的矩阵与原二次型的矩阵是合同的。

2.标准形  
定义标准形：对于文字 ，称系数在数域 中的表达式

为标准型，简写为

定理：数域 上任意一个二次型都可以经过非退化的线性替换变成标准形。

定理：数域 上任意一个对称矩阵合同与一个对角矩阵。

定理：对称矩阵的性质

阶对称矩阵 存在 个实特征值 ，并且非零特征值的个数为矩阵的秩 。

阶对称矩阵 存在一组标准正交的特征向量 。

阶对称矩阵 可对角化为

  其中

  那么

3.唯一性  
定义复规范形：对于文字 ，称系数在数域 中的表达式

为标准型。

定义实规范形：对于文字 ，称系数在数域 中的表达式

为标准型。

定理复惯性定理：任意一个复系数的二次型，经过一个适当的非退化线性替换可以变成复规范形，并且规范形是唯一的。
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定理实惯性定理：任意一个实系数的二次型，经过一个适当的非退化线性替换可以变成实规范形，并且规范形是唯一的。

定义惯性系数：在实规范形中，正平方项的个数 称为正惯性指数；负平方项的个数 称为正惯性指数；其差 称为符号差。

定理：任意复对称矩阵 合同与如下对角矩阵

其中 为矩阵 的秩。

定理：任意实对称矩阵 合同与如下对角矩阵

其中 为矩阵 的秩， 为正惯性指数， 为正惯性指数。

4.正定二次型  
定义正定二次型：称二次型 为正定的，如果对于任意非零向量 ，成立

定义正定矩阵：称实对称矩阵 为正定矩阵，如果对于任意非零向量 ，成立

定义半正定矩阵：称实对称矩阵 为正定矩阵，如果对于任意非零向量 ，成立

定义顺序主子式：对于矩阵

称子式

为矩阵 的顺序主子式。

定义主子式：对于矩阵

称子式

为矩阵 的主子式。

定理正定矩阵的等价条件：对于实对称矩阵 ，以下命题等价

为正定矩阵。

的任意顺序主子式为正。

的任意主子式为正。

的任意特征值为正。

存在列满秩实矩阵 ，使得成立

存在实可逆矩阵 ，使得成立

对于任意非零向量 ，成立

定理半正定矩阵的等价条件：对于实对称矩阵 ，以下命题等价

为半正定矩阵。

的任意主子式非负。

的任意特征值非负。

存在实矩阵 ，使得成立
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存在实可逆矩阵 ，使得成立

对于任意非零向量 ，成立



第六章：线性空间  
1.集合与映射  

2.线性空间的定义与简单性质  
定义线性空间：称四元组 为线性空间，如果满足

加法交换律：

加法结合律： 、

加法单位元：存在 ，使得对于任意 ，成立 。

加法逆元：对于任意 ，存在 ，使得成立 。

数乘单位元：存在 ，使得对于任意 ，成立 。

数乘结合律：

数乘左分配律：

数乘右分配律：

线性空间的性质：

加法单位元是唯一的。

加法逆元是唯一的。

$$
0\alpha=0,\quad k0=0,\quad (-1)\alpha=-\alpha

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

\alpha=k_1\beta_1+\cdots+k_n\beta_n

定义等价 ：对于数域 上的线性空间 ，称向量组 和 是等价的，如果其可以相互线性表出。 定义线性相关 ：

k_1\alpha_1+\cdots+k_n\alpha_n=0

定义维数 ：对于数域 上的线性空间 ，如果存在 个线性无关的向量，并且对于任意 个向量，其都是线性相关的，那么称 的维

\dim(V)=n

定义基 ：对于数域 上的 维线性空间 ，称 为基，如果 是线性无关的。 定义坐标 ：对于数域

\alpha=
\begin{pmatrix}
\varepsilon_1&\cdots&\varepsilon_n
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
a_1\\vdots\a_n
\end{pmatrix}

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

A=\begin{pmatrix}
a{11}&\cdots&a{1n}\
\vdots&\ddots&\vdots\
a{n1}&\cdots&a{nn}
\end{pmatrix}

为基 到 的过渡矩阵，如果

\begin{pmatrix}
\eta_1&\cdots&\eta_n
\end{pmatrix}
=
\begin{pmatrix}
\varepsilon_1&\cdots&\varepsilon_n
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
a{11}&\cdots&a{1n}\
\vdots&\ddots&\vdots\
a{n1}&\cdots&a{nn}
\end{pmatrix}

定理坐标变换 ：对于数域 上的 维线性空间 ，矩阵

A=\begin{pmatrix}
a{11}&\cdots&a{1n}\
\vdots&\ddots&\vdots\
a{n1}&\cdots&a{nn}
\end{pmatrix}

为基 到 的过渡矩阵，那么对于向量 ，如果
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\xi=
\begin{pmatrix}
\varepsilon_1&\cdots&\varepsilon_n
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
x_1\\vdots\x_n
\end{pmatrix}
=
\begin{pmatrix}
\eta_1&\cdots&\eta_n
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
y_1\\vdots\y_n
\end{pmatrix}

那么

\begin{pmatrix}
x_1\\vdots\x_n
\end{pmatrix}
=
\begin{pmatrix}
a{11}&\cdots&a{1n}\
\vdots&\ddots&\vdots\
a{n1}&\cdots&a{nn}
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
y_1\\vdots\y_n
\end{pmatrix}

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

L(\alpha_1,\cdots,\alpha_n)={ k_1\alpha+\cdots+k_n\alpha_n:k_1,\cdots,k_n\in\mathbb{P} }

定理 ：对于数域 上的有限维线性空间 ，如果 为 的线性子空间，那么

\dim(W)\le\dim(V)

定理 ：对于数域 上的线性空间 ， ，那么 ，当且仅当向量组

\dim(L(\alpha_1,\cdots,\alpha_n))=\rank(\alpha_1,\cdots,\alpha_n)

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

A+B={ \alpha+\beta:(\alpha,\beta)\in A\times B }

定理 ：对于数域 上的线性空间 ，如果 为 的线性子空间，那么 为 的线性子空间。 定理 ：对于数域

\dim(V_1)+\dim(V_2)=\dim(V_1+V_2)+\dim(V_1\cap V_2)

推论 ：对于数域 上的 维线性空间 ，且 为 的线性子空间，如果 ，那么

\alpha=\begin{pmatrix}
\alpha_1&\cdots&\alpha_m
\end{pmatrix},\qquad
\beta=\begin{pmatrix}
\beta_1&\cdots&\beta_n
\end{pmatrix}

x=\begin{pmatrix}
x_1\\vdots\\ x_m
\end{pmatrix},\qquad
y=\begin{pmatrix}
y_1\\vdots\\ y_n
\end{pmatrix}

那么

L(\alpha)\cap L(\beta)
=\left{ \alpha x: 
\begin{pmatrix}
\alpha&\beta
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}
x\y
\end{pmatrix}=0
\right}
=\left{ \beta y: 
\begin{pmatrix}
\alpha&\beta
\end{pmatrix}
\begin{pmatrix}



x\y
\end{pmatrix}=0
\right}

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

V_1\oplus V_2

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

\mathscr{A}(\alpha+\beta)=\mathscr{A}(\alpha)+\mathscr{A}(\beta)

\mathscr{A}(k\alpha)=k\mathscr{A}(\alpha)

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

(\mathscr{A}+\mathscr{B})(\alpha)=
\mathscr{A}(\alpha)+\mathscr{B}(\alpha)

定义数乘 ：

(k\mathscr{A})(\alpha)=
k\mathscr{A}(\alpha)

定义乘法 ：

(\mathscr{A}\mathscr{B})(\alpha)=
\mathscr{A}(\mathscr{B}(\alpha))

定义逆 ：

\mathscr{A}\mathscr{A}^{-1}=\mathscr{A}^{-1}\mathscr{A}=\mathscr{E}

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

\mathscr{A}(\varepsilon_k)=\alpha_k

定义线性变换的矩阵 ：对于数域 上的 维线性空间 ，如果 为一组基，那么对于线性变换 ，称矩阵

A=\begin{pmatrix}
a{11}&\cdots&a{1n}\
\vdots&\ddots&\vdots\
a{n1}&\cdots&a{nn}
\end{pmatrix}

为线性变换 关于基 的矩阵，如果成立

\mathscr{A}\begin{pmatrix}
\varepsilon_1&\cdots&\varepsilon_n
\end{pmatrix}=
\begin{pmatrix}
\varepsilon_1&\cdots&\varepsilon_n
\end{pmatrix}A

定理 ：对于数域 上的 维线性空间 ，如果 为一组基，那么 线性变换的和对应矩阵的和。 线性变换的数乘对应矩阵的数

\begin{pmatrix}
y_1\\vdots\y_n
\end{pmatrix}
=
A
\begin{pmatrix}
x_1\\vdots\x_n
\end{pmatrix}

定理 ：对于数域 上的 维线性空间 ，如果 关于两组基

\varepsilon_1,\cdots,\varepsilon_n

\eta_1,\cdots,\eta_n

的矩阵分别为 和 ，且从基 到基 的过渡矩阵为 ，那么

B=X^{-1}AX

定义相似矩阵 ：称数域 上的 阶矩阵 和 是相似的，如果存在可逆 阶矩阵 ，使得成立

B=C^{-1} A C

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

\mathscr{A}\xi=\lambda\xi

此时称 为 关于特征值 的特征向量。 定义特征多项式 ：对于数域 上的 阶矩阵 ，称矩阵 的行列式为 的行列式，

f(\lambda)=|\lambda I_n-A|



定理 ：相似矩阵具有相同的特征多项式，因此线性变换的矩阵的特征多项式与基的选择无关。 定理 定理 ：对于数域

f(A)=0

同样的，对于数域 上的 维线性空间 ，如果 维线性变换 的特征多项式，那么

f(\mathscr{A})=0

Error: You can't use 'macro parameter character #' in math mode

\mathscr{A}(V)={ \mathscr{A}(\alpha):\alpha\in V }

核为

\mathscr{A}^{-1}(0)={ \alpha:\mathscr{A}(\alpha)=0 }

定义秩和零度 ：定义 的维度为 的秩，记作 。定义 的维度为 的零度。 定理 ：对于数域 上的

定理维度公式：对于数域 上的 维线性空间 ， 的任一组基和 合起来构成 的一组基，因此

定理：对于数域 上的有限维线性空间 ， 是单射当且仅当其是满射。

7.不变子空间  
定义不变子空间：对于 ， 为子空间，称 为 的不变子空间，简称 -子空间，如果

特别的，定义

定理：对于数域 上的有限维线性空间 ，将 分解为

在每一个 ​中去一组基 ​，将该 ​组基构成 ​的一组基，那么 ​关于该组基的矩阵为准对角矩阵

其中每一个 为 关于基 的矩阵。

定理：对于 ，其特征多项式分解为

那么 ​可分解为

其中

称 为 关于特征根 的根子空间，记为 。

8.Jordan标准形介绍  
定义 Jordan块：

定义 Jordan标准形：

定理：对于数域 上的有限维线性空间 ， ，存在一组基使得 的矩阵为Jordan标准形，且除Jordan块的排列顺序外，由
唯一决定。

定理：数域 上的矩阵 与一个Jordan标准形相似，且除Jordan块的排列顺序外，由 唯一决定。
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9.最小多项式  
定义最小多项式：对于数域 上的 阶矩阵 ，称 为 的最小多项式，如果 是以 为根的多项式中次数最低的首一多项式。

定理：最小多项式唯一。

定理：如果 为矩阵 的最小多项式，那么

定理：对于准对角矩阵

如果 为 的最小多项式， 为 的最小多项式，那么 的最小多项式为 和 的最小公倍数 。

定理：Jordan块 的最小多项式为 。

定理：数域 上的 阶矩阵 相似于对角矩阵，当且仅当 的最小多项式没有重根。
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第九章：Euclid空间  
1.定义与基本性质  

定义内积：对于实数域 上的线性空间 ，定义内积为满足如下性质的映射 。

，当且仅当 时等号成立。

定义Euclid空间：称具有内积的线性空间为Euclid空间，简称欧氏空间。

定义长度：对于Euclid空间 中的内积 ，定义向量 的长度为 。

定义夹角：非零向量 的夹角定义为

定义正交或相互垂直：如果

那么称向量 是正交或相互垂直的，记作 。

定理Cauchy不等式：

当且仅当 线性相关时等号成立。

定理三角不等式：

定理勾股定理：如果向量 正交，那么

定义度量矩阵：对于 维Euclid空间 ，选取一组基 ，那么对于 中任意两个向量

成立

其中

那么称矩阵 为基 的度量矩阵。

度量矩阵为对称矩阵。

度量矩阵为正定矩阵。

度量矩阵唯一确定内积。

不同基的度量矩阵是合同的。

2.标准正交基  
定义正交向量组：对于欧氏空间 中的一组非零向量，如果其两两正交，那么称之为正交向量组。正交向量组显然是线性无关的。

定义正交基：对于 维欧氏空间，由 个向量组成的正交向量组称为正交基。

定义标准正交基：对于 维欧氏空间，由 个单位向量组成的正交向量组称为正交基，即称基 为标准正交基，如果

定义正交矩阵：称 阶实数矩阵 为正交矩阵，如果 。

定理：标准正交基的度量矩阵为单位矩阵。

定理标准正交基的存在性：由于度量矩阵为正定矩阵，所以一定存在标准正交基。

定理标准正交基下的坐标：对于 维欧氏空间 中的标准正交基 ，那么对于任意 ，成立
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定理： 维欧氏空间 中任意正交向量组都能扩充成一组正交基，事实上，对于正交向量组 ，由于 ，所以存在

，令

于是正交向量组 扩充为正交向量组 。

定理Schmidt正交化过程：对于 维欧氏空间中的任意一组基 ，都可以正交化为一组标准正交基 ，且对于任意

，成立

取 。

假设已经求出单位正交向量组 ，令

定理：两组标准正交基之间的过渡矩阵为正交矩阵。

3.同构  
定义同构：实数域 上的欧氏空间 和 称为同构的，如果存在双射 ，满足

此时称 为从 到 的同构映射。

定理：两个有限维欧氏空间同构的充分必要条件为其维数相同。

4.正交变换  
定义正交变换：称欧氏空间 中的线性变换 为正交变换，如果对于任意 ，成立

定理正交变换的等价命题：对于 维欧氏空间 中的线性变换 ，以下命题等价。

对于任意 ，成立

对于任意 ，成立

对于任意 ，成立

对于任意标准正交基 ， 也是标准正交基。

在任意一组标准正交基下的矩阵为正交矩阵。

定理：对于欧氏空间 中的正交变换 ， 为 -子空间，那么 也为 -子空间。

5.子空间  
定义正交子空间：对于欧氏空间 的两个子空间 和 ，称 和 是正交的，记作 ，如果对于任意 和任意 ，成

立

特别的，称 和 是正交的，记作 ，如果对于任意 ，成立

定义正交补：对于欧氏空间 的两个子空间 和 ，称 是 的正交补，如果 且 ，记作 。

定理：对于欧氏空间 的两个子空间 和 ，如果 和 是正交的，那么 是直和。

定理：有限维欧氏空间的任意子空间都存在且存在唯一正交补。

6.实对称矩阵的标准形  
定义对称变换：称欧氏空间 中的线性变换 为对称变换，如果对于任意 ，成立

定理：实对称矩阵的特征值为实数。

定理：对于 阶实对称矩阵，那么对于任意 ，成立
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定理：对于欧氏空间 中的对称变换 ， 为 -子空间，那么 也为 -子空间。

定理：实对称矩阵不同特征值对应的特征向量正交。

定理：实对称矩阵可对角化。对于 阶实对称矩阵 ，存在 个实特征根， 个标准正交特征向量 ，记

因此

7.向量到子空间的距离与最小二乘法  
定义距离：称 为向量 和 的距离，记作 。

自反性：

非负性： ，当且仅当 时等号成立。

定义向量在子空间的投影：对于有限维欧氏空间 ， 为 的子空间， 的一组基构成矩阵 ，那么向量

在子空间 的投影定义为 。

定义向量到子空间的距离：对于有限维欧氏空间 ， 为 的子空间， 的一组基构成矩阵 ，那么向量

到子空间 的距离定义为 。

定理：对于欧氏空间 ， 为 的子空间，给定 ，如果对于 ，成立 ，那么对于任意 ，成立

最小二乘法：对于线性方程组 ，当 时，即 时，距离 最小。
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