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第一章 特殊矩阵与特殊线性变换

1.1 特殊矩阵

1.1.1 对角矩阵

定义 1.1.1 (对角矩阵)

♣

D =


d1

. . .
dn



命题 1.1.1 (对角矩阵的乘法)

♠


d1

. . .
dn



α1

...
αn

 =


d1α1

...
dnαn

 ,
(
α1 · · · αn

)
d1

. . .
dn

 =
(
d1α1 · · · dnαn

)

命题 1.1.2

♠

对于对角矩阵D = diag(d1, · · · , dn)，如果对于任意 i 6= j，成立 di 6= dj，那么若AD = DA，则A 为对
角矩阵。

定义 1.1.2 (数量矩阵)

♣

λI =


λ

. . .
λ



命题 1.1.3

♠如果对于任意矩阵A，成立AD = DA，那么存在 λ，使得成立D = λI。

1.1.2 基本矩阵

定义 1.1.3 (基本矩阵)

♣
称矩阵A为基本矩阵，并记作 Eij，如果对于任意 (m,n) 6= (i, j)，成立A(m,n) = 0，且A(i, j) = 1 。

命题 1.1.4 (基本矩阵的乘法)

♠

1. EijA相当于把A的第 j 行搬到第 i行的位置，而其余行全为零行。

2. AEij 相当于把A的第 i列搬到第 j 列的位置，而其余列全为零列。



1.1 特殊矩阵

1.1.3 三角矩阵

定义 1.1.4 (三角矩阵)

♣

1. 称方阵A为上三角矩阵，如果对于任意 i > j，成立A(i, j) = 0。

2. 称方阵A为下三角矩阵，如果对于任意 i < j，成立A(i, j) = 0 。

命题 1.1.5 (三角矩阵的乘法)

♠上三角矩阵与上三角矩阵的积为上三角矩阵，下三角矩阵与下三角矩阵的积为下三角矩阵。

1.1.4 对称矩阵

定义 1.1.5 (对称矩阵)

♣称矩阵A为对称矩阵，如果AT = A。

定义 1.1.6 (斜对称矩阵)

♣称矩阵A为斜对称矩阵，如果A+AT = O。

1.1.5 幂零矩阵

定义 1.1.7 (幂零矩阵)

♣称矩阵A为幂零矩阵，如果存在 n ∈ N∗，使得成立An = O。

定义 1.1.8 (幂零指数)

♣

定义幂零矩阵A的幂零指数为

min{n ∈ N∗ : An = O}

命题 1.1.6 (幂零矩阵与三角矩阵的关系)

♠

对于三角矩阵A，成立

A为幂零矩阵 ⇐⇒ A的主对角元均为0

命题 1.1.7 (三角幂零矩阵的幂零指数)

♠对于 n阶三角幂零矩阵，其幂零指数 ≤ n 。

命题 1.1.8 (幂零矩阵的特征值)

♠幂零矩阵的特征值为 0。

1.1.6 幂等矩阵

定义 1.1.9 (幂零矩阵)

♣称矩阵A为幂零矩阵，如果存在 n ∈ N∗，使得成立An = A。

2



1.1 特殊矩阵

命题 1.1.9 (幂等矩阵的特征值)

♠幂等矩阵的特征值为 0或 1。

1.1.7 循环位移矩阵

定义 1.1.10 (循环位移矩阵)

♣

C =



0 1 0 0 · · · 0 0

0 0 1 0 · · · 0 0
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 0 0 · · · 0 1

1 0 0 0 · · · 0 0



命题 1.1.10 (循环位移矩阵的乘法)

♠

1. CA相当于把矩阵A的行向上移一行，第一行换到最后一行。

2. AC 相当于把矩阵A 的列向右移一列，第一列换到最后一列。

命题 1.1.11

♠

n−1∑
k=0

Ck = J

其中 J 中元素均为 1  。特别的

C0 =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , C1 =


0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

 , C2 =


0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

 , C3 =


0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0



命题 1.1.12 (循环位移矩阵的特征值与特征向量)

♠

n阶循环位移矩阵C 的特征值为 ωk，其中 ω为 n次单位原根，且 0 ≤ k ≤ n− 1。特征值 ωk 对应的特征

向量为

(1, ωk, ω2k, · · · , ω(n−1)k)T

1.1.8 循环矩阵

定义 1.1.11 (循环矩阵)

♣

A =


a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
a2 a3 a4 · · · a1

 = a1I + a2C + a3C
2 + · · ·+ anC

n−1

3



1.1 特殊矩阵

命题 1.1.13 (循环矩阵的行列式)

♠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
a2 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
k=0

f(ωk)

其中

f(x) = a1 + a2x+ · · ·+ anx
n−1, ω = ei

2π
n

证明 ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
a2 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 + a2ω
k + a3(ω

k)2 + · · ·+ an(ω
k)n−1 a2 a3 · · · an

an + a1ω
k + a2(ω

k)2 + · · ·+ an−1(ω
k)n−1 a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
a2 + a3ω

k + a4(ω
k)2 + · · ·+ a1(ω

k)n−1 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f(ωk) a2 a3 · · · an

ωkf(ωk) a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
ωk(n−1)f(ωk) a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= f(ωk)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 a2 a3 · · · an

ωk a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
ωk(n−1) a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
从而原矩阵行列式含有因子 f(ωk)。而原矩阵行列式中 a1 的幂指数至多为 n，且 an1 的系数为 1，因此∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 · · · an

an a1 a2 · · · an−1

...
...

...
. . .

...
a2 a3 a4 · · · a1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
k=0

f(ωk)

命题 1.1.14 (循环矩阵的特征值与特征向量)

♠

n阶循环矩阵A的特征值为 f(ωk)，其中

f(x) = a1 + a2x+ · · ·+ anx
n−1, ω = ei

2π
n , 0 ≤ k ≤ n− 1

特征值 f(ωk)对应的特征向量为

(1, ωk, ω2k, · · · , ω(n−1)k)T

1.1.9 正交矩阵

定义 1.1.12 (正交矩阵)

♣称矩阵 Q为正交矩阵，如果 QTQ = I。

命题 1.1.15 (正交矩阵的特征值)

♠如果正交矩阵存在特征值，那么其特征值为 1或 −1。

4



1.2 特殊线性变换

定义 1.1.13 (正定矩阵)

♣

称实对称矩阵A为正定矩阵，如果成立如下命题之一。

1. 对于任意实向量 x，成立 xTAx > 0。

2. 特征值均为正实数。
3. 存在实可逆矩阵 C，使得成立A = CTC。

4. 存在且存在唯一实可逆矩阵 C，使得成立A = C2。

5. 存在实列满秩矩阵B，使得成立A = BTB。

6. 任意主子式为正。
7. 任意顺序主子式为正。

1.2 特殊线性变换

1.2.1 幂零变换

定义 1.2.1 (幂零变换)

♣对于域 F 上的线性空间 V，称 V 上的线性变换 A 为幂零变换，如果存在 n ∈ N∗，使得成立 A n = O。

命题 1.2.1 (幂零矩阵的极小多项式)

♠

1. 对于域 F 上的线性空间 V，V 上的以 n为幂零指数的幂零变换 A 的极小多项式为 λn。

2. 对于域 F 上的线性空间 V，V 上的线性变换A = λ0I +B的极小多项式为 (λ− λ0)
n，其中B为

幂零指数为 n的幂零变换。

命题 1.2.2 (幂零矩阵的对角化)

♠幂零矩阵不可对角化。

1.2.2 幂等变换

定义 1.2.2 (幂等变换)

♣对于域 F 上的线性空间 V，称 V 上的线性变换 A 为幂等变换，使得成立 A 2 = A。

命题 1.2.3 (幂等矩阵的极小多项式)

♠对于域 F 上的线性空间 V，V 上的幂零变换 A 的极小多项式为 λ2 − λ或 λ或 λ− 1。

命题 1.2.4 (幂等矩阵的对角化)

♠幂等矩阵可对角化。

1.2.3 对合变换

定义 1.2.3 (对合变换)

♣对于域 F 上的线性空间 V，称 V 上的线性变换 A 为对合变换，使得成立 A 2 = I。

5



1.2 特殊线性变换

命题 1.2.5 (对合矩阵的极小多项式)

♠对于域 F 上的线性空间 V，V 上的幂零变换 A 的极小多项式为 λ2 − 1或 λ+ 1或 λ− 1。

命题 1.2.6 (对合矩阵的对角化)

♠对合矩阵可对角化。

6



第二章 多项式环

2.1 多项式环

定义 2.1.1 (多项式环)

♣

定义整环K 的多项式环为

K[x] = {anxn + · · ·+ a1x+ a0 : ak ∈ K, 1 ≤ k ≤ n, n ∈ N∗}

2.2 整除关系

定义 2.2.1 (整除)

♣

称多项式 g(x) ∈ K[x]整除 f(x) ∈ K[x]，并记作 g(x) | f(x)，如果存在 h(x) ∈ K[x]，使得成立 f(x) =

g(x)h(x)。

定义 2.2.2 (相伴)

♣

称多项式 f(x) ∈ K[x]与 g(x) ∈ K[x]相伴，并记作 f(x) ∼ g(x)，如果成立如下命题之一。

1. g(x) | f(x)且 f(x) | g(x)
2. 存在 c ∈ K∗，使得成立 f(x) = cg(x)。

定理 2.2.1 (带余除法)

♥

对于 f(x), g(x) ∈ K[x]，如果 g(x) 6= 0，那么存在且存在唯一 p(x), r(x) ∈ K[x]，使得成立

f(x) = p(x)g(x) + r(x), deg(r(x)) < deg(g(x))

2.3 最大公因式

定义 2.3.1 (公因式)

♣

称多项式 d(x) ∈ K[x]为 f(x) ∈ K[x]与 g(x) ∈ K[x]的公因式，如果成立

d(x) | f(x), d(x) | g(x)

定义 2.3.2 (最大公因式)

♣

称 f(x) ∈ K[x]与 g(x) ∈ K[x]的公因式 d(x) ∈ K[x]为最大公因式，如果对于其任意公因式 c(x) ∈ K[x]，

成立 c(x) | d(x)。

定理 2.3.1 (最大公因式的存在唯一性)

♥
f(x) ∈ K[x]与 g(x) ∈ K[x]的首一公因式存在且存在唯一。



2.4 不可约多项式

定义 2.3.3 (互素多项式)

♣

称多项式 f(x) ∈ K[x]与 g(x) ∈ K[x]互素，如果成立如下命题之一。

1. (f(x), g(x)) = 1。

2. 存在 a(x), b(x) ∈ K[x]，使得成立 a(x)f(x) + b(x)g(x) = 1。

2.4 不可约多项式

定义 2.4.1 (不可约多项式)

♣

称非零且非零次多项式 p(x) ∈ K[x]为不可约多项式，如果成立如下命题之一。

1.
p(x) = f(x)g(x) =⇒ f(x)为零次多项式或g(x)为零次多项式

2.
p(x) = f(x)g(x) =⇒ p(x)与f(x)相伴或p(x)与g(x)相伴

3.
f(x) ∈ K[x] =⇒ p(x) | f(x)或(p(x), f(x)) = 1

4.
p(x) | f(x)g(x) =⇒ p(x) | f(x)或p(x) | g(x)

定理 2.4.1 (唯一因式分解定理)

♥

对于任意非零且非零次多项式 f(x) ∈ K[x]，存在且存在唯一不可约多项式 p1(x), · · · , pn(x)，使得成立

f(x) = p1(x) · · · pn(x)

2.5 重因式

定义 2.5.1 (重因式)

♣

称不可约多项式 p(x) ∈ K[x]为 f(x) ∈ K[x]的 n重因式，如果成立

pn(x) | f(x), pn+1(x) ∤ f(x)

定理 2.5.1

♥
如果不可约多项式 p(x) ∈ K[x]为 f(x) ∈ K[x]的 n重因式，那么 p(x)为 f ′(x)的 n− 1重因式。

2.6 C上的多项式

定理 2.6.1 (Bezout定理)

♥
x− a | f(x) ⇐⇒ f(a) = 0
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2.7 R上的多项式

定理 2.6.2 (代数基本定理)

♥C上的非零次多项式存在复根。

定理 2.6.3 (C上的多项式唯一因式分解定理)

♥C上的多项式可唯一分解为一次因式的积。

2.7 R上的多项式

定理 2.7.1 (复根成对定理)

♥
对于实多项式 f(x) ∈ R[x]，如果 a ∈ C为 f(x)的根，那么 a亦为其根。

定理 2.7.2

♥

对于复多项式 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ C[x]，令

M = max{|an−1|, · · · , |a0|}

那么对于任意 z ∈ C，成立
|z| ≥ 1 +

M

|an|
=⇒ |f(z)| > 0

2.8 Q上的多项式

定义 2.8.1 (本原多项式)

♣

称整系数多项式 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]为本原多项式，如果成立

(an, · · · , a0) = 1

定理 2.8.1

♥

对于本原多项式 f(x)与 g(x)，成立

f(x)与g(x)在Q[x]中相伴 ⇐⇒ f(x) = ±g(x)

定理 2.8.2 (Gauss引理)

♥两本原多项式的积为本原多项式。

证明 对于本原多项式

f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0

g(x) = bmxm + · · ·+ b1x+ b0

记

h(x) = f(x)g(x) =

m+n∑
k=0

∑
i+j=k

aibjx
k =

m+n∑
k=0

ckx
k

如果 h(x)不为本原多项式，那么存在素数 p，使得成立

p | ck, 0 ≤ k ≤ m+ n

9



2.8 Q上的多项式

由于 f(x)不为本原多项式，那么存在 0 ≤ n0 ≤ n，使得成立

p | a0, p | an0−1, p ∤ an0

由于 g(x)不为本原多项式，那么存在 0 ≤ m0 ≤ m，使得成立

p | b0, p | bm0−1, p ∤ bm0

因此考察 cm0+n0
，成立 p | an0

bm0
。矛盾！进而 h(x)为本原多项式。

定理 2.8.3

♥

对于整系数多项式 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]，成立

f(q/p) = 0, (p, q) = 1 =⇒ p | an, q | a0

定理 2.8.4 (Eisenstein判别法)

♥

对于整系数多项式 f(x) = anx
n + · · ·+ a1x+ a0 ∈ Z[x]，如果存在素数 p，使得成立

p | ak, (0 ≤ k < n), p ∤ an, p2 ∤ a0

那么 f(x)在 Q上不可约。
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第三章 矩阵的特征

3.1 矩阵的特征

3.1.1 秩

命题 3.1.1 (Sylvester秩不等式)

♠

对于m× r阶矩阵A与 r × n阶矩阵B，成立

rank(A) + rank(B)− r ≤ rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}

证明 对于右边，容易知道 AB 的列向量可由 A的列向量线性表出，AB 的行向量可由 B 的行向量线性表出，

从而

rank(AB) ≤ min{rank(A), rank(B)}

对于左式，由命题3.1.3

r + rank(AB) = rank

(
Ir O

O AB

)

由于 (
Ir O

A Im

)(
Ir O

O AB

)(
B Ir

−In O

)
=

(
B Ir

O A

)

那么由命题3.1.3

rank

(
Ir O

O AB

)
= rank

(
B Ir

O A

)
≥ rank(A) + rank(B)

进而

rank(A) + rank(B)− r ≤ rank(AB)

命题 3.1.2 (和的秩)

♠
rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)

证明 令A和B的列向量分别为

α1, · · · ,αn; β1, · · · ,βn

那么A+B的列向量分别为

α1 + β1, · · · ,αn + βn

记 rank(A) = r，rank(B) = s，αi1 , · · · ,αir 为 α1, · · · ,αn 的基，βj1 , · · · ,βjs 为 β1, · · · ,βn 的基，那么 α1 +

β1, · · · ,αn + βn 可由 αi1 , · · · ,αir ,βj1 , · · · ,βjs 线性表出，因此

rank{α1 + β1, · · · ,αn + βn} ≤ rank{αi1 , · · · ,αir ,βj1 , · · · ,βjs} = r + s

进而

rank(A+B) ≤ rank(A) + rank(B)



3.1 矩阵的特征

命题 3.1.3 (分块矩阵的秩)

♠

1.
max{rank(A), rank(B)} ≤ rank(A,B) ≤ rank(A) + rank(B)

2.

rank

(
A O

O B

)
= rank(A) + rank(B)

3.

rank

(
A C

O B

)
≥ rank(A) + rank(B)

证明 对于 1的左边，这几乎是是显然的！事实上，A与B的列向量均可由 (A,B)线性表出，因此

max{rank(A), rank(B)} ≤ rank(A,B)

对于 1的右边，令A和B的列向量分别为

α1, · · · ,αm; β1, · · · ,βn

那么 (A,B)的列向量分别为

α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn

记 rank(A) = r，rank(B) = s，αi1 , · · · ,αir 为 α1, · · · ,αm 的基，βj1 , · · · ,βjs 为 β1, · · · ,βn 的基，那么

α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn 可由 αi1 , · · · ,αir ,βj1 , · · · ,βjs 线性表出，因此

rank{α1, · · · ,αm,β1, · · · ,βn} ≤ rank{αi1 , · · · ,αir ,βj1 , · · · ,βjs} = r + s

进而

rank(A,B) ≤ rank(A) + rank(B)

对于 2，记 rank(A) = r，rank(B) = s，那么存在可逆矩阵 P 1,Q1,P 2,Q2，使得成立

P 1AQ1 =

(
Ir O

O O

)
, P 2BQ2 =

(
Is O

O O

)
因此 (

P 1 O

O P 2

)(
A O

O B

)(
Q1 O

O Q2

)
=

(
P 1AQ1 O

O P 2BQ2

)
=


Ir

O

Is

O


那么

rank

(
A O

O B

)
= rank


Ir

O

Is

O

 = r + s = rank(A) + rank(B)

对于 3，记 rank(A) = r，rank(B) = s，那么A存在 r阶子式 det(A0) 6= 0，B存在 s阶子式 det(B0) 6= 0。

从而

(
A C

O B

)
存在 r + s阶子式

det

(
A0 C0

O B0

)
= det(A0) det(B0) 6= 0
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3.1 矩阵的特征

从而

rank

(
A C

O B

)
≥ r + s = rank(A) + rank(B)

命题 3.1.4

♠
rank(ATA) = rank(A)

证明 如果 ξ为Ax = 0的解，那么Aξ = 0，因此 (ATA)ξ = 0，进而 ξ为 (ATA)x = 0的解。

如果 ξ为 (ATA)x = 0的解，那么 (ATA)ξ = 0，从而 ξTATAξ = 0，因此 (Aξ)TAξ = 0，进而Aξ = 0，

即 ξ为Ax = 0的解。

由此Ax = 0与 (ATA)x = 0解空间相同；特别的，解空间的秩相同，即

n− rank(A) = n− rank(ATA)

进而

rank(ATA) = rank(A)

命题 3.1.5

♠

对于矩阵m× n阶矩阵A，成立

rank(A) = r ⇐⇒ 存在m× r阶列满秩矩阵B与r × n阶行满秩矩阵C,使得成立A = BC

证明 对于必要性，如果 rank(A) = r，存在可逆矩阵 P 与Q，使得成立

A = P

(
Ir 0

0 0

)
Q =

(
P r Pm−r

)(Ir 0

0 0

)(
Qr

Qn−r

)
= P rQr

由于 P 与Q可逆，那么 rank(P r) = rank(Qr) = r，因此 P r 为m× r阶列满秩矩阵，Qr 为 r × n阶行满秩矩

阵，从而A = P rQr。

对于充分性，令A = BC，其中B为m× r阶列满秩矩阵，B为 r × n阶行满秩矩阵。由命题3.1.1

r = rank(B) + rank(C)− r ≤ rank(BC) =≤ min{rank(B), rank(C)} = r

因此 rank(A) = rank(BC) = r。

3.1.2 行列式

命题 3.1.6 (积的行列式)

♠
det(AB) = det(A) det(B)

命题 3.1.7 (分块矩阵的行列式)

♠

1.

det

(
A O

C B

)
= det(A) det(B)

2.

det

(
I B

A I

)
= det(I −AB) = det(I −BA)
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3.2 矩阵与矩阵的关系

证明 对于 2，由于(
I O

−A I

)(
I B

A I

)
=

(
I B

O I −AB

)
,

(
I −B

O I

)(
I B

A I

)
=

(
I −BA O

A I

)
命题3.1.6

det

(
I O

−A I

)
det

(
I B

A I

)
= det

(
I B

O I −AB

)
, det

(
I −B

O I

)
det

(
I B

A I

)
= det

(
I −BA O

A I

)
由 1

det

(
I B

A I

)
= det(I −AB) = det(I −BA)

3.1.3 迹

定义 3.1.1 (迹)

♣

定义 n阶矩阵A的迹为

tr(A) =

n∑
k=1

akk

命题 3.1.8 (迹的性质)

♠

1. tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

2. tr(kA) = ktr(A)

3. tr(AB) = tr(BA)

3.2 矩阵与矩阵的关系

3.2.1 相抵

定义 3.2.1 (相抵矩阵)

♣

称矩阵A与B相抵，如果成立如下命题之一。

1. 存在可逆矩阵 P 与Q，使得成立A = PBQ。

2. rank(A) = rank(B)

定理 3.2.1

♥

如果矩阵A的秩为 r，那么存在可逆矩阵 P 与Q，使得成立

A = P

(
Ir 0

0 0

)
Q

命题 3.2.1 (相抵矩阵不变量)

♠
1. 秩：如果矩阵A与B相抵，那么 rank(A) = rank(B)。
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3.3 特征值与特征向量

3.2.2 相似

定义 3.2.2 (相似矩阵)

♣称矩阵A与B相抵，如果存在可逆矩阵 P，使得成立 P−1AP = B。

命题 3.2.2 (相似矩阵不变量)

♠

1. 秩：如果矩阵A与B相似，那么 rank(A) = rank(B)。

2. 行列式：如果矩阵A与B相似，那么 det(A) = det(B)。

3. 迹：如果矩阵A与B相似，那么 tr(A) = tr(B)。

4. 极小多项式：如果矩阵A与B相似，那么A与B具有相同的极小多项式。

3.2.3 合同

定义 3.2.3 (合同矩阵)

♣称矩阵A与B合同，如果存在矩阵 P，使得成立 P TAP = B。

3.3 特征值与特征向量

定义 3.3.1 (特征值与特征向量)

♣

对于 n阶矩阵A，如果存在 λ以及非零向量 ξ，使得成立

Aξ = λξ

那么称 λ为A的特征值，ξ为A的相应于 λ的特征向量。

定义 3.3.2 (特征多项式)

♣

定义 n阶矩阵A的特征多项式为

f(λ) = |λIn −A|

定义 3.3.3 (特征子空间)

♣

定义矩阵A关于特征值 λ的特征子空间为

Vλ(A) = {x ∈ Kn : Ax = λx}

定义 3.3.4 (代数重数)

♣
定义 n阶矩阵A的特征值 λ的代数重数为其特征多项式 f(λ) = |λIn −A|的根重数。

定义 3.3.5 (几何重数)

♣
定义 n阶矩阵A ∈ Kn×n 的特征值 λ的几何重数为其特征子空间的维数 dim(Vλ(A))。

定理 3.3.1

♥矩阵的特征值的代数重数不小于几何重数。
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3.4 矩阵对角化

证明 对于 n阶矩阵A的特征值 λ，记 r = dim(Vλ(A)) = rank(λIn−A)，取其特征子空间 Vλ(A)的基 ξ1, · · · , ξr，
将其扩充为全空间的基

P = (ξ1, · · · , ξr,η1, · · · ,ηn−r)

那么 P 为 n阶可逆矩阵，且

P−1AP = P−1(Aξ1, · · · ,Aξr,Aη1, · · · ,Aηn−r)

= (λP−1ξ1, · · · , λP
−1ξr,P

−1Aη1,A · · · ,P−1ηn−r)

由于

In = P−1P = (P−1ξ1, · · · ,P
−1ξr,P

−1η1, · · · ,P
−1ηn−r)

那么

ε1 = P−1ξ1 · · · εr = P−1ξr

从而

P−1AP = (λε1, · · · , λεr,P−1Aη1,A · · · ,P−1ηn−r)

=

(
λIr B

0 C

)
由于相似矩阵的特征多项式相同，那么

|xIn −A| =

∣∣∣∣∣(x− λ)Ir −B

0 xIn−r −C

∣∣∣∣∣
= |(x− λ)Ir||xIn−r −C|

= (x− λ)r|xIn−r −C|

从而 λ的代数重数不小于 r，即其代数重数不小于几何重数。

定理 3.3.2

♥矩阵A的特征方程的复根之和为其迹，之积为其行列式。

定理 3.3.3

♥

对于矩阵 A的互异特征值 λ1, · · · , λr，如果对于任意 1 ≤ k ≤ r，ξ
(k)
1 , · · · , ξ(k)sk

为相应于 λk 的线性无关

的特征向量，那么向量组

{ξ(i)j : 1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j ≤ si}

线性无关。

3.4 矩阵对角化

3.4.1 矩阵对角化

定义 3.4.1 (可对角化矩阵)
称 n阶矩阵A可对角化，如果成立如下命题之一。

1. 存在对角矩阵D与可逆矩阵 P，使得成立

P−1AP = D

2. A存在 n个线性无关的特征向量。
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3.4 矩阵对角化

♣

3. 对于A的特征方程的任意复根 λ，成立 λ ∈ K，且其几何重数等于代数重数。

4. 对于其特征值 λ1, · · · , λr，成立

dimVλ1
(A) + · · ·+ dimVλr

(A) = n

证明 1 =⇒ 2：如果矩阵A可对角化为D，那么存在可逆矩阵 P，使得成立

P−1AP = D

记

D =


λ1

. . .
λn

 , P = (ξ1, · · · , ξn)

那么

A(ξ1, · · · , ξn) = (ξ1, · · · , ξn)


λ1

. . .
λn


即

Aξk = λkξk, 1 ≤ k ≤ n

由于 P 为可逆矩阵，那么 ξ1, · · · , ξn 线性无关，进而A存在 n个线性无关的特征向量。

2 =⇒ 1：如果A存在 n个线性无关的特征向量，即

Aξk = λkξk, 1 ≤ k ≤ n

那么令

D =


λ1

. . .
λn

 , P = (ξ1, · · · , ξn)

因此

P−1AP = D

进而A可对角化为D。

定理 3.4.1 (矩阵可对角化的充分条件)

♥如果 n阶矩阵A存在 n个不同的特征值，那么A可对角化。

3.4.2 实对称矩阵对角化

定理 3.4.2

♥实对称矩阵的特征值均为实数。

定理 3.4.3

♥实对称矩阵对应于不同特征值的特征向量正交。
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3.5 Hamilton-Cayley定理

定理 3.4.4

♥

对于 n阶实对称矩阵 S ∈ Rn×n，存在 n个实特征值 λ1, · · · , λn ∈ R，以及相应的 n个相互正交的单位特

征向量 q1, · · · , qn ∈ Rn，令

Λ =


λ1

. . .
λn

 , Q = (q1, · · · , qn)

那么Q为正交矩阵，且

S = QΛQT

证明 对 n作数学归纳法。当 n = 1时，命题显然成立。

假设对于 n− 1阶实对称矩阵命题成立，那么对于 n阶矩阵A，由于其存在实特征值 λ1，记其对应的实单

位特征向量为 q1。将 q1 扩充为 Rn 的单位正交基 q1, · · · , qn。记

Q1 = (q1, · · · , qn)

那么Q1 为 n阶正交矩阵，且

Q−1
1 AQ = Q−1

1 (Aq1, · · · ,Aqn) = (λ1Q
−1
1 q1,Q

−1
1 Aq2, · · · ,Q

−1
1 Aqn)

由于Q−1
1 Q = In，那么Q−1

1 q1 = ε1，从而

Q−1
1 AQ1 =

(
λ1 α

0 B

)
由于 A为实对称矩阵，那么 Q−1

1 AQ为实对称矩阵，从而 α = 0，且 B 为 n − 1阶实对称矩阵。由归纳假设，

存在 n− 1阶正交矩阵Q2，使得成立

Q−1
2 BQ2 =


λ2

. . .
λn


令

Q = Q1

(
1 0

0 Q2

)

从而Q为正交矩阵，且

Q−1AQ =

(
1 0

0 Q−1
2

)
Q−1

1 AQ1

(
1 0

0 Q2

)
=

(
1 0

0 Q−1
2

)(
λ1 0

0 B

)(
1 0

0 Q2

)
=

(
λ1 0

0 Q−1
2 BQ2

)
=


λ1

. . .
λn


由数学归纳法，命题得证！

3.5 Hamilton-Cayley定理

定理 3.5.1 (Hamilton-Cayley定理)

♥
对于 n阶矩阵A，如果 f(λ)为其特征多项式，那么 f(A) = O。

证明 令B(λ)为 λ-矩阵 λIn −A的伴随矩阵，f(λ) = λn + an−1λ
n−1 + · · ·+ a1λ+ a0，则

B(λ)(λIn −A) = |λIn −A|In = f(λ)In = λnIn + an−1λ
n−1In + · · ·+ a1λIn + a0In (*)

由于B(λ)的元素为 λIn −A的元素的代数余子式，因此B(λ)的元素均为次数 ≤ n− 1的多项式，从而B(λ)
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3.5 Hamilton-Cayley定理

可表示为

B(λ) = λn−1Bn−1 + · · ·+ λB1 +B0

其中诸Bk 均为 n阶矩阵，进而

B(λ)(λIn −A) = (λn−1Bn−1 + · · ·+ λB1 +B0)(λ)(λIn −A)

= λnBn−1 + λn−1(Bn−2 −Bn−1A) + · · ·+ λ(B0 −B1A)−B0A (**)

对比 (*)与 (**)可得 

Bn−1 = In

Bn−2 −Bn−1A = an−1In

...

B0 −B1A = a1In

−B0A = a0In

因此 

Bn−1A
n = An

Bn−2A
n−1 −Bn−1A

n = an−1A
n−1

...

B0A−B1A
2 = a1A

−B0A = a0In

作和可得 f(A) = O。
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第四章 线性方程

4.1 线性方程解的判定与结构
齐次线性方程解的判定与结构：对于线性方程

Ax = 0

其中A为m× n矩阵，rank(A) = r。解的判定如下

秩 最简方程 可解性 主变元 自由变元

r = n

(
Ir

0

)
x = 0 零解 r n− r = 0

r < n

(
Ir F

0 0

)(
xr

xf

)
=

(
br

0

)
无穷多解 r n− r

解的结构如下

1. r = n：解唯一，x = 0。

2. r < n：基础解系为矩阵 (
−F

In−r

)
=
(
η1 · · · ηn−r

)
的列向量，因此方程的解为

x = k1η1 + · · ·+ kn−rηn−r

非齐次线性方程解的判定与结构：对于线性方程

Ax = b

其中A为m× n矩阵，rank(A) = r，rank(A, b) = r。。解的判定如下

秩 最简方程 可解性 主变元 自由变元

r = r = n

(
Ir

0

)
x =

(
br

0

)
唯一解 r n− r = 0

r = r < n

(
Ir F

0 0

)(
xr

xf

)
=

(
br

0

)
无穷多解 r n− r

r < r

(
Ir F

0 0

)(
xr

xf

)
=

(
br

Im−r

)
无解

解的结构如下

1. r = r = n：解唯一，x = br。

2. r = r < n：特解为

xp =

(
br

0

)

基础解系为矩阵 (
−F

In−r

)
=
(
η1 · · · ηn−r

)



4.2 广义逆矩阵

的列向量，因此方程的解为

x = xp + k1η1 + · · ·+ kn−rηn−r

4.2 广义逆矩阵

4.2.1 广义逆矩阵

定义 4.2.1 (广义逆矩阵)

♣称矩阵A− ∈ Kn×m 为A ∈ Km×n 的广义逆矩阵，如果AA−A = A。

定理 4.2.1

♥

对于矩阵A ∈ Km×n，如果 rank(A) = r，且可逆矩阵 P ∈ Km×m 与Q ∈ Kn×n 成立

A = P

(
Ir 0

0 0

)
Q

那么对于任意矩阵B ∈ Kr×(m−r),C ∈ K(n−r)×r,D ∈ K(n−r)×(m−r)，矩阵

Q−1

(
Ir B

C D

)
P−1

均为A的广义逆矩阵。

4.2.2 线性方程的解的结构

定理 4.2.2 (非齐次线性方程的相容性定理)

♥

对于非齐次线性方程Ax = b，成立

∃x,Ax = b ⇐⇒ b = AA−b

证明 对于必要性，如果存在 x，使得成立Ax = b，那么

b = Ax = AA−Ax = AA−b

对于充分性，如果 b = AA−b，那么A−b为Ax = b的解。

定理 4.2.3 (非齐次线性方程的解的结构定理)

♥

如果非齐次线性方程Ax = b存在解，那么其通解为

x = A−b

其中A− 为A的任意广义逆矩阵。

定理 4.2.4 (齐次线性方程的解的结构定理)

♥

齐次线性方程Ax = 0的通解为

x = (I −A−A)ζ

其中A− 为A的任意广义逆矩阵，且 ζ 为任意向量。

证明 对于任意向量 ζ，由于

A(I −A−A)ζ = (A−AA−A)ζ = (A−A)ζ = 0

那么 (I −A−A)ζ 为Ax = 0的解。
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4.2 广义逆矩阵

如果 ζ 为Ax = 0的解，那么

(I −A−A)ζ = ζ −A−Aζ = ζ

推论 4.2.1

♥

如果非齐次线性方程Ax = b存在解，那么其通解为

x = A−b+ (I −A−A)ζ

其中A− 为A的给定广义逆矩阵，且 ζ 为任意向量。
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第五章 二次型

5.1 二次型

定义 5.1.1 (二次型)

♣

定义数域K 上的 n元二次型为

xTAx

其中 x = (x1, · · · , xn)
T ∈ Kn 且A ∈ Kn×n 为对称矩阵。

定义 5.1.2 (等价二次型)

♣称数域K 上的二次型 xTAx与 yTBy等价，如果A与B合同。

5.2 标准形与规范形

定义 5.2.1 (标准形)

♣称数域K 上的二次型 yTDy为 xTAx的标准形，如果D为对角矩阵，且A与D合同。

定义 5.2.2 (规范形)

♣

称数域K 上的二次型 yTDy为 xTAx的标准形，如果D为对角元素为±1或 0的对角矩阵，且A与D

合同。

定义 5.2.3 (正惯性系数与负惯性系数)

♣

定义实二次型的规范形的系数为 1的元素的个数为其正惯性系数，系数为−1的元素的个数为其负惯性系

数。

定理 5.2.1 (惯性定理)

♥二次型的规范形唯一。



第六章 线性映射

6.1 线性映射与矩阵表示

定义 6.1.1 (线性映射)

♣

对于域 F 上的线性空间 V 与W，称映射A : V → W 为线性映射，如果对于任意 α,β ∈ V 与 k ∈ F，成

立

A (α+ β) = A (α) + A (β), A (kα) = kA (α)

定义 6.1.2 (线性映射的矩阵表示)

♣

对于域 F 上的 n维线性空间 V 和m维线性空间W，取 V 的基 ε1, · · · , εn，与W 的基 η1, · · · ,ηm，那么

A (ε1, · · · , εn) = (η1, · · · ,ηm)


a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn



6.2 核与像

定义 6.2.1 (核)

♣

对于域 F 上的线性空间 V 与W，定义线性映射 A : V → Wd的核为

kerA = {α ∈ V : A (α) = 0}

定义 6.2.2 (像)

♣

对于域 F 上的线性空间 V 与W，定义线性映射 A : V → Wd的像为

im A = {A (α) ∈ W : α ∈ V }

命题 6.2.1 (核与像的性质)

♠

1. 核与像均为子空间。
2. A 为单射 ⇐⇒ kerA = {0}
3. A 为满射 ⇐⇒ im A = W

4.（同构定理）V/ kerA ∼= im A

5.（维数公式）若 dim(V ) < ∞，则 dim(kerA ) + dim(im A ) = dim(V )。

6. 若 dim(V ) < ∞，则 A 为单射 ⇐⇒ A 为满射。



6.3 投影映射

6.3 投影映射

定义 6.3.1 (投影映射)

♣

对于域 F 上的线性空间 V 的互补的子空间 U 与W，定义 V 在 U 上的投影PU : V → V 为如下之一。

1.

PU : V −→ V

α 7−→ β, 其中α = β + γ, (β,γ) ∈ U ×W

2. PU : V → V 为线性映射，且

PU (x) =

α, α ∈ U

0, α ∈ W

3. PU : V → V 为线性映射，且P2
U = PU。

定理 6.3.1

♥

1. 对于域 F 上的线性空间 V 的互补的子空间 U 与W，成立

P2
U = PU , P2

W = PW , PUPW = PWPU = O, PU + PW = I

2. 对于域 F 上的线性空间 V 的线性变换 A 与B，如果

A 2 = A , B2 = B, A B = BA = O, A + B = I

那么

V = im A ⊕ im B, A = Pim A , B = Pim B

3. 对于域 F 上的线性空间 V 上的幂等变换 A，成立

V = kerA ⊕ im A , A = Pim A

6.4 特征值与特征向量

定义 6.4.1 (特征值)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，称 λ ∈ F 为 V 上的线性变换 A 的特征值，如果存在非零向量 ξ ∈ V，使得

成立

A (ξ) = λξ

定义 6.4.2 (特征多项式)

♣

对于域 F 上的 n维线性空间 V，称 V 上的线性变换 A 的特征多项式为其在 V 的基下的矩阵的特征多项

式。

定义 6.4.3 (特征子空间)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，定义 V 上的线性变换 A 关于特征值 λ ∈ K 的特征子空间为

Vλ(A ) = {α ∈ V : A (α) = λα}
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6.5 不变子空间

定义 6.4.4 (可对角化线性变换)

♣

对于域 F 上的 n维线性空间 V，称 V 上的线性变换 A 可对角化，如果成立如下命题之一。

1. 存在 V 的基，使 A 在该基下的矩阵维对角矩阵。

2. A 存在 n个线性无关的特征向量。

3. A 的特征多项式可在 F [λ]中分解为

(λ− λ1)
n1 · · · (λ− λr)

nr

且诸特征值 λk 的几何重数与代数重数相等。

4. 对于其特征值 λ1, · · · , λr，成立

dim(Vλ1
(A )) + · · ·+ dim(Vλr

(A )) = n

5. 对于其特征值 λ1, · · · , λr，成立

V = Vλ1(A )⊕ · · · ⊕ Vλr (A )

6. A 的极小多项式可在 F [λ]中分解为互异一次因式的积。

6.5 不变子空间

定义 6.5.1 (不变子空间)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，称 V 的子空间W 为 V 上的线性变换A 的不变子空间，并简称为A -子空间，
如果

A (W ) ⊂ W

命题 6.5.1 (不变子空间的性质)

♠

1. 核与像以及特征子空间均为 A -子空间。
2. A -子空间的和与交仍为 A -子空间。

定理 6.5.1

♥

1. 对于域 F 上的 n维线性空间 V，A 为 V 上的线性变换，W 为 V 的非平凡 A -子空间，取W 的基

α1, · · · ,αr，扩充为 V 的基 α1, · · · ,αn，则 A 在此基下的矩阵A为分块上三角矩阵

A =

(
A1 A3

O A2

)
其中 A1 为 A |W 在 W 的基 α1, · · · ,αr 下的矩阵，A2 为 A 诱导的商空间 V/W 上的线性变换

Ã 在 V/W 的基 αr+1 + W, · · · ,αn + W 下的矩阵。同时，若 A ,A |W , Ã 的特征多项式分别为

f(λ), f1(λ), f2(λ)，则 f(λ) = f1(λ)f2(λ)。

2. 对于域 F 上的 n维线性空间 V，A 为 V 上的线性变换，如果A 在 V 的基 α1, · · · ,αn下的矩阵A

为分块上三角矩阵

A =

(
A1 A3

O A2

)

那么W = span{α1, · · · ,αr}为 V 的非平凡 A -子空间，且A1 为 A |W 在W 的基 α1, · · · ,αr 下的

矩阵。
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6.6 极小多项式

定理 6.5.2

♥

对于域 F 上的 n维线性空间 V，A 为 V 上的线性变换，则 A 在 V 的基下的矩阵为分块对角矩阵
A1

. . .
Ar


当且仅当 V 可分解为非平凡 A -子空间的直和 V = W1 ⊕ · · · ⊕Wr，且 Ak 为 A |Wk

的基下的矩阵。

定理 6.5.3

♥

对于域 F 上的线性空间 V，A 为 V 上的线性变换，如果在 F [x]中成立

f(x) = f1(x) · · · fr(x)

其中 f1(x), · · · , fr(x)两两互素，那么

ker f(A ) = ker f1(A )⊕ · · · ⊕ ker fr(A )

定义 6.5.2 (零化多项式)

♣
对于域 F 上的线性空间 V，称多项式 f(x) ∈ F [x]为 V 上的线性变换A 的零化多项式，如果 f(A ) = O。

定理 6.5.4 (Hamilton-Cayley定理)

♥对于域 F 上的线性空间 V，V 上的线性变换 A 的特征多项式为其零化多项式。

定理 6.5.5 (根子空间分解)

♥

如果域 F 上的线性空间 V 的线性变换 A 的特征多项式 f(x)在 F [x]中可分解为

f(x) = pr11 (x) · · · prss (x)

其中 p1(x), · · · , ps(x)为不互相同的首一不可约多项式，那么

V = ker(pr11 (A ))⊕ · · · ⊕ ker(prss (A ))

6.6 极小多项式

定义 6.6.1 (极小多项式)

♣称线性变换的零化多项式全体中次数最小的首一多项式为极小多项式。

命题 6.6.1 (极小多项式的性质)

♠

1. 极小多项式存在且存在唯一。
2. 极小多项式为零化多项式的因子。
3. 在有限维空间下，极小多项式与特征多项式存在相同根，但重数可能不同。
4. 极小多项式在域扩张下不变。

定理 6.6.1
对于域 F 上的线性空间 V，A 为 V 上的线性变换，如果 V 可作非平凡 A -子空间分解

V = W1 ⊕ · · · ⊕Wn
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6.7 Jordan对角化

♥

那么 A 的极小多项式m(λ)为

m(λ) = [m1(λ), · · · ,mn(λ)]

其中mk(λ)为 A |Wk
的极小多项式。

6.7 Jordan对角化

定义 6.7.1 (Jordan矩阵)

♣

1. Jordan块：

Jn(λ) =



λ 1 0 · · · 0 0 0

0 λ 1 0 · · · 0 0

0 0 λ · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 · · · λ 1 0

0 0 0 · · · 0 λ 1

0 0 0 · · · 0 0 λ


2. 称由 Jordan块构成的分块对角矩阵为 Jordan矩阵。

定理 6.7.1 (Jordan矩阵的极小多项式)

♥

1. Jordan块 Jn(λ0)的极小多项式为 (λ− λ0)
n。

2. Jordan矩阵 diag(Jn1
(λ1), · · · ,Jnr

(λr))的极小多项式为

(λ− λ1)
n1 · · · (λ− λr)

nr

定理 6.7.2 (Jordan矩阵的对角化)

♥

1. 如果 n ≥ 2，那么 Jordan块 Jn(λ)不可对角化。

2. 包含级数 ≥ 2的 Jordan块的 Jordan矩阵不可对角化。

定理 6.7.3 (矩阵的 Jordan化)

♥

对于域 F 上的线性空间 V，A 为 V 上的线性变换，如果 A 的极小多项式在 F [λ]可分解为

m(λ) = (λ− λ1)
n1 · · · (λ− λr)

nr

那么存在 V 的基，使得成立

1. A 在该基下的矩阵A为 Jordan矩阵；
2. A的主对角元为 A 的特征值全体；

3. 特征值 λk 在主对角线上出现的次数为 λk 的代数重数；

4. 主对角元为 λk 的 Jordan块的综述 Nk 为

Nk = n− rank(A − λkI )

5. t级 Jordan块 J t(λk)的个数 Nk(t)为

Nk(t) = rank((A − λkI )t+1) + rank((A − λkI )t−1)− 2rank((A − λkI )t)
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第七章 度量线性空间

7.1 双线性函数

定义 7.1.1 (双线性函数)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，称 f : V × V → F 为双线性函数，如果对于任意 α,β,γ ∈ V 与 k ∈ F，成立

f(α+ β,γ) = f(α,β) + f(β,γ), f(kα, β) = kf(α,β)

f(α,β + γ) = f(α,γ) + f(α,γ), f(α, kβ) = kf(α,β)

定义 7.1.2 (双线性函数的矩阵表达)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，f : V × V → F 为双线性函数，ε1, · · · , εn 为 V 的基，那么 f 的矩阵为

A =


f(α1,α1) · · · f(α1,αn)

...
. . .

...
f(αn,α1) · · · f(αn,αn)



注双线性函数在不同基下的矩阵互为合同矩阵。

定义 7.1.3 (矩阵秩与秩)

♣

1. 称双线性函数在基下的矩阵的秩为其矩阵秩，记作 rankm(f)。

2. 称 V ∗ 的子空间

〈f |{α}×V , f |V×{β} : α,β ∈ V 〉

为 f 的秩，记作 rank(f)。

定义 7.1.4 (左根与右根)

♣

1. 对于域 F 上的线性空间 V，定义双线性函数 f : V × V → F 的左根与右根分别如下

radL(V ) = {α ∈ V : f(α,β) = 0, ∀β ∈ V }

radR(V ) = {β ∈ V : f(α,β) = 0, ∀α ∈ V }

定义 7.1.5 (非退化双线性函数)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，称双线性函数 f : V × V → F 为非退化双线性函数，如果成立如下命题之一。

1. radL(V ) = radR(V ) = {0}
2. 若 dim(V ) = n，则 rankm(f) = n。

定义 7.1.6 (对称双线性函数与反称双线性函数)
1. 对于域 F 上的线性空间 V，称双线性函数 f : V ×V → F 为对称双线性函数，如果成立如下命题之

一。

(a). f(α,β) = f(β,α)

(b). f 的矩阵为对称矩阵。

2. 对于域 F 上的线性空间 V，称双线性函数 f : V ×V → F 为反称双线性函数，如果成立如下命题之

一。
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♣

(a). f(α,β) + f(β,α) = 0

(b). f 的矩阵为反称矩阵。

定义 7.1.7 (二次函数)

♣

对于域 F 上的线性空间 V，称函数 q : V → F 为二次函数，如果存在对称双线性函数 f : V ×V → F，使

得对于任意 α ∈ V，成立

q(α) = f(α,α)

7.2 Euclid空间

定义 7.2.1 (Euclid空间)

♣

对于实数域 R上的线性空间 V，称 (V, (·, ·))为 Euclid空间，如果内积 (·, ·) : V × V → R成立如下命题。
1. 正定性：(α,α) ≥ 0，当且仅当 α = 0时等号成立。

2. 对称性：(α,β) = (β,α)

3. 线性性：(α+ β,γ) = (α,β) + f(β,γ), (kα, β) = k(α,β)

定义 7.2.2 (范数)

♣
对于 Euclid空间 (V, (·, ·))，定义 α ∈ V 的范数为 ‖α‖ =

√
(α,α)。

定理 7.2.1 (Schwarz不等式)

♥
|(α,β)| ≤ ‖α‖‖β‖

7.3 正交变换与对称变换

定义 7.3.1 (正交变换)

♣

对于 Euclid空间 (V, (·, ·))，称映射 A : V → V 为正交变换，如果成立如下命题之一。

1. (α,A (β)) = (α,β)

2. ‖α‖ = ‖α‖
3. A 在标准正交基下的矩阵为正交矩阵。

定义 7.3.2 (对称变换)

♣

对于 Euclid空间 (V, (·, ·))，称映射 A : V → V 为对称变换，如果成立如下命题之一。

1. (α,β) = (α,A (β))

2. A 在标准正交基下的矩阵为对称矩阵。
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