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第一章 线性规划

1.1 线性规划模型

定义 1.1.1 (线性规划问题的一般形式)

♣

线性规划 (Linear Programming, LP)问题的一般形式为

min z = c1x1 + · · ·+ cnxn

s.t.



a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1
...

ap1x1 + · · ·+ apnxn = bp

ap+1,1x1 + · · ·+ ap+1,nxn ≥ bp+1

...

am1x1 + · · ·+ amnxn ≥ bm

x1, · · · , xq ≥ 0

(*)

其中 x1, · · · , xn 为待定的决策变量；系数 aij 构成的矩阵

A =


a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn


称为约束矩阵，其第 j 个列向量为Aj；z = c1x1 + · · · + cnxn 称为目标函数；向量 c = (c1, · · · , cn)T 称
为价值向量；向量 b = (b1, · · · , bm)T 称为右端向量；条件 x1, · · · , xq ≥ 0称为非负约束，其余决策变量

xq+1, · · · , xn 称为自由变量。满足线性规划问题 (*)的向量 x = (x1, · · · , xn)
T 称为可行解，所有可行解

构成可行区域D。对于给定 LP问题，成立如下情况其一。
1. D = ∅：称该问题无解或不可行。
2. D ̸= ∅且目标函数在 D上无界：称该问题无界。

3. D ̸= ∅且目标函数在 D上有界：称该问题存在最优解。

定义 1.1.2 (线性规划问题的规范形式)

♣

LP问题的规范形式为

min cTx

s.t.

Ax ≥ b

x ≥ 0
(**)

定义 1.1.3 (线性规划问题的标准形式)

♣

LP问题的标准形式为

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0
(***)



1.2 可行区域与基本可行解

定理 1.1.1 (线性规划问题的形式的等价性)

♡一般形式 ⇐⇒ 规范形式 ⇐⇒ 标准形式

证明 只需证明

一般形式 =⇒ 规范形式

一般形式 =⇒ 标准形式

一般形式 =⇒ 规范形式：对于等式约束

a1x1 + · · ·+ anxn = bn

可等价表示为 a1x1 + · · ·+ anxn ≥ bn

(−a1)x1 + · · ·+ (−an)xn ≥ (−bn)

对于自由变量 x，可引入变量 x+ 与 x−，使得成立

x = x+ − x−, x+, x− ≥ 0

一般形式 =⇒ 标准形式：对于不等式约束

a1x1 + · · ·+ anxn ≥ bn

可引入松弛变量y，使得成立

a1x1 + · · ·+ anxn − y = bn, y ≥ 0

对于自由变量 x，可引入变量 x+ 与 x−，使得成立

x = x+ − x−, x+, x− ≥ 0

1.2 可行区域与基本可行解

1.2.1 图解法

定理 1.2.1

♡

1. LP问题的可行域 D形成有界或无界的凸集。

2. 如果 LP问题存在最优解，那么最优解存在于 D的某个顶点。

1.2.2 可行区域的几何结构

定义 1.2.1 (凸集)

♣

称集合 S ⊂ Rn 为凸集，如果成立

∀x,y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] =⇒ λx+ (1− λ)y ∈ S

定理 1.2.2 (可行域为凸集)

♡

LP问题的标准形式 (***)的可行域

D = {x ∈ Rn : Ax = b,x ≥ 0}

为凸集。

2



1.2 可行区域与基本可行解

证明 任取 x,y ∈ D，以及 λ ∈ [0, 1]，由于 x,y ≥ 0，那么

λx+ (1− λ)y ≥ 0

又由于Ax = b且Ay = b，那么

A(λx+ (1− λ)y) = b

进而

λx+ (1− λ)y ∈ D

从而 D为凸集。

引理 1.2.1 (凸集的交为凸集)

♡任意一族凸集的交为凸集。

证明 这几乎是显然的！

定义 1.2.2 (超平面)

♣

对于非零向量 a ∈ Rn 与 b ∈ R，称集合

H = {x ∈ Rn : aTx = b}

为 Rn 中的超平面。H 将 Rn 分为两个半空间

H+ = {x ∈ Rn : aTx ≥ b}, H− = {x ∈ Rn : aTx ≤ b}

引理 1.2.2

♡超平面与其分割的半空间为凸集。

证明 这几乎是显然的！

定义 1.2.3 (多面凸集)

♣

定义 Rn 中的多面凸集为集合

S = {x ∈ Rn : aT
i x = bi,a

T
j x ≥ bj , 1 ≤ i ≤ p, p+ 1 ≤ j ≤ p+ q}

定义 1.2.4 (多面体)

♣称非空有界多面凸集为多面体，

定理 1.2.3 (多面凸集为凸集)

♡多面凸集为凸集。

证明 由引理1.2.1与1.2.2，命题得证！

定义 1.2.5 (凸集的顶点)

♣

对于凸集 S ⊂ Rn，称 x ∈ S 为其顶点，如果对于任意 y ̸= z ∈ S 以及 λ ∈ [0, 1]，成立

x ̸= λy + (1− λ)z

3



1.2 可行区域与基本可行解

1.2.3 基本可行解与线性规划基本定理

定义 1.2.6 (基本可行解)

♣

对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中 A ∈ Rm×n。假设可行域非空，因此不妨假设 rank(A) = m ≤ n。令 A = (B,N)，x = (xB ,xN )T

与其对应，其中B为m阶非退化方阵，因此原方程化为典型方程

Ax = b ⇐⇒ BxB +NxN = b ⇐⇒ xB = B−1b−B−1NxN

称B为基，B中的列向量为基向量；称 xB为基变量，xN 为非基变量；称 x = (B−1b,0)T 为对应B的基

本解；若B−1b ≥ 0，则称 x = (B−1b,0)T 为对应B的基本可行解；若B−1b > 0，则称 x = (B−1b,0)T

为非退化基本可行解。

引理 1.2.3

♡

对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m ≤ n，如果 x为可行解，且其正分量位置为 n1, · · · , nk，那么

x为基本可行解 ⇐⇒ An1
, · · · ,Ank

线性无关

证明 不妨

x = (x1, · · · , xk, 0, · · · , 0)T , xi > 0

必要性显然！对于充分性，由于An1
, · · · ,Ank

线性无关，那么 k ≤ m。由于 x为可行解，那么

k∑
i=1

xiAi = b

其中 Ai 为 A的第 i个列向量。如果 k = m，那么 B = (A1, · · · ,Ak)为基，x为 B 对应的基本可行解。如果

k < m，那么存在（不妨设为）Ak+1, · · · , Am，使得B = (A1, · · · ,Am)为基，x为B对应的基本可行解。

定理 1.2.4 (基本可行解 ⇐⇒ 顶点)

♡

对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m ≤ n，如果 x为可行解，D为可行域，那么

x为基本可行解 ⇐⇒ x为D的顶点

证明 如果 x不为基本可行解，不妨 x的前 k个分量为正，并记作 x = (x1, · · · , xk, 0, · · · , 0)T，那么由引理1.2.3，

4



1.2 可行区域与基本可行解

A1, · · · ,Ak线性相关，其中Ai为A的第 i个列向量，从而存在非零向量 y = (y1, · · · , yk, 0, · · · , 0)T，使得成立
k∑

i=1

yiAi = 0

对于对于任意 δ > 0，成立
k∑

i=1

(xi ± δyi)Ai = b

因此取 u = x+ δy与 v = x− δy，就成立Au = Av = b。令 δ充分小，使得 u,v ≥ 0，因此 u,v ∈ D。由于

y ̸= 0，那么 u ̸= v。由于

x =
1

2
u+

1

2
v

那么 x不为顶点。

如果 x不为 D的顶点，那么存在 u ̸= v ∈ D与 0 < λ < 1成立

x = λu+ (1− λ)v

其中 x = (x1, · · · , xn)
T 且 u = (u1, · · · , un)

T ,v = (v1, · · · , vn)T。不妨 x的前 k个分量为正，又由于当 i ≥ k+1

时，成立 xi = 0且 ui, vi ≥ 0，那么 ui = vi = 0。由于Ax = Ay = b，那么
k∑

i=1

(ui − vi)Ai = 0

其中 Ai 为 A的第 i个列向量。由于 x ̸= y，那么存在 1 ≤ i ≤ k，使得成立 ui ̸= vi，从而 A1, · · · ,Ak 线性相

关。由引理1.2.3，x不为基本可行解。

定理 1.2.5 (基本可行解的存在性)

♡

对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m ≤ n，如果存在可行解，那么存在基本可行解。

证明 任取可行解 x = (x1, · · · , xn)，不妨其前 k个分量为正。如果A的前 k个列向量A1, · · · ,Ak线性无关，那

么由引理1.2.3，x为基本可行解。如果A1, · · · ,Ak 线性无关，那么存在非零向量 δ = (δ1, · · · , δn, 0, · · · , 0)，使
得成立

k∑
i=1

δiAi = 0

因此

Aδ =

k∑
i=1

δiAi = 0

取

ε = min

{
xi

|δi|
: δi ̸= 0, 1 ≤ i ≤ k

}
那么 x± εδ ≥ 0。由于

A(x± εδ) = Ax± εAδ = b

从而 x± εδ均为可行解。

注意到存在 1 ≤ i ≤ k，使得成立或 xi + εδi = 0，或 xi − εδi = 0，从而得到可行解 x+ εδ与 x− εδ之一，

使得其非零分量数 ≤ k − 1。如果其仍不为基本可行解，重复上述过程。容易知道该过程有限，从而可得到基本
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1.3 单纯形方法

可行解。

定理 1.2.6 (基本可行解的存在性)

♡

对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m ≤ n，如果存在最优解，那么最优解在基本可行解处取到。

证明 假设 x为最优解，如果 x为基本可行解，那么问题得证；否则由定理1.2.6，存在 ε > 0与 δ，使得 x± εδ

均为可行解，且 x+ εδ与 x− εδ之一的非零分量数比 x严格小。其目标函数为

cT (x± εδ) = cTx± εcT δ ≥ cTx

从而 εcT = 0，因而

cT (x± εδ) = cTx

由定理1.2.6，重复上述过程，可得基本可行解 x，使得成立 cTx = cTx，进而最优解在基本可行解处取到。

1.3 单纯形方法

1.3.1 单纯形方法

对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m ≤ n，如果 x为基本可行解，那么记其对应的基为B，此时Ax = b化为

xB +B−1NxN = B−1b

不妨B = (A1, · · · ,Am)，其中Ai 为A的第 i个列向量。记

Ai = B−1Ai = (a1i, · · · , ami)
T , 1 ≤ i ≤ n

b = B−1b = (b1, · · · , bm)T

那么

xB +

n∑
i=m+1

xiAi = b 或 xB +B−1NxN = b

引入记号

ζi = cTBAi − ci, 1 ≤ i ≤ n

或以向量表示

ζT = cTBB
−1A− cT = (ζ1, · · · , ζn) = (ζT

B , ζ
T
N ) = (0, cTBB

−1N − cTN )

6



1.3 单纯形方法

目标函数化为

cTx = cTBxB + cTNxN

= cTB(b−B−1NxN ) + cTNxN

= cTBb− (cTBB
−1N − cTN )xN

= cTBb−
n∑

i=m+1

(cTBAi − ci)xi

= cTBb− ζTx

= cTx− ζTx

从而原 LP问题化为

min cTx− ζTx

s.t.

xB +B−1NxN = b

x ≥ 0

定理 1.3.1 (最优性准则)

♡如果 ζ ≤ 0，那么 x为原 LP问题的最优解。

证明 这当然是显然的！

定理 1.3.2

♡如果存在m+ 1 ≤ k ≤ n，使得成立 ζk > 0，且Ak = B−1Ak ≥ 0，那么原 LP问题无界。

证明 令

d =

(
−Ak

0

)
+ ek

其中 ek 为第 k个分量为 1，其余分量为 0的 n维向量。由于Ak ≤ 0，那么 d ≥ 0，而

Ad =
(
B N

)(−Ak

0

)
+Aek

=
(
B N

)(−B−1A

0

)
+
(
A1 · · · An

)



0
...
0

1

0
...
0


= −Ak +Ak

= 0

对于充分大的 θ > 0，考察 x+ θd，此时有

A(x+ θd) = Ax+ θAd = b, x+ θd ≥ 0
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1.3 单纯形方法

因此 x+ θd为原 LP问题的可行解，其目标函数值为

cT (x+ θd) = cTx+ θcTd

= cTx+ θ
(
cTB cTN

)(−Ak

0

)
+ θ

(
c1 · · · cn

)



0
...
0

1

0
...
0


= cTx− θ(cTBAk − ck)

= cTx− θζk

由于 ζk > 0，而 θ > 0可任意大，因此原 LP问题无下界。

定理 1.3.3

♡

对于非退化的基本可行解 x，如果存在m+ 1 ≤ k ≤ n，使得成立 ζk > 0，且Ak 中存在正分量，那么存

在基本可行解 x̂，使得成立 cT x̂ < cTx。

证明 令

d =

(
−Ak

0

)
+ ek

其中 ek 为第 k个分量为 1，其余分量为 0的 n维向量。由于Ak ≤ 0，那么 d ≥ 0，而

Ad =
(
B N

)(−Ak

0

)
+Aek

=
(
B N

)(−B−1A

0

)
+
(
A1 · · · An

)



0
...
0

1

0
...
0


= −Ak +Ak

= 0

令

x̂ = x+ θd =

(
b

0

)
+ θ

(
−Ak

0

)
+ θek =

(
b− θAk

0

)
+ θek

容易知道

Ax̂ = Ax+ θAd = b

取

θ = min

{
bi
aik

: aik > 0, 1 ≤ i ≤ m

}
=

br
ark

从而 x̂ ≥ 0，进而 x̂为可行解。
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1.3 单纯形方法

考察 x̂，其各分量为

x̂i = bi −
br
ark

aik, 1 ≤ i ≤ m, i ̸= r

x̂i = 0, m+ 1 ≤ i ≤ n, i ̸= k

x̂r = 0

x̂k =
br
ark

若要证明 x̂为基本可行解，由引理1.2.3，只需证明A1, · · · ,Ar−1,Ak,Ar+1, · · · ,Am线性无关。若不然，A1, · · · ,Ar−1,Ak,Ar+1, · · · ,Am

线性相关，由于A1, · · · ,Am 线性无关，因此向量Ak 可由其余m− 1个向量线性表出，即存在m− 1个数 yi，

其中 1 ≤ i ≤ m且 i ̸= r，使得成立

Ak =
∑

1≤i≤m
i≠r

yiAi

又因为Ak = B−1Ak，因此

Ak = BAk =
(
A1 · · · Am

)
a1k

...
amk

 =

m∑
i=1

aikAi

两式作差

arkAr +
∑

1≤i≤m
i ̸=r

(aik − yi)Ai = 0

由于 ark ̸= 0，因此A1, · · · ,Am 线性相关，产生矛盾！进而 x̂为基本可行解。

由非退化假设 b > 0，因此 θ = br/ark > 0，从而

cT x̂ = cT (x+ θd)

= cTx+ θcTd

= cTx+ θ
(
cTB cTN

)(−Ak

0

)
+ θ

(
c1 · · · cn

)



0
...
0

1

0
...
0


= cTx− θ(cTBAk − ck)

= cTx− θζk

< cTx

定理 1.3.4 (单纯形方法)
1. 选择基B，使得对应 b ≥ 0。

2. 求出 ζk = max
1≤i≤n

ζi。

3. 若 ζk ≤ 0，停止，已找到最优解；否则转至第 4步。
4. 若A·,k ≤ 0，原问题无界；否则转至第 5步。

5. 求出
br
ark

= min

{
bi
aik

: aik > 0, 1 ≤ i ≤ m

}
。
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1.4 初始解

♡6. 以 ark 为转轴元作旋转变换，转至第 2步。

定理 1.3.5 (对偶单纯形方法)

♡

1. 选择基B，使得对应 b ≤ 0。

2. 求 br = min
1≤i≤m

bi。

3. 若 br ≥ 0，停止，已找到最优解；否则转至第 4步。
4. 若Ar,· ≥ 0，原问题无解；否则转至第 5步。

5. 求出
ζk
ark

= min

{
ζj
arj

: arj < 0, 1 ≤ j ≤ n

}
。

6. 以 ark 为转轴元作旋转变换，转至第 2步。

序号 单纯形方法 对偶单纯形方法

1 选择基B，使得对应 b ≥ 0 选择基B，使得对应 b ≤ 0

2 求出 ζk = max
1≤i≤n

ζi 求 br = min
1≤i≤m

bi

3 若 ζk ≤ 0，停止，已找到最优解；否则转至第 4步 若 br ≥ 0，停止，已找到最优解；否则转至第 4步
4 若A·,k ≤ 0，原问题无界；否则转至第 5步 若Ar,· ≥ 0，原问题无解；否则转至第 5步

5 求出
br
ark

= min

{
bi
aik

: aik > 0, 1 ≤ i ≤ m

}
求出

ζk
ark

= min

{
ζj
arj

: arj < 0, 1 ≤ j ≤ n

}
6 以 ark 为转轴元作旋转变换，转至第 2步 以 ark 为转轴元作旋转变换，转至第 2步

表 1.1: 单纯形表

x1 · · · xn RHS

ζ · · · ζn z

xr1 b1

...
...

xrn

A1 · · · An

bm

1.4 初始解
对于 LP问题的标准形式

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

其中A ∈ Rm×n，不妨 b ≥ 0。增加辅助变量 xα = (xn+1, · · · , xn+m)T，考察辅助 LP问题

min
m∑

k=1

xn+k

s.t.

Ax+ xα = b

x,xα ≥ 0
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1.5 对偶性及对偶单纯形法

记原 LP问题的可行域为 D，辅助 LP问题的可行域为 D′，那么

x ∈ D ⇐⇒

(
x

0

)
∈ D′ ⇐⇒ xα = 0 ⇐⇒ min

m∑
k=1

xn+k = 0

辅助 LP问题为m+n个变量的标准形式的线性规划，且人工变量对应的m列构成m阶单位矩阵，又因为 b ≥ 0，

那么辅助 LP问题的存在基本可行解 x = 0,xα = b，又因为目标函数存在下界，那么辅助 LP问题存在最优解。

1. 最优值
m∑

k=1

xn+k = 0且人工变量 xα 均不为基变量：x为原 LP问题的基本可行解。

2. 最优值
m∑

k=1

xn+k > 0：原 LP问题无可行解 D = ∅。

3. 最优值
m∑

k=1

xn+k = 0且存在人工变量 xn+k, 1 ≤ k ≤ m为基变量：考察基变量 xn+k 所在第 r行。

若存在 1 ≤ i ≤ n，使得成立 aik ̸= 0，则将 aik 作为转轴元作旋转变换。

若对于任意 1 ≤ i ≤ n，使得成立 aik = 0，则将 r行删除。

1.5 对偶性及对偶单纯形法

1.5.1 对偶线性规划

定义 1.5.1 (一般形式线性规划问题的对偶线性规划问题)

♣

min c1x1 + · · ·+ cnxn

s.t.




a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...

ap1x1 + · · ·+ apnxn = bp
ap+1,1x1 + · · ·+ ap+1,nxn ≥ bp+1

...

am1x1 + · · ·+ amnxn ≥ bm
x1 ≥ 0

...

xq ≥ 0
xq+1自由

...

xn自由

⇐⇒

max b1w1 + · · ·+ bmwm

s.t.




w1自由

...

wp自由
wp+1 ≥ 0

...

wm ≥ 0
a11w1 + · · ·+ am1wm ≤ c1

...

a1qw1 + · · ·+ amqwm ≤ cq
a1,q+1w1 + · · ·+ am,q+1wm = cq+1

...

a1nw1 + · · ·+ amnwm = cn
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1.5 对偶性及对偶单纯形法

定义 1.5.2 (一般形式线性规划问题的对偶线性规划问题的矩阵表示)

♣

min cTx

s.t.



Ax ∼

 = bp

≥ bm−p


 xq

xn−q

 ∼

≥ 0

自由


⇐⇒

max bTx

s.t.



 wp

wm−p

 ∼

自由
≥ 0



ATw ∼

 ≤ cq

= cn−p



定义 1.5.3 (规范形式线性规划问题的对偶线性规划问题)

♣

min cTx

s.t.

Ax ≥ b

x ≥ 0

⇐⇒

max bTw

s.t.

ATw ≤ c

w ≥ 0

定义 1.5.4 (标准形式线性规划问题的对偶线性规划问题)

♣

min cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

⇐⇒
max bTw

s.t.
{
ATw ≤ c

1.5.2 对偶理论

定理 1.5.1

♡如果 LP问题存在最优解，那么其对偶问题存在最优解，且最有值相等。

推论 1.5.1

♡

如果 x与 w分别为原始问题与其对偶问题的可行解，那么

x与w分别为原始问题与其对偶问题的最优解 ⇐⇒ cTx = wT b

定理 1.5.2

♡对偶问题的对偶问题为原始问题。

定理 1.5.3

♡

对于原始问题与其对偶问题，成立且仅成立如下情况之一。

1. 原始问题与对偶问题均存在最优解。
2. 原始问题与对偶问题均不存在可行解。
3. 原始问题无界且对偶问题不存在可行解。
4. 原始问题不存在可行解且对偶问题无界。
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1.6 灵敏度分析

定理 1.5.4 (互补松紧性)

♡

如果 x与 w分别为原始问题与其对偶问题的可行解，那么

x与w分别为原始问题与其对偶问题的最优解

⇐⇒

(Ax− b) ·w = 0

(ATw − c) · x = 0

其中 ·表示矩阵的点乘。

定理 1.5.5 (对偶单纯形方法)

♡

1. 列出初始单纯形表。
2. 求 br = min

1≤i≤m
bi。

3. 若 br ≥ 0，停止，已找到最优解。

4. 若对于任意 1 ≤ j ≤ n，arj ≥ 0，原问题无解。

5. 求出
ζk
ark

= min

{
ζj
arj

: arj < 0, 1 ≤ j ≤ n

}
。

6. 以 ark 为转轴元作旋转变换，转至第 2步。

1.6 灵敏度分析

1.6.1 改变价值向量

当价值向量 c仅存在一个分量 ck 变为 c′k 时，可依下述方法处理。

1. xk 为非基变量：只有 ζk 变化，新的检验数为

ζ ′k = ζk + (ck − c′k)

ζ ′k ≤ 0：x仍为新问题的最优解。

ζ ′k > 0：进行单纯形迭代。

2. xk 为基变量：将基变量 xk 所在的行 ×(c′k − ck)加至第 0行，再令 ζ ′k = 0，最后进行单纯形迭代。

1.6.2 改变右端向量

当右端 b 改为 b′ 时，找到原规划问题的最优解对应的基矩阵 B，那么最后的单纯性表变为 b
′
= B−1b′，

z′0 = cTBb
′
。
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第二章 整数线性规划

2.1 整数线性规划问题

定义 2.1.1 (整数线性规划 Integer Linear Programming, ILP)

♣

min z = cTx

s.t.


Ax = b

x ≥ 0

x中某分量为整数

其中A ∈ Rm×n，c ∈ Rn，b ∈ Rm。

2.2 Gomory割平面法

2.2.1 Gomory割平面法的基本思想

考虑纯整数线性规划问题

min z = cTx

s.t.


Ax = b

x ≥ 0

x ∈ Nn

(P)

其中A ∈ Zm×n，c ∈ Zn，b ∈ Zm。考虑其松弛问题

min z = cTx

s.t.

Ax = b

x ≥ 0
(P0)

记 (P)的可行域为 D，(P0)的可行域为 D0，那么成立

1. D ⊂ D0

2. 若 (P0)无可行解，则 (P)无可行解。
3. (P0)的最优值 ≤(P)的最优值
4. 若 (P0)的最优解 x0 ∈ Nn，那么 x0 是 (P)的最优解。

2.2.2 Gomory割平面法计算步骤

定理 2.2.1 (Gomory割平面法)
1. 使用单纯形法求解 ILP问题 (P)的松弛问题 (P0)：

若 (P0)不存在最优解，则计算停止。
若 (P0)存在最优解 x0，且 x0 为整数向量，则 x0 为 (P)的最优解。
若 (P0)存在最优解 x0，且 x0 不为整数向量，则转至步骤 2。



2.3 分枝定界法

♡

2. 求割平面方程：任取 x0 的非整数分量 bk，得到割平面方程

−
∑
j∈S

fkjxj + s = −fk

3. 将割平面方程加到步骤 1所得最优单纯形表中，用对偶单纯形法求解此松弛问题：
若存在最优解且最优解为整数解，则其为 (P)的最优解。
若存在最优解且最优解不为整数解，则重新记其最优解为 x0，返回步骤 2.
若不存在最优解，则 (P)不可行。

2.3 分枝定界法
考虑整数线性规划问题

min z = cTx

s.t.


Ax ≤ b

x ≥ 0

x ∈ Nn

(P)

其中A ∈ Zm×n，c ∈ Zn，b ∈ Zm。考虑其松弛问题

min z = cTx

s.t.

Ax ≤ b

x ≥ 0
(P0)

记 (P0)的最优解为 x0，若 x0 的分量 x0
k 不为整数，那么 (P)的最优解的第 k个分量 xk 或成立 xk ≤ [x0

k]，或成

立 xk ≥ [x0
k] + 1。因此 (P)可分解为两个子问题

min z = cTx

s.t.



Ax ≤ b

x ≥ 0

x ∈ Nn

xk ≤ [x0
k]

(P2)

和

min z = cTx

s.t.



Ax ≤ b

x ≥ 0

x ∈ Nn

xk ≥ [x0
k] + 1

(P2)

重复上述过程。
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第三章 非线性规划

3.1 基本概念

3.1.1 非线性规划问题

定义 3.1.1 (数学规划Mathematical Programming, MP)

♣

定义数学规划为

min f(x)

s.t.

gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q
(*)

定义其可行域为

X =

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣ gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q


定义 3.1.2 (整体最优解)

♣

对于数学规划 (*)，称 x∗ ∈ X 为其整体最优解，如果对于任意 x ∈ X，成立

f(x∗) ≤ f(x)

定义 3.1.3 (局部最优解)

♣

对于数学规划 (*)，称 x∗ ∈ X 为其局部最优解，如果存在 δ > 0，使得对于任意 x ∈ Bδ(x
∗) ∩X，成立

f(x∗) ≤ f(x)

3.1.2 非线性规划方法概述

定义 3.1.4 (下降方向)

♣

称 p ∈ Rn为函数 f : Rn → R在点 x ∈ Rn处的下降方向，如果存在 δ > 0，使得对于任意 0 < t < δ，使

得成立

f(x+ tp) < f(x)

特别的，若 f 在点 x处可偏导，那么 −∇f(x)为 f 在点 x处下降最快的方向。

定义 3.1.5 (可行方向)

♣

对于数学规划 (*)，称 p ∈ Rn 为点 x处关于可行域 X 的可行方向，如果存在 t > 0，使得成立

x+ tp ∈ X

定义 3.1.6 (可行下降方向)

♣称 p为可行下降方向，如果既为下降方向，又为可行方向。



3.2 凸函数和凸规划

定义 3.1.7 (基本迭代格式)

♣

1. 选取初始点 x0。

2. 如果已得到可行点 xk。

3. 构造可行下降方向 pk。

4. 确定步长 tk。

5. 令 xk+1 = xk + tkp
k。

定义 3.1.8 (常用停止迭代规则)

♣

1.
∥xk+1 − xk∥ < ε

2.
∥xk+1 − xk∥

∥xk∥
< ε

3.
∥∇f(xk)∥ < ε

3.2 凸函数和凸规划

3.2.1 凸函数及其性质

定义 3.2.1 (凸函数)

♣

对于凸集 S ⊂ Rn，称 f : S → R为凸函数，如果成立

∀x,y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] =⇒ f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y)

定义 3.2.2 (严格凸函数)

♣

对于凸集 S ⊂ Rn，称 f : S → R为严格凸函数，如果成立

∀x ̸= y ∈ S, ∀λ ∈ [0, 1] =⇒ f(λx+ (1− λ)y) < λf(x) + (1− λ)f(y)

定理 3.2.1 (凸函数的运算)

♡

1. 对于凸集 S ⊂ Rn 上的凸函数 f : S → R，如果 λ ≥ 0，那么 λf 为 S 上的凸函数。

2. 对于凸集 S ⊂ Rn 上的凸函数 f, g : S → R，f + g为 S 上的凸函数。

�
笔记凸函数的积未必为凸函数，例如：

f(x) = x, g(x) = −x

定理 3.2.2

♡

对于凸集 S ⊂ Rn 上的凸函数 f : S → R，集合

HS(f, c) = {x ∈ S : f(x) ≤ c}

为凸集。

证明 任取 x,y ∈ HS(f, c) ⊂ S 与 λ ∈ [0, 1]，由于 S 为凸集，那么

λx+ (1− λ)y ∈ S

17



3.2 凸函数和凸规划

由于 f 为凸函数，那么

f(λx+ (1− λ)y) ≤ λf(x) + (1− λ)f(y) ≤ λc+ (1− λ)c = c

因此 λx+ (1− λ)y ∈ HS(f, c)，从而 HS(f, c)为凸集。

定理 3.2.3

♡

对于凸集 S ⊂ Rn 上的可微函数 f : S → R，f 为凸函数的充分必要条件为：对于任意 x,y ∈ S，成立

∇f(x)(y − x) ≤ f(y)− f(x)

定理 3.2.4

♡

对于凸集 S ⊂ Rn上的可微函数 f : S → R，f 为严格凸函数的充分必要条件为：对于任意 x ̸= y ∈ S，成

立

∇f(x)(y − x) < f(y)− f(x)

定理 3.2.5

♡

对于凸集 S ⊂ Rn上的二阶连续可偏导函数 f : S → R，f 为凸函数的充分必要条件为：f 的 Hessian矩阵
∇2f(x)在 S 上是半正定矩阵，其中

∇2f =


∂2f

∂x1∂x1
· · · ∂2f

∂x1∂xn

...
. . .

...
∂2f

∂xn∂x1
· · · ∂2f

∂xn∂xn



定理 3.2.6

♡

对于凸集 S ⊂ Rn 上的二阶连续可偏导函数 f : S → R，如果 f 的 Hessian矩阵 ∇2f(x)在 S 上为正定矩

阵，那么 f 为严格凸函数。

命题 3.2.1 (二次凸函数)

♠
f(x) = 1

2x
TAx+ bTx+ c为 Rn 上的凸函数，其中A ∈ Rn×n 为正定矩阵，b ∈ Rn，c ∈ R。

证明 令A = (aij)与 b = (b1, · · · , bn)T，那么

f(x1, · · · , xn) =
1

2

n∑
i,j=1

aijxixj +

n∑
k=1

bkxk + c

因此一阶偏导数为
∂f

∂xk
=

n∑
l=1

aklxk + bk, 1 ≤ k ≤ n

二阶偏导数为
∂2f

∂xi∂xj
= aij , 1 ≤ i, j ≤ n

因此

∇f(x) = Ax+ bb, ∇2f(x) = A

进而 f(x)为 Rn 上的凸函数。
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3.3 一维搜索方法

3.2.2 凸规划及其性质

定义 3.2.3 (凸规划)

♣

称数学规划

min f(x)

s.t.

gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q
(*)

为凸规划，如果可行域

X =

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣ gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q


为凸集，且 f 为 X 上的凸函数。

定理 3.2.7

♡

对于数学规划 (*)，如果 gi 均为 Rn 上的凸函数，hj 均为线性函数，且 f 为 X 上的凸函数，那么该数学

规划为凸规划。

证明 记

S = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p}

T = {x ∈ Rn : hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q}

由于 gi 均为 Rn 上的凸函数，那么由定理3.2.2

Hi(gi, 0) = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0}, 1 ≤ i ≤ p

为凸集。由引理1.2.1

S =

p⋂
i=1

Hi(gi, 0)

为凸集。由于 hj 均为线性函数，从而 T 为凸集。由引理1.2.1，X = S ∩ T 为凸集，进而该数学规划为凸规划。

定理 3.2.8

♡凸规划的局部最优解为整体最优解。

证明 设 x∗ 为凸规划 (*)的局部最优解，那么存在 δ > 0，使得成立

f(x∗) ≤ f(x), x ∈ Bδ(x
∗) ∩X

如果 x∗ 不为整体最优解，那么存在 x ∈ X，使得成立

f(x) < f(x∗)

取 λ > 0，使得

λx+ (1− λ)x∗ ∈ X ∩Bδ(x
∗)

又因为 f 为凸函数，所以

f(λx+ (1− λ)x∗) ≤ λf(x) + (1− λ)f(x∗) < f(x∗) + (1− λ)f(x∗) = f(x∗)

矛盾！
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3.3 一维搜索方法

3.3 一维搜索方法

定义 3.3.1 (一维搜索问题)

♣

定义目标函数为单变量的非线性规划问题为一维搜索问题，其数学模型为

min
t≥0

φ(t)

特别的，称数学模型

min
0≤t≤T

φ(t)

对应的一维搜索问题为有效一维搜索问题。

3.3.1 0.618法

定义 3.3.2 (单谷函数)

♣

称 [a, b]上的函数 φ(t)为单谷函数，如果存在 t∗ ∈ [a, b]，使得 φ(t)在 [a, t∗]上严格单调递减，在 [t∗, b]上

严格单调递增。

定理 3.3.1 (0.618法)

♡

求解一维搜索问题

min
a≤t≤b

φ(t)

其中 φ(t)为 [a, b]上的单谷函数。

1. 确定单谷区间 [a, b]，给定精度 ε > 0。

2. 计算最初两个探索点
t1 = b− 0.618(b− a), t2 = a+ 0.618(b− a)

并计算 φ1 = φ(t1)与 φ2 = φ(t2)。

3. 若 φ1 ≤ φ2，转至第 4步；否则转至第 5步。
4. 若 t2 − a ≤ ε，停止迭代，输出 t1；否则令

b := t2, t2 := t1, t1 := b− 0.618(b− a), φ2 := φ1, φ1 := φ(t1)

转至第 3步。
5. 若 b− t1 ≤ ε，停止迭代，输出 t2；否则令

a := t1, t1 := t2, t2 := a+ 0.618(b− a), φ1 := φ2, φ2 := φ(t2)

转至第 3步。

3.3.2 Newton法

定理 3.3.2 (Newton法)
求解一维搜索问题

min
a≤t≤b

φ(t)

其中 φ(t)二阶可微，且 φ′′(t) ̸= 0。

1. 给定初始点 t1 与精度 ε > 0，令 n := 1。
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3.4 无约束最优化方法

♡

2. 如果 |φ′(tn)| < ε，停止迭代，输出 tn；否则，当 φ′′(tn) = 0时，停止，解题失败；当 φ′′(tn) ̸= 0

时，转至第 3步。
3. 计算

tn+1 = tn − φ′(tn)

φ′′(tn)

如果 |tn+1 − tn| < ε，停止迭代，输出 tn+1；否则，令 n := n+ 1，转至第 2步。

3.4 无约束最优化方法

定义 3.4.1 (无约束非线性规划问题)

♣

定义无约束非线性规划问题的数学模型为

min
x∈Rn

f(x) (UMP)

3.4.1 无约束问题的最优性条件

定理 3.4.1

♡

对于函数 f : Rn → R，如果 f 在 x ∈ Rn 处可微，且存在 p ∈ Rn，使得成立

∇f(x)Tp < 0

那么 p为 f 在 x处的下降方法。

定理 3.4.2

♡

对于函数 f : Rn → R，如果 f 在 x∗ ∈ Rn 处可微，且 x∗ 为 (UMP)的局部最优解，那么

∇f(x∗) = 0

定理 3.4.3

♡

对于函数 f : Rn → R，如果 f 在 x∗ ∈ Rn 处存在 Hessian矩阵 ∇2f(x∗)，且

∇f(x∗) = 0, ∇2f(x∗)为正定矩阵

那么 x∗ 为 (UMP)的严格局部最优解。

定理 3.4.4

♡

对于可微凸函数 f : Rn → R，如果
∇f(x∗) = 0

那么 x∗ 为 (UMP)的整体最优解。
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3.4 无约束最优化方法

3.4.2 最速下降法

定理 3.4.5 (最速下降法)

♡

求解无约束非线性规划问题

min
x∈Rn

f(x)

1. 选出初始点 x0，给定终止误差 ε > 0，令 k := 0。

2. 计算 pk = −∇f(xk)。

3. 如果 ∥pk∥ ≤ ε，停止迭代，输出 xk；否则进行第 4步。
4. 进行一维搜索，求 tk，使得

f(xk + tkp
k) = min

t≥0
f(xk + tpk)

令 xk+1 = xk + tkp
k 与 k := k + 1，转至第 2步。

3.4.3 共轭方向法

定义 3.4.2 (共轭方向)

♣

对于 n阶实对称矩阵A，称非零向量 p, q ∈ Rn 相互A共轭，如果

pTAq = 0

定理 3.4.6

♡对于 n阶实对称矩阵A，如果非零向量 p0, · · · ,pn−1 ∈ Rn 相互A共轭，那么 p0, · · · ,pn−1 线性无关。

定义 3.4.3 (二次严格凸函数的无约束最优化问题)

♣

min f(x) =
1

2
xTAx+ bTx+ c (AP)

其中A ∈ Rn×n 为正定矩阵，b ∈ Rn，c ∈ R。

定理 3.4.7

♡

对于问题 (AP)，如果非零向量 p0, · · · ,pn−1 ∈ Rn 相互 A共轭，那么对于任意初始点 x0 ∈ Rn，依次沿

p0, · · · ,pn−1 进行精确一维搜索，至多经过 n论迭代可达到 (AP)的整体最优解。

定义 3.4.4 (共轭方向法)

♣称从任意初始点 x0 ∈ Rn 除法，依次沿某组共轭方向进行一维搜索求解 (UMP)的方法为共轭方向法。

定义 3.4.5 (具有二次终止性的方法)

♣称经过有限轮迭代可以达到 (AP)的最优解的方法为具有二次终止性的方法。

定理 3.4.8 (Fletcher-Reeves共轭梯度法)
求解无约束非线性规划问题

min
x∈Rn

f(x)

1. 选取初始点 x0，给定终止误差 ε > 0，与迭代周期 n。
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3.5 约束最优化方法

♡

2. 计算 ∇f(x0)，若 ∥∇f(x0)∥ ≤ ε，停止迭代，输出 x0；否则，进行第 3步。
3. 取 p0 = −∇f(x0)，令 k := 0。

4. 进行一维搜索，求 tk，使得

f(xk + tkp
k) = min

t≥0
f(xk + tpk)

令 xk+1 = xk + tkp
k。

5. 计算 ∇f(xk+1)，若 ∥∇f(xk+1)∥ ≤ ε，停止迭代，输出 xk+1；否则，进行第 6步。
6. 若 k + 1 = n，令 x0 := xn，转第 3步；否则进行第 7步。
7. 使用 F-R公式取

pk+1 = −∇f(xk+1) + λkp
k, λk =

∥∇f(xk+1)∥2

∥∇f(xk)∥2

令 k := k + 1，转第 4步。

3.5 约束最优化方法

定义 3.5.1 (约束非线性规划问题)

♣

约束非线性规划问题：

min f(x)

s.t.

gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q
(MP)

可行域：

X =

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣ gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q


记

I = {1, 2, · · · , p}, J = {1, 2, · · · , q}

3.5.1 约束最优化问题的最优性条件

定义 3.5.2 (积极约束)

♣

对于 (MP)问题的可行域中的可行点 x∗ ∈ X，称使得成立 gi(x) = 0的约束 gi(x) ≤ 0为 x∗ 的积极约束，

记 x∗ 的积极约束下标集为

I(x∗) = {i : gi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ p}

定理 3.5.1 (Kuhn-Tucker条件)
对于 (MP)问题，设 x∗ ∈ X，f, gi, i ∈ I(x∗)在 x∗ 处可微，gi, i ∈ I \ I(x∗)在 x∗ 处连续，hj , j ∈ J 在

x∗ 处连续可微，且各 ∇gi(x
∗), i ∈ I;∇hj(x

∗), j ∈ J 线性无关。若 x∗ 为 (MP)的局部最优解，则存在两
组实数 λ∗

i , i ∈ I(x∗);µ∗
j , j ∈ J，使得成立

∇f(x∗) +
∑

i∈I(x∗)

λ∗
i∇gi(x

∗) +
∑
j∈J

µ∗
j∇hj(x

∗) = 0

λ∗
i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ p
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3.5 约束最优化方法

♡

若 gi, i ∈ I 在 x∗ 处可微，则 K-T条件可简化为
∇f(x∗) +

p∑
i=1

λ∗
i∇gi(x

∗) +

q∑
j=1

µ∗
j∇hj(x

∗) = 0

λ∗
i gi(x

∗) = 0, 1 ≤ i ≤ p

λ∗
i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ p

引入 Lagrange函数

L(x,λ,µ) = f(x) +

p∑
i=1

λigi(x) +

q∑
j=1

µjhj(x)

其中 λ = (λ1, · · · , λp)
T 与 µ = (µ1, · · · , µq)

T，则 K-T条件为
∇xL(x

∗,λ∗,µ∗) = 0

λ∗
i gi(x

∗) = 0, 1 ≤ i ≤ p

λ∗
i ≥ 0, 1 ≤ i ≤ p

定理 3.5.2 (寻找 K-T点)

♡

寻找约束非线性规划问题的 K-T点。

min f(x)

s.t.

gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q

1. 作 Lagrange函数

L(x,λ,µ) = f(x) +

p∑
i=1

λigi(x) +

q∑
j=1

µjhj(x)

其中 λ = (λ1, · · · , λp)
T 与 µ = (µ1, · · · , µq)

T

2. 求解 K-T条件 
Lxk

(x,λ,µ) = 0, 1 ≤ k ≤ n

λigi(x) = 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q

解记为 (x∗,λ∗,µ∗)。

3. 验证是否成立 gi(x
∗) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

λ∗ ≥ 0

定理 3.5.3

♡

对于 (MP)问题，若 x∗ ∈ X 为可行点，f, gi, hj , i ∈ I, j ∈ J 在 x∗ 处连续可微，x∗ 成立 K-T条件，且
f, gi, i ∈ I(x∗)为凸函数，hj , j ∈ J 为线性函数，则 x∗ 为整体最优解。
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3.5 约束最优化方法

3.5.2 简约梯度法

定义 3.5.3 (可行方向法)

♣

对于 (MP)问题，寻找可行点列 {xn}∞n=1 ⊂ X，使得成立

f(xn+1) < f(x), n ∈ N∗

使得 xn 收敛于 (MP)的极小点或 K-T点。

考虑问题

min f(x)

s.t.

Ax = b

x ≥ 0
(MP)

其中A ∈ Rm×n，且 rank(A) = m ≤ n。可行域记为

Xl = {x ∈ Rn : Ax = b,x ≥ 0}

作约束非退化假设：

1. 对于任意 x ∈ Xl，x至少存在m个非零分量。

2. A的任意m列向量线性无关。

在每一轮迭代的当前点 xn 处，将 xn 的m个最大正分量称为基变量，余下的 n−m个分量称为非基变量。

将 x分解为两部分

x =

(
xB

xN

)

其中 xB ∈ (R+)n为基分量，xN ∈ Rn−m 为非基分量。不失一般性，假设A的前m列对应于基变量，将A分

解为

A =
(
B N

)
其中B为m阶满秩方阵。由Ax = b，可得

BxB +NxN = b

那么

xB = B−1b−B−1NxN

因此

F (xN ) := f(x) = f(xB ,xN ) = f(B−1b−B−1NxN ,xN )

由复合函数求导法则

rN = ∇F (xN ) = −(B−1N)T∇Bf(x) +∇Nf(x)

称 rN 为函数 f 在 x点处关于基矩阵B的简约梯度，其中

∇f(x) =

(
∇Bf(x)

∇Nf(x)

)

定理 3.5.4

对于约束非线性规划问题 (MP)，设 f 为可微函数，x ∈ Xl，且 x =

(
xB

xN

)
，IB 为 x的m个最大分量的
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3.5 约束最优化方法

♡

下标集。如果

p =

(
pB

pN

)
,


pB = −B−1NpN

pN : pi =

−ri, ri ≤ 0

−xiri, ri > 0
i /∈ IB

那么

1. 若 p ̸= 0，则 p为 f 在 x处关于 Xl 的可行下降方向。

2. p = 0的充分必要条件为 x为问题 (MP)的 K-T点。

定理 3.5.5 (Wolfe简约梯度法)

♡

求解约束非线性规划问题

min f(x)

s.t.

Ax = b

x ≥ 0

1. 选取初始可行点 x0 ∈ Xl，给定终止误差 ε > 0，令 k := 0。

2. 设 IkB 为 xk 的m个最大分量的下标集，对矩阵A进行分解A = (Bk,Nk)。

3. 计算

∇f(xk) =

(
∇Bf(x

k)

∇Nf(xk)

)
, rkN = −(B−1

k Nk)
T∇Bf(x

k) +∇Nf(xk)

记 rkN 的第 i个分量为 rki，其中 i /∈ IkB。

4. 构造搜索方向

pk =

(
pk
B

pk
N

)
,


pk
B = −B−1

k Nkp
k
N

pk
N : pki =

−rki , rki ≤ 0

−xk
i r

k
i , rki > 0

i /∈ IkB

5. 进行有效一维搜索，求解
min

0≤t≤tkmax

f(xk + tpk)

得到最优解 tk，其中

tkmax =

+∞, pk ≥ 0

min
{
−xk

i

pk
i

: pki < 0, 1 ≤ i ≤ n
}
, 其他

6. 令 xk+1 = xk + tkp
k，k := k + 1，转至第 2步。

3.5.3 惩罚函数法

3.5.3.1 罚函数法

考虑约束非线性规划问题

min f(x)

s.t.

gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q
(MP)
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3.5 约束最优化方法

可行域为

X =

x ∈ Rn

∣∣∣∣∣∣ gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q


构造惩罚函数

pc(x) = c

p∑
i=1

(max{gi(x), 0})2 +
c

2

q∑
j=1

h2
j (x)

其中 c称为罚参数或罚因子，相应构造增广目标函数

Fc(x) = f(x) + pc(x)

容易知道，当 f(x), gi(x), hj(x)连续可微时，Fc(x)连续可微。当 c充分大时，可使 (MP)问题转化为无约束的
极小化问题

min Fc(x)

定理 3.5.6 (罚函数法)

♡

求解约束非线性规划问题

min f(x)

s.t.

gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q

1. 选取初始点 x0，罚参数列 {ck}∞k=1，终止误差 ε > 0，令 k := 1。

2. 构造罚函数

pck(x) = ck

p∑
i=1

(max{gi(x), 0})2 +
ck
2

q∑
j=1

h2
j (x)

构造增广目标函数

Fck(x) = f(x) + pck(x)

3. 选用某种无约束最优化方法，以 xk−1 为初始点，求解

min Fck(x)

得到最优解 xk。若 xk 满足某种终止条件，停止迭代，输出 xk；否则令 k := k + 1，转第 2步。

3.5.3.2 障碍函数法

考虑约束非线性规划问题

min f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p (MP)

可行域为

X = {x ∈ Rn : gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p}

其内部为

X◦ = {x ∈ Rn : gi(x) < 0, 1 ≤ i ≤ p}

构造障碍函数

Bd(x) = −d

p∑
i=1

1

gi(x)
或 Bd(x) = −d

p∑
i=1

ln(−gi(x))
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3.5 约束最优化方法

其中 d称为罚参数或罚因子，相应构造增广目标函数

Fd(x) = f(x) +Bd(x)

当 d充分小时，可使 (MP)问题转化为无约束的极小化问题

min Fd(x)

定理 3.5.7 (障碍函数法)

♡

求解约束非线性规划问题

min f(x)

s.t. gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

1. 选取初始点 x0 ∈ X◦，罚参数列 {dk}∞k=1，终止误差 ε > 0，令 k := 1。

2. 构造障碍函数

Bdk
(x) = −dk

p∑
i=1

1

gi(x)
或 Bdk

(x) = −dk

p∑
i=1

ln(−gi(x))

构造增广目标函数

Fdk
(x) = f(x) +Bdk

(x)

3. 选用某种无约束最优化方法，以 xk−1 为初始点，求解

min Fdk
(x)

得到最优解 xk。若 xk 满足某种终止条件，停止迭代，输出 xk；否则令 k := k + 1，转第 2步。
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第四章 动态规划

4.1 多阶段决策问题
有一个系统，可以分成若干个阶段，任意一个阶段 k的系统状态可以用 xk 表示 (xk 可以是数量、向量、集

合等)。在每一阶段 k的每一状态 xk 都有一个决策集合 Qk(xk)，在 Qk(xk)中选定一个决策 qk ∈ Qk(xk)，状态

xk 就转移到新的状态 xk+1 = Tk(xk, qk)，并且得到效益 Rk(xk, qk)。我们的目的就是在每一个阶段都在它的决

策集合中选择一个决策，使所有阶段的总效益
∑

k Rk(xk, qk)达到最优。我们称之为多阶段决策问题。

一个多阶段决策问题包括阶段数、状态变量、决策变量、状态转移方程和目标函数等基本要素，描述一个多

阶段决策问题就要从以上基本要素人手，只要这些基本要素刻画清楚了，整个决策问题就明了了。

不同问题的要素不尽相同，根据要素的差异，多阶段决策问题可以分成不同类型：

1. 根据阶段数可分为：
(a). 有限阶段决策问题，其阶段数为有限值。
(b). 无限阶段决策问题，其阶段数为无穷大，决策过程可无限持续下去。

2. 根据变量取值情况可分为：
(a). 连续多阶段决策问题，决策变量和状态变量取连续变化的实数。
(b). 离散多阶段决策问题，决策变量和状态变量取有限的数值。

3. 根据阶段个数是否明确可分为：
(a). 定期多阶段决策问题，其阶段数是明确的，不受决策的影响。
(b). 不定期多阶段决策问题，其阶段数是不确定的，不同的决策下阶段数不同。

4. 根据参数取值情况可分为：
(a). 确定多阶段决策问题，其参数是给定的常数。
(b). 不确定多阶段决策问题，其参数中包含不确定因素，如随机参数，区间取值参数等。
本章着重介绍确定有限多阶段决策问题。

4.2 最优化原理
一个过程的最优策略具有这样的性质，即无论其初始状态及其初始决策如何，其后诸策略对以第一个决策

所形成的状态作为初始状态而言，必须构成最优策略。

定理 4.2.1 (确定有限多阶段决策问题)

♡

1. 明确问题，找出阶段数。
2. 确定变量，找出状态变量和决策变量。
3. 找出状态转移方程。
4. 写出递推关系式。
5. 求解递推关系式。



4.3 确定性的定期多阶段决策问题

4.3 确定性的定期多阶段决策问题

4.3.1 递推法

定理 4.3.1 (递推法)

♡

设 fn−k+1(xk)为第 k个阶段的状态为 xk，经过 n− k + 1个阶段的最优目标函数值，则有

fn−k+1(xk) = min
qk∈Qk(xk)

{Rk(xk, qk) + fn−k(Tk(xk, qk))}

...

f1(xn) = min
qn∈Qn(xn)

{Rn(xn, qn)}

4.3.2 最短路径问题

例题 4.1求解从 A0 到 A3 的最短路径。

图 4.1: 最短路径问题

解记 f(P )为点 P 到目标点 A3 的最短路径长度，x(P )为点 P 在最短路径中的下一点，d(P,Q)为点 P 到点 Q

的距离。我们从目标点往前向出发点递推。

还有 1步到达目标点：

f(A2) = d(A2, A3) = 9, x(A2) = A3

f(B2) = d(B2, A3) = 10, x(B2) = A3

还有 2步到达目标点：

f(A1) = min{d(A1, A2) + f(A2), d(A1, B2) + f(B2)} = min{13, 15} = 13, x(A1) = A2

f(B1) = d(B1, A2) + f(A2) = 15, x(B1) = A2

f(C1) = min{d(C1, A2) + f(A2), d(C1, B2) + f(B2)} = min{16, 18} = 16, x(C1) = A2

还有 3步到达目标点：

f(A0) = min{d(A0, A1) + f(A1), d(A0, B1) + f(B1), d(A0, C1) + f(C1)} = min{14, 17, 19} = 14

x(A0) = A1

所以最短路径为

A0 → A1 → A2 → A3, min = 14
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4.3 确定性的定期多阶段决策问题

4.3.3 旅行售货员问题

例题 4.2求解从点 v1 出发，经过点 v2, v3, v4 各一次，最后回到点 v1 的最短路径。距离矩阵如下，其中 (i, j)为

点 vi 到点 vj 的距离。

D =


0 8 5 6

6 0 8 5

7 9 0 5

9 7 8 0


解记 f(vi, V )为从点 vi，经过集合 V 中的点各一次，最后回到初始点 v1的最短路径长度，x(vi)为点 vi在最短

路径中的下一点，d(vi, vj)为点 vi 到点 vj 的距离。我们从目标点往前向出发点递推。

经过 0个点，回到 v1：

f(v2,∅) = d(v2, v1) = 6

f(v3,∅) = d(v3, v1) = 7

f(v4,∅) = d(v4, v1) = 9

经过 1个点，回到 v1：

f(v2, {v3}) = d(v2, v3) + f(v3,∅) = 15

f(v2, {v4}) = d(v2, v4) + f(v4,∅) = 14

f(v3, {v2}) = d(v3, v2) + f(v2,∅) = 15

f(v3, {v4}) = d(v3, v4) + f(v4,∅) = 14

f(v4, {v2}) = d(v4, v2) + f(v2,∅) = 13

f(v4, {v3}) = d(v4, v3) + f(v3,∅) = 15

经过 2个点，回到 v1：

f(v2, {v3, v4}) = min{d(v2, v3) + f(v3, {v4}), d(v2, v4) + f(v4, {v3})} = min{22, 20} = 20, x(v2) = v4

f(v3, {v2, v4}) = min{d(v3, v2) + f(v2, {v4}), d(v3, v4) + f(v4, {v2})} = min{23, 18} = 18, x(v3) = v4

f(v4, {v2, v3}) = min{d(v4, v2) + f(v2, {v3}), d(v4, v3) + f(v3, {v2})} = min{22, 23} = 22, x(v4) = v2

经过 3个点，回到 v1：

f(v1, {v2, v3, v4})

=min{d(v1, v2) + f(v2, {v3, v4}), d(v1, v3) + f(v3, {v2, v4}), d(v1, v4) + f(v4, {v2, v3})}

=min{28, 23, 28} = 23

x(v1) = v3

所以最短路径为

v1 → v3 → v4 → v2 → v1, min = 23

4.3.4 多阶段资源分配问题

引理 4.3.1

♡
如果 g(y), h(y)为凸函数，那么对于任意 x，F (y) = g(y) + h(x− y)为凸函数。

引理 4.3.2

♡
如果 f(x), g(x)为凸函数，那么 max{f(x), g(x)}为凸函数。
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4.3 确定性的定期多阶段决策问题

定理 4.3.2 (多阶段资源分配问题)

♡

多阶段资源分配问题递推公式为
f1(x) = max

0≤y≤x
{g(y) + h(x− y)}

fk+1(x) = max
0≤y≤x

{g(y) + h(x− y) + fk(ay + b(x− y))}

定理 4.3.3 (多阶段资源分配问题的凸函数解)

♡

如果 g(y)和 h(y)为凸函数，且 g(0) = h(0) = 0，那么 n阶段资源分配问题的最优策略 y在每个阶段总取

0 ≤ y ≤ x的端点的值，且 f1(x) = max{g(x), h(x)}

fk+1(x) = max{g(x) + fk(ax), h(x) + fk(bx)}

例题 4.3某单位有资源 100单位，拟分 4个周期使用，在每个周期有生产任务 A和 B，把资源用于 A生产任务，

每单位能获利 10元，资源回收率为 2/3；把资源用于 B生产任务，每单位能获利 7元，资源回收率为 9/10 。问
每个周期应如何分配资源，使总收益最大？

解记 A生产任务的获利函数为 g(x) = 10x，B 生产任务的获利函数为 h(x) = 7x，以及 a = 2/3，b = 9/10。

以 f1(x)表示投入 x单位的生产资源在 1个周期内生产的最大总收益函数，那么

f1(x) = max
0≤y≤x

{g(y) + h(x− y)} = max
0≤y≤x

{7x+ 3y} = 10x, y = x

以 f2(x)表示投入 x单位的生产资源在 2个周期内生产的最大总收益函数，那么

f2(x) = max
0≤y≤x

{g(y) + h(x− y) + f1(ay + b(x− y))} = max
0≤y≤x

{
16x+

2

3
y

}
=

50

3
x, y = x

以 f3(x)表示投入 x单位的生产资源在 3个周期内生产的最大总收益函数，那么

f3(x) = max
0≤y≤x

{g(y) + h(x− y) + f2(ay + b(x− y))} = max
0≤y≤x

{
22x− 8y

9

}
= 22x, y = 0

以 f4(x)表示投入 x单位的生产资源在 4个周期内生产的最大总收益函数，那么

f4(x) = max
0≤y≤x

{g(y) + h(x− y) + f3(ay + b(x− y))} = max
0≤y≤x

{
134

5
x− 32

15
y

}
=

134

5
x, y = 0

因此投入 100单位的生产资源在 4个周期内生产的最大总收益为

f4(100) = 2680

每个阶段的生产计划如下

表 4.1: 生产计划
投入 A生产任务 投入 B 生产任务 本周期收益

第一周期 0 100 700

第二周期 0 90 630

第三周期 81 0 810

第四周期 54 0 540

总收益 2680

32



4.3 确定性的定期多阶段决策问题

4.3.5 可靠性问题

例题 4.4求解规划问题

max z = x1x2 · · ·xn

s.t.

x1 + x2 + · · ·+ xn = 1

x1, x2, · · · , xn ≥ 0

解令

fk(x) = max{x1x2 · · ·xk : x1 + x2 + · · ·+ xk = 1, x1, x2, · · · , xk ≥ 0}

那么成立递推关 
f1(x) = x

fk+1(x) = max
0≤xk+1≤x

xk+1fk(x− xk)

从而

fk(x) = max
0≤xk≤x

xk

(
x− xk

k − 1

)n−1

=
xk

kk
, xk =

x

k

现在来求最优解。

第一阶段，状态变量 x = 1，最优解 xn = 1
n。

第二阶段，状态变量

x = 1− 1

n
=

n− 1

n

最优解

xn−1 =
x

n− 1
=

1

n

第三阶段，状态变量

x = 1− 1

n
− 1

n
=

n− 2

n

最优解

xn−2 =
x

n− 2
=

1

n

以此类推，最后阶段，状态变量

x = 1− 1

n
− 1

n
− · · · − 1

n
=

1

n

最优解

xn−2 =
x

1
=

1

n

进而最优解为
(
1
n ,

1
n , · · · ,

1
n

)
，最优值为 1/nn。

例题 4.5求解规划问题

max z = 4x2
1 − x2

2 + 2x2
3 + 12

s.t.

3x1 + 2x2 + x9

x1, x2, x3 ≥ 0

解第一阶段

f1(y) = max
0≤3x1≤y

{4x2
1} =

4

9
y2, x1 =

y

3

第二阶段

f2(y) = max
0≤2x2≤y

{−x2
2 + f1(y − 2x2)} =

4

9
y2, x2 = 0

33



4.4 确定性的不定期多阶段决策问题

第三阶段

f3(9) = max
0≤x3≤9

{2x2
3 + 12 + f2(9− x3)} = 174, x3 = 9

因此最优解为

x1 = 0, x2 = 0, x3 = 9

4.4 确定性的不定期多阶段决策问题

4.4.1 最优线路问题

定义 4.4.1 (最优线路问题)

♣


f(i) = min

1≤j≤n
{cij + f(j)}, i = 1, 2, · · · , n− 1

f(n) = 0
(*)

定理 4.4.1 (函数空间迭代法)

♡

记 fk(i)为由 vi 点出发至多经过 k个点到达 vn 的最短路程，那么f1(i) = cin, i = 1, 2, · · · , n− 1

f1(n) = 0

递推关系为 
fk(i) = min

1≤j≤n
{cij + fk−1(j)}, i = 1, 2, · · · , n− 1

fk(n) = 0

得到的函数列 {fk(i)}单调下降收敛于函数方程 (*)的解 f(i)。

例题 4.6设有五个城市 1, 2, 3, 4, 5相互的距离矩阵为

D =



0 3 4 ∞ ∞
∞ 0 5 2 4

∞ ∞ 0 3 ∞
∞ ∞ ∞ 0 1

∞ ∞ ∞ ∞ 0


试用函数空间迭代法求各城市到城市 5的最短路线及最短路程。

解记 f1(i)为由城市 i出发至多经过 1个城市到达城市 5的最短路程，那么

f1(1) = d15 = ∞, f1(2) = d25 = 4, f1(3) = d35 = ∞, f1(4) = d45 = 1, f1(5) = d55 = 0

记 f2(i)为由城市 i出发至多经过 2个城市到达城市 5的最短路程，那么

f2(1) = min
1≤j≤5

{d1j + f1(j)} = min{0 +∞, 3 + 4, 4 +∞,∞+ 1,∞+ 0} = 7

f2(2) = min
1≤j≤5

{d2j + f1(j)} = min{∞+∞, 0 + 4, 5 +∞, 2 + 1, 4 + 0} = 3

f2(3) = min
1≤j≤5

{d3j + f1(j)} = min{∞+∞,∞+ 4, 0 +∞, 3 + 1,∞+ 0} = 4

f2(4) = min
1≤j≤5

{d4j + f1(j)} = min{∞+∞,∞+ 4,∞+∞, 0 + 1, 1 + 0} = 1

f2(5) = 0
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4.4 确定性的不定期多阶段决策问题

记 f3(i)为由城市 i出发至多经过 3个城市到达城市 5的最短路程，那么

f3(1) = min
1≤j≤5

{d1j + f2(j)} = min{0 + 7, 3 + 3, 4 + 4,∞+ 1,∞+ 0} = 6

f3(2) = min
1≤j≤5

{d2j + f2(j)} = min{∞+ 7, 0 + 3, 5 + 4, 2 + 1, 4 + 0} = 3

f3(3) = min
1≤j≤5

{d3j + f2(j)} = min{∞+ 7,∞+ 3, 0 + 4, 3 + 1,∞+ 0} = 4

f3(4) = min
1≤j≤5

{d4j + f2(j)} = min{∞+ 7,∞+ 3,∞+ 4, 0 + 1, 1 + 0} = 1

f3(5) = 0

记 f4(i)为由城市 i出发至多经过 4个城市到达城市 5的最短路程，那么

f4(1) = min
1≤j≤5

{d1j + f3(j)} = min{0 + 6, 3 + 3, 4 + 4,∞+ 1,∞+ 0} = 6, s(1) = 2

f4(2) = min
1≤j≤5

{d2j + f3(j)} = min{∞+ 6, 0 + 3, 5 + 4, 2 + 1, 4 + 0} = 3, s(2) = 4

f4(3) = min
1≤j≤5

{d3j + f3(j)} = min{∞+ 6,∞+ 3, 0 + 4, 3 + 1,∞+ 0} = 4, s(3) = 4

f4(4) = min
1≤j≤5

{d4j + f3(j)} = min{∞+ 6,∞+ 3,∞+ 4, 0 + 1, 1 + 0} = 1, s(4) = 5

f4(5) = 0

因此各城市到城市 5的最短路线及最短路程为

城市 最短路线 最短路程

1 1 → 2 → 4 → 5 6

2 2 → 4 → 5 3

3 3 → 4 → 5 4

4 4 → 5 1

定理 4.4.2 (策略空间迭代法)

♡

策略 {s(i)}就是给定在点 vi 时，选定下一步的位置为 s(i)。

给定无回路的初始策略 {s0(i)}，作方程组f0(i) = ci,s0(i) + f0(s0(i)), i = 1, 2, · · · , n− 1

f0(n) = 0

解得 f0(1), · · · , f0(n)。求解

min
1≤j≤n

{cij + f0(j)} = ci,s1(i) + f0(s1(i)), i = 1, 2, · · · , n− 1

由此得到策列 {s1(i)}。重复上面过程，得到策略 {sk(i)}，由此得到的函数列 {fk(i)}单调下降收敛于函
数方程 (*)的解 f(i)。

例题 4.7设有五个城市 1, 2, 3, 4, 5相互的距离矩阵为

D =



0 3 4 ∞ ∞
∞ 0 5 2 4

∞ ∞ 0 3 ∞
∞ ∞ ∞ 0 1

∞ ∞ ∞ ∞ 0


试用策略空间迭代法求各城市到城市 5的最短路线及最短路程，其中初始策略为

s0(1) = 2, s0(2) = 3, s0(3) = 4, s0(4) = 5, s0(5) = 5
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4.4 确定性的不定期多阶段决策问题

解作方程组 

f0(1) = d1,s0(1) + f0(s0(1))

f0(2) = d2,s0(2) + f0(s0(2))

f0(3) = d3,s0(3) + f0(s0(3))

f0(4) = d4,s0(4) + f0(s0(4))

f0(5) = 0

⇐⇒



f0(1) = 3 + f0(2)

f0(2) = 5 + f0(3)

f0(3) = 3 + f0(4)

f0(4) = 1 + f0(5)

f0(5) = 0

⇐⇒



f0(1) = 12

f0(2) = 9

f0(3) = 4

f0(4) = 1

f0(5) = 0

求解

min
1≤j≤5

{d1j + f0(j)} = min{0 + 12, 3 + 9, 4 + 4,∞+ 1,∞+ 0} = 8, s1(1) = 3

min
1≤j≤5

{d2j + f0(j)} = min{∞+ 12, 0 + 9, 5 + 4, 2 + 1, 4 + 0} = 3, s1(2) = 4

min
1≤j≤5

{d3j + f0(j)} = min{∞+ 12,∞+ 9, 0 + 4, 3 + 1,∞+ 0} = 4, s1(3) = 4

min
1≤j≤5

{d4j + f0(j)} = min{∞+ 12,∞+ 9,∞+ 4, 0 + 1, 1 + 0} = 1, s1(4) = 5

由此得到策略

s1(1) = 3, s1(2) = 4, s1(3) = 4, s1(4) = 5, s1(5) = 5

作方程组 

f1(1) = d1,s1(1) + f1(s1(1))

f1(2) = d2,s1(2) + f1(s1(2))

f1(3) = d3,s1(3) + f1(s1(3))

f1(4) = d4,s1(4) + f1(s1(4))

f1(5) = 0

⇐⇒



f1(1) = 4 + f1(3)

f1(2) = 2 + f1(4)

f1(3) = 3 + f1(4)

f1(4) = 1 + f1(5)

f1(5) = 0

⇐⇒



f1(1) = 8

f1(2) = 3

f1(3) = 4

f1(4) = 1

f1(5) = 0

求解

min
1≤j≤5

{d1j + f1(j)} = min{0 + 8, 3 + 3, 4 + 4,∞+ 1,∞+ 0} = 6, s2(1) = 2

min
1≤j≤5

{d2j + f1(j)} = min{∞+ 8, 0 + 3, 5 + 4, 2 + 1, 4 + 0} = 3, s2(2) = 4

min
1≤j≤5

{d3j + f1(j)} = min{∞+ 8,∞+ 3, 0 + 4, 3 + 1,∞+ 0} = 4, s2(3) = 4

min
1≤j≤5

{d4j + f1(j)} = min{∞+ 8,∞+ 3,∞+ 4, 0 + 1, 1 + 0} = 1, s2(4) = 5

由此得到策略

s2(1) = 2, s2(2) = 4, s2(3) = 4, s2(4) = 5, s2(5) = 5

作方程组 

f2(1) = d1,s2(1) + f1(s2(1))

f2(2) = d2,s2(2) + f1(s2(2))

f2(3) = d3,s2(3) + f1(s2(3))

f2(4) = d4,s2(4) + f1(s2(4))

f2(5) = 0

⇐⇒



f2(1) = 3 + f1(2)

f2(2) = 2 + f1(4)

f2(3) = 3 + f1(4)

f2(4) = 1 + f1(5)

f2(5) = 0

⇐⇒



f2(1) = 6

f2(2) = 3

f2(3) = 4

f2(4) = 1

f2(5) = 0
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4.4 确定性的不定期多阶段决策问题

求解

min
1≤j≤5

{d1j + f2(j)} = min{0 + 6, 3 + 3, 4 + 4,∞+ 1,∞+ 0} = 6, s3(1) = 2

min
1≤j≤5

{d2j + f2(j)} = min{∞+ 6, 0 + 3, 5 + 4, 2 + 1, 4 + 0} = 3, s3(2) = 4

min
1≤j≤5

{d3j + f2(j)} = min{∞+ 6,∞+ 3, 0 + 4, 3 + 1,∞+ 0} = 4, s3(3) = 4

min
1≤j≤5

{d4j + f2(j)} = min{∞+ 6,∞+ 3,∞+ 4, 0 + 1, 1 + 0} = 1, s3(4) = 5

由此得到策略

s3(1) = 2, s3(2) = 4, s3(3) = 4, s3(4) = 5, s3(5) = 5

因此各城市到城市 5的最短路线及最短路程为

城市 最短路线 最短路程

1 1 → 2 → 4 → 5 6

2 2 → 4 → 5 3

3 3 → 4 → 5 4

4 4 → 5 1
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第五章 图与网络分析

5.1 图的基本概念与矩阵表示

5.1.1 图的基本概念

定义 5.1.1 (图)

♣

1. 称二元组 (V,E)为无向图，其中 V 为点集合

E = {⟨u, v⟩为无序偶}

为无向边集合。

2. 称二元组 (V,E)为有向图，其中 V 为点集合

E = {(u, v)为有序偶}

为有向边集合。

定义 5.1.2 (点与边的关系)

♣

1. 点与边的关联
(a). 称无向边 ⟨u, v⟩与点 u, v关联。

(b). 称有向边 (u, v)与点 u, v关联。

2. 点与点的邻接
(a). 称点 u, v邻接，如果存在无向边 ⟨u, v⟩。
(b). 称点 u, v邻接，如果存在有向边 (u, v)。

3. 边与边的邻接
(a). 称无向边 ⟨u, v⟩与 ⟨x, y⟩邻接，如果 {u, v} ∩ {x, y} ̸= ∅。
(b). 称有向边 (u, v)与 (x, y)邻接，如果 {u, v} ∩ {x, y} ̸= ∅。

定义 5.1.3 (特殊点)

♣

1. 端点：称点 u, v为无向边 ⟨u, v⟩的端点。
2. 起点/尾：称点 u为有向边 (u, v)的起点/尾。
3. 终点/头：称点 v为有向边 (u, v)的终点/头。
4. 孤立点

(a). 称点 v为孤立点，如果不存在无向边 ⟨u,w⟩，使得 v ∈ {u,w}。
(b). 称点 v为孤立点，如果不存在有向边 (u,w)，使得 v ∈ {u,w}。

定义 5.1.4 (特殊边)

♣

1. 环
(a). 称无向边 ⟨v, v⟩为环。
(b). 称有向边 (v, v)为环。

2. 重边
(a). 称无向边 ⟨u, v⟩与 ⟨u, v⟩为重边。
(b). 称有向边 (v, v)与 (v, v)为重边。



5.1 图的基本概念与矩阵表示

定义 5.1.5 (特殊图)

♣

1. 简单图：称图为简单图，如果其既没有环，也没有重边。
2. 完全图

(a). 称简单无向图 (V,E)为完全无向图Kn，其中 |V | = n，如果对于任意 u, v ∈ V，成立 ⟨u, v⟩ ∈ E。

(b). 称简单有向图 (V,E)为完全有向图Kn，其中 |V | = n，如果对于任意 u, v ∈ V，成立 (u, v) ∈ E

且 (v, u) ∈ E。

3. 二分图
(a). 称无向图 (V,E)为二分无向图，并记作 (S, T,E)，如果 V = S ⊔ T，且对于任意 ⟨s, t⟩ ∈ E，成

立 s ∈ S 与 t ∈ T。

(b). 称有向图 (V,E)为二分无向图，并记作 (S, T,E)，如果 V = S ⊔ T，且对于任意 (s, t) ∈ E，成

立 s ∈ S 与 t ∈ T。

4. 完全二分图
(a). 称简单二分无向图 (S, T,E)为完全二分无向图 Kp,q，其中 |S| = p且 |T | = q，如果对于任意

s ∈ S 与 t ∈ T，存在 ⟨s, t⟩ ∈ E。

(b). 称简单二分有向图 (S, T,E)为完全二分有向图 Kp,q，其中 |S| = p且 |T | = q，如果对于任意

s ∈ S 与 t ∈ T，存在 (s, t) ∈ E。

5. 补图：对于简单图 G = (V,E)，令Kn = (V,EK)为完全图，定义 G的补图为 G = (V,EK \ E)。

6. 基本图：称无向图 (V,E0)为有向图 (V,E)的基本图，如果成立如下命题。

(a). 对于任意 (u, v) ∈ E，成立 ⟨u, v⟩ ∈ E0。

(b). 对于任意 ⟨u, v⟩ ∈ E0，成立 (u, v) ∈ E。

定义 5.1.6 (图依大小的分类)

♣

1. 有限图：称图 (V,E)为有限图，如果 |V | < ∞且 |E| < ∞。
2. 无限图：称图 (V,E)为无限图，如 |V | = ∞或 |E| = ∞。
3. 空图：称图 (V,E)为空图，如果 V = ∅。
4. 平凡图：称图 (V,E)为平凡图，如果 |V | = 1。

定义 5.1.7 (网络)

♣
对于图 (V,E)，定义 (V,E, φ)为网络，其中 φ : E → R为函数。

定义 5.1.8 (图的运算)

♣

1. 并：定义图 G1 = (N1, E1)与 G2 = (N2, E2)的并为图

G1 ∪G2 = (N1 ∪N2, E1 ∪N2)

2. 交：定义图 G1 = (N1, E1)与 G2 = (N2, E2)的交为图

G1 ∩G2 = (N1 ∩N2, E1 ∩N2)

3. 不交：称图 G1 = (N1, E1)与 G2 = (N2, E2)不相交，如果 N1 ∩N2 = ∅。
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5.1 图的基本概念与矩阵表示

5.1.2 图的关联矩阵与邻接矩阵

定义 5.1.9 (关联矩阵)

♣

1. 定义简单无向图 (V,E)的关联矩阵为 |V | × |E|阶矩阵B = (bij)，其中

bij =

1, 点vi与边ej关联

0, 点vi与边ej不关联

2. 定义简单有向图 (V,E)的关联矩阵为 |V | × |E|阶矩阵B = (bij)|V |×|E|，其中

bij =


1, 边ej以点vi为起点

−1, 边ej以点vi为终点

0, 其余情况

定义 5.1.10 (邻接矩阵)

♣

1. 定义简单无向图 (V,E)的邻接矩阵为 |V |阶矩阵A = (aij)，其中

aij =

1, ⟨vi, vj⟩ ∈ E

0, ⟨vi, vj⟩ /∈ E

2. 定义简单有向图 (V,E)的邻接矩阵为 |V |阶矩阵A = (aij)，其中

aij =

1, (vi, vj) ∈ E

0, (vi, vj) /∈ E

定义 5.1.11 (度)

♣

1. 定义简单无向图 (V,E)的点 v的度 deg(v)为图中与点 v关联的边数；换言之

deg(v) =
∑

e∈E与v关联

1

2. 定义简单有向图 (V,E)的点 v的入度 deg−(v)为图中以点 v为起点的边数；换言之

deg−(v) =
∑

e∈E以v为起点

1

3. 定义简单有向图 (V,E)的点 v的出度 deg+(v)为图中以点 v为终点的边数；换言之

deg+(v) =
∑

e∈E以v为终点

1

定理 5.1.1 (二分图的等价定义)

♡

G为二分图，当且仅当 G的邻接矩阵可表示为

A =

(
O M

MT O

)

定理 5.1.2
1. 对于简单无向图 (V,E)，成立 ∑

v∈V

deg(v) = 2|E|
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5.2 图的连通性

♡

2. 对于简单有向图 (V,E)，成立 ∑
v∈V

deg+(v) =
∑
v∈V

deg−(v) = |E|

5.1.3 子图

定义 5.1.12 (子图)

♣

1. 称无向图 (V0, E0) 为图 (V,E) 的子图，如果 V0 ⊂ V 与 E0 ⊂ E，且对于任意 ⟨u, v⟩ ∈ E0，成立

u ∈ N0 与 v ∈ N0。

2. 称有向图 (V0, E0) 为图 (V,E) 的子图，如果 V0 ⊂ V 与 E0 ⊂ E，且对于任意 (u, v) ∈ E0，成立

u ∈ N0 与 v ∈ N0。

定义 5.1.13 (特殊子图)

♣

1. 支撑子图：称图 (V,E)的子图 (V0, E0)为支撑子图，如果 V0 = V。

2. 点导出子图：称图 G = (V,E)的子图 G0 = (V0, E0)为由点 V0导出的 G的子图，并记作 G[V0]，如

果

E0 =
⋃

(V0,E′)为(V,E)的子图

E′

3. 边导出子图：称图G = (V,E)的子图G0 = (V0, E0)为由边 E0导出的G的子图，并记作G[E0]，如

果

V0 =
⋃

(V ′,E0)为(V,E)的子图

V ′

5.2 图的连通性

5.2.1 图的连通

定义 5.2.1 (路)

♣

称图中从点 a到 z的路为点和边的交错序列

(a, eab, b, · · · , y, eyz, z)

特别的，称简单图中从点 a到 z的路为点的序列

(a, b, · · · , y, z)

定义 5.2.2 (特殊路)

♣

1. 简单路：称边不重复的路为简单路。
2. 初级路：称点不重复的路为初级路。
3. 回路：称路

(a, eab, b, · · · , y, eyz, z)

为回路，如果 a = z。
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5.3 树与支撑树

定义 5.2.3 (连通性)

♣

1. 点的连通：对于无向图，称点 u与 v连通，如果存在从 u到 v的路。

2. 连通图：称无向图为连通图，如果其任意两点间均连通。
3. 连通分支：无向图的极大连通子图称为连通分支。

定义 5.2.4 (强连通性)

♣

1. 点的连通：对于有向图，称点 u与 v连通，如果存在从 u到 v的路。

2. 强连通图：称有向图为连通图，如果其任意两点间均强连通。
3. 强连通分支：有向图的极大强连通子图称为强连通分支。

5.2.2 图的割集

定义 5.2.5 (割边)

♣

称图 (V,E)的边 e为割边，如果成立如下命题之一。

1. 子图 (N,E \ {e})的连通分支数严格大于图 (V,E)的连通分支数。

2. 边 e不包含在 G的任意简单回路中。

定义 5.2.6 (边割)

♣

对于图 (V,E)，令

{S,N \ S} = {{ni, nj} ∈ E : ni ∈ S, nj ∈ N \ S}

称子集 T ⊂ {S,N \ S}为边割，如果子图 (N,E \ T )的连通分支数严格大于图 (V,E)的连通分支数。

定义 5.2.7 (割集)

♣图的极小边割称为割集。

定理 5.2.1

♡边割为不交割集的并。

定理 5.2.2

♡

对于图 G，如果 C 为 G的简单回路，Ω为 G的割集，令 E(C), E(Ω)分别表示 C,Ω所包含的边集合，那

么或 E(C) ∩ E(Ω) = ∅，或 |E(C) ∩ E(Ω)| ≥ 2。

5.3 树与支撑树

5.3.1 树及其基本性质

定义 5.3.1 (树)
称无向图 T = (V,E)为树，如果成立如下命题之一。

1. 无回路且连通。
2. 无回路且 |E| = |V | − 1。

3. 连通且 |E| = |V | − 1。
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5.3 树与支撑树

♣

4. 连通且每一条边均为割边。
5. 任意两点间存在且存在唯一一条路。
6. 无回路，但任意增加一条新边，存在且存在唯一回路。

证明 1 =⇒ 5：设 T 连通且无回路，任取两点 i, j，由于 T 连通，那么 i, j 间存在路。又由于 T 无回路，那么

i, j 间仅存在唯一一条路。

5 =⇒ 6：设 T 的任意两点间存在且存在唯一一条路，那么 T 无回路。在任意不相邻的两点 i, j 连接，并

设 T 中 i, j 间的路为 P，则 P + e为 T + e的唯一回路。

6 =⇒ 4：设 T 无回路，但任意增加一条新边，存在且存在唯一回路。由于 T 无回路，那么 T 的每一条边

均为割边。若 T 不连通，则不妨 T 存在两个连通分支 T1, T2，那么 T1 中的点 i与 T2 中的点 j 间增加新边不会

产生回路。

4 =⇒ 3：设 T 连通且每一条边均为割边，下面对于 |N |进行数学归纳。
当 |N | = 1, 2时，结论平凡。

假设当 |N | ≤ k时结论成立，那么当 |N | = k + 1时，任取 T 的一条边 e，由于 e为割边，因此 T − e存在

两个连通分支 T1, T2。由于 T1, T2 的点数 ≤ k，有归纳假设

|E1| = |N1| − 1, |E2| = |N2| − 1

因此

|E| = |E1|+ |E2|+ 1 = |N1| − 1 + |N2| − 1 + 1 = |N | − 1

3 =⇒ 2：设 T 连通且 |E| = |V | − 1，下面对于 |N |进行数学归纳。
当 |N | = 1, 2时，结论平凡。

假设当 |N | = k时结论成立，那么当 |N | = k + 1时，由 T 的连通性，T 中点的次数 ≥ 1。又若 T 中点的次

数 ≥ 2，则

2|N | =
∑
i∈N

d(i) = 2|E| = 2|N | − 2

矛盾！因此存在次数为 1的点。令 d(i) = 1，由于 T ′ = T − i连通，且

|N ′| = |N | − 1, |E′| = |E| − 1

因此

|E′| = |N ′| − 1

由归纳假设，T ′ 无回路，因此 T 无回路。

2 =⇒ 1：设 T 无回路且 |E| = |V |−1。由于 T 无回路，因此 T 的每条边均为割边，假若 T 不连通，设 T 存

在 k个连通分支，则可在这些连通分支间增加 k − 1条边得到 T ′，使得 T ′连通且每条边均为割边，由 4 =⇒ 3

|E′| = |N ′| − 1 = |N − 1|

这与

|E′| = |E|+ k − 1 = |N |+ k − 2

矛盾！

定理 5.3.1

♡每棵树至少存在两个次为 1的点。

证明 任给树 T = (N,E)，由于 T 连通，因此 T 中每个点的次数均 ≥ 1。而∑
i∈N

deg(i) = 2|E| = 2|N | − 2
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5.4 最小树问题

因此至少有两个点的次为 1。

定理 5.3.2

♡如果图 G的点的次数均 ≥ 2，那么 G存在回路。

证明 如果 G存在环，那么其为回路。如果 G存在重边，其为回路。下设 G为简单图，令 P 为 G的极长的路，

其端点为 u, v。由于 deg(u) ≥ 2，因此 u除了路 P 中的邻点外还有还有一点 w在 P 中，此时 uPw+uw为回路。

5.3.2 支撑树及其基本性质

定义 5.3.2 (支撑树)

♣称图 G的支撑子图 T 为支撑树，如果 T 为树。

定义 5.3.3 (反树)

♣
称图 G的支撑树 T 的反树为 T ∗ = G \ T。

定义 5.3.4

♣

对于图G的支撑树 T，取 T 的一条边 e，T − e的两个连通分支分别为 T1, T2，其点集合分别为 S1, S2，记

Ω(e)为割集 {S1, S2}。

定理 5.3.3

♡图 G存在支撑树当且仅当 G为连通图。

定理 5.3.4

♡
对于连通图 G的支撑树 T，如果 e为 T 的一条边，那么存在且存在唯一割集 Ω(e)，使得 Ω(e) ⊂ T ∗ + e。

定理 5.3.5

♡
对于连通图 G的支撑树 T1 和 T2，如果 |T1 ∩ T2| = k，那么 T2 经过 k次迭代后得到 T1。

5.4 最小树问题

5.4.1 最小树及其性质

定义 5.4.1 (最小树)

♣

称连通网络 G的支撑树 T 为最小树，如果成立如下命题之一。

1. T 为 G的支撑树中权最小的支撑树。

2. 对于任意 e ∈ T ∗，成立

W (e) = max
e′∈C(e)

W (e′)

其中 C(e) ⊂ T + e为唯一回路。

3. 对于任意 e ∈ T，成立

W (e) = min{e′ ∈ Ω(e)}W (e′)

其中 Ω(e) ⊂ T ∗ + e为唯一割集。
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5.4 最小树问题

定理 5.4.1

♡

对于连通网络 G的支撑树 T，如下命题等价。

1. T 为 G的唯一最小树

2. 对于任意 e ∈ G \ T，e为 C(e)中唯一最大边。

3. 对于任意 e ∈ T，e为 Ω(e)中唯一最小边。

5.4.2 Kruskal算法

定理 5.4.2 (Kruskal算法)

♡

求网络 G(V,E,W )的最小树，其中 |V | = n，|E| = m。

1. 将边依权排列
W (e1) ≤ W (e2) ≤ · · · ≤ W (am)

令

S := ∅, i := 0, j := 1

2. 若 |S| = i = n− 1，停止，G[S] = T 即为最小树；否则转至第 3步。
3. 若 G[S ∪ {aj}]不构成回路，则令

ei+1 := aj , S := S ∪ {ei+1}, i := i+ 1, j := j + 1

转至第 2步；否则令 j := j + 1，转至第 2步。

例题 5.1用 Kruskal算法法求解下图所示网络的最小树。

1 2

3

4 5

解边依权排列如下

边 e12 e45 e14 e25 e35 e23 e13 e34

权 1 2 3 4 5 6 7 8

在不产生圈的前提下依次加边，直至得到最小树。

选取 e12，构成如下图
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5.4 最小树问题

1 2

3

4 5

选取 e45，构成如下图

1 2

3

4 5

选取 e14，构成如下图

1 2

3

4 5

若选取 e25，则构成回路 1 → 2 → 5 → 4 → 1。选取 e35，构成如下图
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5.4 最小树问题

1 2

3

4 5

此时已构成树，因此为最小树。

5.4.3 Dijkstra算法

定理 5.4.3 (Dijkstra算法)

♡

求网络 G(V,E,W )的最小树，其中

V = {v1, · · · , vn}, ⟨vi, vj⟩ = eij , W (eij) = wij

1. 令
uj := w1j , T := ∅, R := {v1}, S := {v2, · · · , vn}

2. 取
uk := min

j∈S
{uj} = wik

令

T := T ∪ {eik}, R := R ∪ {vk}, S := S \ {vk}

3. 若 S = ∅，停止；否则，令
uj := min{uj , wkj}, j ∈ S

转至第 2步。

例题 5.2用 Dijkstra算法求解下图所示网络的最小树。

1 2

3

4 5

解选取点 1为起始点，作割集
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5.4 最小树问题

1 2

3

4 5

选取边 e12，作割集

1 2

3

4 5

选取边 e14，作割集

1 2

3

4 5

选取边 e45，作割集
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5.5 最短有向路问题

1 2

3

4 5

选取边 e35，构成最小树

1 2

3

4 5

5.5 最短有向路问题

定理 5.5.1 (Dijkstra算法)

♡

对于正权有向网络 G = (V,E,W )，求解点 1到其他各点最短有向路径。

1. 令
u1 := 0, uj := w1j , 2 ≤ j ≤ n, P := {1}, T := {2, · · · , n}

2. 在 T 中寻找一点 k，使得成立

uk = min
j∈T

{uj}

令

P := P ∪ {k}, T := T \ {k}

若 T = ∅，终止；否则，转至第 3步。
3. 对于 T 中每一点 j，令

uj = min{uj , uk + wkj}

转至第 2步。

例题 5.3用 Dijkstra算法求解下图所示有向网络中自点 1到其他各点的最短有向路。
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5.5 最短有向路问题

1

2

3

4

5

6

解作临时标号

1

2

3

4

5

6

选择点 2的临时标号为永久标号，并更新其他点的临时标号。

1

2

3

4

5

6

选择点 3 的临时标号为永久标号，并更新其他点的临时标号。

50



5.6 最大流问题

1

2

3

4

5

6

选择点 4 的临时标号为永久标号，并更新其他点的临时标号。

1

2

3

4

5

6

选择点 5, 8的临时标号为永久标号，因此自点 1到其他各点的最短有向路为

1

2

3

4

5

6

城市 最短路线 最短路程

2 1 → 2 1

3 1 → 3 3

4 1 → 2 → 4 5

5 1 → 3 → 5 8

6 1 → 2 → 4 → 6 8
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5.6 最大流问题

5.6 最大流问题

定义 5.6.1 (最大流问题)

♣

对于有向网络 G = (V,E,C)，其中 cij 表示有向边 (i, j)的容量，令 s为发点，t为收点

xij =通过有向边(i, j)的流量

那么求

max v = max
∑
j

xij = max
∑
j

xji

使得成立

0 ≤ xij ≤ cij

∑
j

xij −
∑
j

xji =


+v, i = s

−v, i = t

0, 其他

定理 5.6.1 (最大流算法)

♡

1. 令 x = (xij)为整数可行流，可以为零流，给 s一个永久标号 (−,∞)。

2. (a). 如果所有标号点的相邻点均已检查，转至第 4步。
(b). 找一个已标号但存在未检查的相邻点的点 i，对于每一个有向边 (i, j)，若 xij < cij 且 j 未标

号，则给 j 一个标号 (+i, δ(j))，其中

δ(j) = min{cij − xij , δ(i)}

对于每一个有向边 (j, i)，若 xji > 0且 j 未标号，则给 j 一个标号 (−i, δ(j))，其中

δ(j) = min{xji, δ(i)}

(c). 若 t已被标号，转至第 3步，否则转至 2.a。
3. 由点 t开始，使用指示标号构造一个增广路，指示标号的正负表示通过增加还是减少流量来增大流

值。删去点 s以外的所有标号，转至第 2步。
4. 此时现行流是最大的，若把所有标号点的集合记为 S，所有未标号的点的集合记为 T，便得到最小

容量割 (S, T )，计算完成。

例题 5.4使用 Ford-Fulkerson算法求如下图所示的有向网络中从 s到 t的最大流。

解作零流
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5.6 最大流问题

依次标号

更新流量

依次标号
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5.6 最大流问题

更新流量

依次标号

此时流量最大，流量如下

边 (s, a) (s, b) (a, c) (b, d) (c, t) (d, t) 其他

流量 1 3 1 3 1 3 0

最大流为 v = 4。
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第六章 排队论

6.1 基本模型
基本组成部分：

1. 输入过程：顾客按照怎样的规律到达。
(a). 顾客来源

I. 有限
II. 无限

(b). 顾客数量
I. 有限

II. 无限
(c). 经常性的顾客来源

I. 顾客到达间隔时间：到下一个顾客到达的时间。
II. 服从某一频率分别（指数分布）。

(d). 顾客的行为假定
I. 在未服务之间不会离开。

II. 当看到队列很长的时候离开。
III. 从一个队列移到另一个队列。

2. 排队规则：顾客按照一定规则排队等待服务。
3. 服务机构：服务机构的设置，服务台的数列，服务的方式，服务时间分布等。
记号方案：

1. M：指数分布

2. D：定长分布

3. Ek：k级 Erlang分布

定义 6.1.1 (负指数分布)

♣

对于参数为 1/λ的指数分布 ξ，其分布密度函数为

f(t) =

λe−λt, t ≥ 0

0, t < 0

分布函数为

F (t) =

1− e−λt, t ≥ 0

0, t < 0

数学期望与方差为

E(ξ) =
1

λ
, D(ξ) =

1

λ2

定理 6.1.1 (指数分布的无记忆性)

♡
P{ξ > t+ x | ξ > t} = P{ξ > x}



6.2 M/M/1/∞模型

定义 6.1.2 (最简单流)

♣

称事件流 N(t)为最简单流，如果满足如下性质。

1. 平稳性：对于任意时刻 t0，(t0, t0 + t]时间内出现的事件数仅与事件长度 t有关，而与起点 t0无关。

2. 无记忆性：(t0, t0 + t]时间内出现 k个事件与时刻 t0 以前出现的事件数无关。

3. 普通性：在充分小的时间区间 ∆t内，发生两个及两个以上事件的概率为比 ∆t高阶的无穷小量。

6.2 M/M/1/∞模型

λ：单位时间内平均到达的顾客人数。

µ：单位时间平均服务完的顾客人数。

ρ = λ/µ：服务强度。

N(t)表示 t时刻在系统中的顾客数量，其概率公式为

pn = P{N(t) = n} = (1− ρ)ρn

Nq(t) = N(t)− 1表示 t时刻在系统中的排队等待的顾客数量。

在系统中的平均顾客数量，换言之，平均队长为

L = E(N) =

∞∑
n=0

npn =

∞∑
n=0

n(1− ρ)ρn =
ρ

1− ρ

在系统中的平均排队等待的顾客数量为

Lq = E(Nq) =

∞∑
n=1

(n− 1)pn =

∞∑
n=1

(n− 1)(1− ρ)ρn =
ρ2

1− ρ

平均逗留时长为

W = Wq +
1

µ
=

1

µ− λ

平均等待时长为

Wq =

∞∑
n=0

n

µ
pn =

1

µ
E(N) =

ρ

µ− λ
=

λ

µ(µ− λ)
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第七章 决策分析

7.1 模型建立
决策问题的基本要素：

1. 状态集 S = {x}：把决策的对象统称为一个系统，系统处于不同的状况称为状态。
2. 决策集 A = {a}：为达到预想的目标提出的每一个行动方案称为决策方案。
3. 报酬函数 R(a, x)：在状态 x出现时，决策者采取方案 a所得到收益值。

7.2 风险型决策分析

7.3 不确定型决策分析
乐观法：

Φ : max
a∈A

{max
x∈S

{R(a, x)}}

悲观法：

Φ : max
a∈A

{min
x∈S

{R(a, x)}}

乐观系数法：

Φ : max
a∈A

{αmax
x∈S

{R(a, x)}+ (1− α)min
x∈S

{R(a, x)}}

等可能法：

Φ : max
a∈A

{
1

n

n∑
k=1

R(a, xk)

}

后悔值法：

RV(a, x) = max
a∈A

{R(a, x)} −R(a, x)

Φ : min
a∈A

{max
x∈S

{RV(a, x)}}

例题 7.1某公司欲购进一种新产品,有三种可供选择的方案，即大批量购进、中批量购进、小批量购进，在各种
市场需要下推销该产品的获利情况如下表所示，其中负数表示亏损。

表 7.1: 获利情况

利润/万元
市场情况

畅销 一般 滞销

方案

大批量购进 600 200 −80

中批量购进 400 300 −20

小批量购进 200 100 −10

分别用乐观法、悲观法、乐观系数法（乐观系数 α = 0.4）、后悔值法和等可能法进行决策分析，找出最优

方案。



7.3 不确定型决策分析

解状态集为

S = {畅销,一般,滞销}

决策集为

A = {大批量购进,中批量购进,小批量购进}

决策表为

表 7.2: 决策表

R(a, x)/万元
市场情况

x1（畅销） x2（一般） x3（滞销）

方案

a1（大批量购进） 600 200 −80

a2（中批量购进） 400 300 −20

a3（小批量购进） 200 100 −10

1. 对于乐观法，乐观法决策表为

表 7.3: 乐观法决策表

R(a, x)/万元
市场情况

max
x∈S

{R(a, x)}
x1（畅销） x2（一般） x3（滞销）

方案

a1（大批量购进） 600 200 −80 600

a2（中批量购进） 400 300 −20 400

a3（小批量购进） 200 100 −10 200

由于

Φ : max
a∈A

{max
x∈S

{R(a, x)}}

=max{R(a1, x1), R(a2, x1), R(a3, x1)}

=R(a1, x1)

=600

因此最优方案为大批量购进。

2. 对于悲观法，悲观法决策表为

表 7.4: 悲观法决策表

R(a, x)/万元
市场情况

min
x∈S

{R(a, x)}
x1（畅销） x2（一般） x3（滞销）

方案

a1（大批量购进） 600 200 −80 −80

a2（中批量购进） 400 300 −20 −20

a3（小批量购进） 200 100 −10 −10
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7.3 不确定型决策分析

由于

Φ : max
a∈A

{min
x∈S

{R(a, x)}}

=max{R(a1, x3), R(a2, x3), R(a3, x3)}

=R(a3, x3)

=− 10

因此最优方案为小批量购进。

3. 对于乐观系数法，乐观系数法决策表为

表 7.5: 乐观系数法决策表

R(a, x)/万元
市场情况

αmax
x∈S

{R(a, x)}+ (1− α)min
x∈S

{R(a, x)}
x1（畅销） x2（一般） x3（滞销）

方案

a1（大批量购进） 600 200 −80 192

a2（中批量购进） 400 300 −20 148

a3（小批量购进） 200 100 −10 74

由于

Φ : max
a∈A

{αmax
x∈S

{R(a, x)}+ (1− α)min
x∈S

{R(a, x)}}

max
a∈A

{0.4max
x∈S

{R(a, x)}+ 0.6min
x∈S

{R(a, x)}}

=max{192, 148, 74}

=192

因此最优方案为大批量购进。

4. 对于后悔值法，后悔值函数为
RV(a, x) = max

a∈A
{R(a, x)} −R(a, x)

后悔值表为

表 7.6: 后悔值表

RV(a, x)/万元
市场情况

max
x∈S

{RV(a, x)}
x1（畅销） x2（一般） x3（滞销）

方案

a1（大批量购进） 0 100 70 100

a2（中批量购进） 200 0 10 200

a3（小批量购进） 400 200 0 400

由于

Φ : min
a∈A

{max
x∈S

{RV(a, x)}} = 100

因此最优方案为大批量购进。

5. 对于等可能法，等可能法决策表为
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7.3 不确定型决策分析

表 7.7: 等可能法决策表

R(a, x)/万元
市场情况 1

n

n∑
k=1

R(a, xk)

x1（畅销） x2（一般） x3（滞销）

方案

a1（大批量购进） 600 200 −80 240

a2（中批量购进） 400 300 −20 680/3

a3（小批量购进） 200 100 −10 290/3

由于

Φ : max
a∈A

{
1

n

n∑
k=1

R(a, xk)

}

max
a∈A

{
1

3

3∑
k=1

R(a, xk)

}
=max{240, 680/3, 290/3}

=240

因此最优方案为大批量购进。
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附录 A 期末复习

A.1 填空与判断

对应于基 B 的典式：xB +B−1NxN = B−1b

检验数向量：ζT = cTBB
−1A− cT

0.618法：
ω =

t2 − a

b− a
=

b− t1
b− a

Newton法：
tk+1 = tk − φ′(tk)

φ′′(tk)

共轭梯度法：

λk =
∥∇f(xk+1)∥2

∥∇f(xk)∥2

简约梯度法：

tkmax =

+∞, pk ≥ 0

min
{
−xk

i

pk
i

: pki < 0, 1 ≤ i ≤ n
}
, 其他

简约梯度：

rN = ∇F (xN ) = −(B−1N)T∇Bf(x) +∇Nf(x)

树：无回路，连通，|E| = |V | − 1

排队系统的组成：输入过程，排队规则，服务机构

最简单流的性质：平稳性，无记忆性，普通性

决策问题的基本要素：状态集 S = {x}，决策集 A = {a}，报酬函数 R(a, x)
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