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引言



从同构讲起

在分析学中，称 Banach空间 𝑋 与 𝑌 同构，并记作 𝑋 ≅ 𝑌，如
果存在双射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌，使得 𝑓 与 𝑓−1 均为有界线性映射。

在代数学中，称群 𝑋 与 𝑌 同构，并记作 𝑋 ≅ 𝑌，如果存在双射
𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌，使得对于任意 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋，成立 𝑓(𝑥𝑦) = 𝑓(𝑥)𝑓(𝑦)。
在拓扑学中，称拓扑空间 𝑋 与 𝑌 同构，并记作 𝑋 ≅ 𝑌，如果存
在双射 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌，使得 𝑓 与 𝑓−1 均为连续映射。
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范畴的定义与示例



范畴 category

范畴 C包含：

• 对象 (object)：Obj(C)
• 态射 (morphism)：HomC(𝐴, 𝐵)，其中称 𝐴为源 (source)，

𝐵 为目标 (target)。
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成立如下公理：

1. 态射复合：对于任意对象 𝐴, 𝐵, 𝐶 ∈ Obj(C)，存在态射复合

∘ ∶ HomC(𝐴, 𝐵) × HomC(𝐵, 𝐶) ⟶ HomC(𝐴, 𝐶)
(𝑓, 𝑔) ⟼ 𝑔 ∘ 𝑓

2. 恒等态射：对于任意对象 𝑆 ∈ Obj(C)，存在恒等态射
1𝑆 ∈ HomC(𝑆, 𝑆)，使得对于任意态射 𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)，成
立

𝑓 ∘ 1𝐴 = 1𝐵 ∘ 𝑓 = 𝑓

3. 结合律：对于任意态射
𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵), 𝑔 ∈ HomC(𝐵, 𝐶), ℎ ∈ HomC(𝐶, 𝐷)，成立

(ℎ ∘ 𝑔) ∘ 𝑓 = ℎ ∘ (𝑔 ∘ 𝑓)

4



范畴示例

集合范畴 Set：

• Obj(Set) = {集合}
• HomSet(𝐴, 𝐵) = {映射𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵}

矩阵范畴 V：

• Obj(V) = ℕ∗

• HomV(𝑚, 𝑛) = {{𝑎𝑖𝑗}𝑚×𝑛 ∣ 𝑎𝑖𝑗 ∈ ℝ}

群范畴 Grp：

• Obj(Grp) = {群(𝐺, ∗)}
• HomGrp((𝐺, ∗), (𝐻, ⋆)) = {映射𝜑 ∶ 𝐺 → 𝐻 ∣ 𝜑(𝑥 ∗ 𝑦) =

𝜑(𝑥) ⋆ 𝜑(𝑦)}
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态射的定义



左逆态射，右逆态射

左逆态射：对于范畴 C，以及对象 𝐴, 𝐵 ∈ Obj(C)，称态射
𝑔 ∈ HomC(𝐵, 𝐴)为态射 𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)的左逆态射，如果成立
𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝐴。

右逆态射：对于范畴 C，以及对象 𝐴, 𝐵 ∈ Obj(C)，称态射
𝑔 ∈ HomC(𝐵, 𝐴)为态射 𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)的右逆态射，如果成立
𝑓 ∘ 𝑔 = 1𝐵。
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同构态射，同构

同构态射：对于范畴 C，以及对象 𝐴, 𝐵 ∈ Obj(C)，称态射
𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)为同构态射，如果存在态射 𝑔 ∈ HomC(𝐵, 𝐴)，
使得成立

𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝐴, 𝑓 ∘ 𝑔 = 1𝐵

同构：对于范畴 C，称对象 𝐴, 𝐵 ∈ Obj(C)是同构的，且记作
𝐴 ≅ 𝐵，如果存在同构态射 𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)。
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单态射，满态射

单态射：对于范畴 C，以及对象 𝐴, 𝐵 ∈ Obj(C)，称态射
𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)为单态射，如果对于任意对象 𝑍 ∈ Obj(C)，以
及任意态射 𝛼1, 𝛼 ∈ HomC(𝑍, 𝐴)，成立

𝑓 ∘ 𝛼1 = 𝑓 ∘ 𝛼2 ⟹ 𝛼1 = 𝛼2

满态射：对于范畴 C，以及对象 𝐴, 𝐵 ∈ Obj(C)，称态射
𝑓 ∈ HomC(𝐴, 𝐵)为满态射，如果对于任意对象 𝑍 ∈ Obj(C)，以
及任意态射 𝛽1, 𝛽 ∈ HomC(𝐵, 𝑍)，成立

𝛽1 ∘ 𝑓 = 𝛽2 ∘ 𝑓 ⟹ 𝛽1 = 𝛽2
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集合范畴中的一个命题



一个命题

对于映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵，如下命题等价。

1. 𝑓 为单射。
2. 𝑓 存在左逆。
3. 𝑓 为单态射。
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单射 ⟹ 存在左逆

定义映射

𝑔 ∶ 𝐵 ⟶ 𝐴
𝑓(𝑎) ⟼ 𝑎

首先来验证 𝑔 的定义是良好的。取 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴，满足
𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2)，由 𝑓 的单射性，𝑎1 = 𝑎2，于是 𝑔 定义良好。
其次来验证 𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝐴。任取 𝑎 ∈ 𝐴，注意到

(𝑔 ∘ 𝑓)(𝑎) = 𝑔(𝑓(𝑎)) = 𝑎

那么 𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝐴。

综合这两点，𝑓 存在左逆 𝑔。
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存在左逆 ⟹ 单态射

记 𝑓 的左逆为 𝑔，那么 𝑔 ∘ 𝑓 = 1𝐴。

任取 𝛼1, 𝛼2，满足 𝑓 ∘ 𝛼1 = 𝑓 ∘ 𝛼2，那么

𝛼1 = 1𝐴 ∘ 𝛼1 = 𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝛼1 = 𝑔 ∘ 𝑓 ∘ 𝛼2 = 1𝐴 ∘ 𝛼2 = 𝛼2

于是 𝑓 是单态射。

11



单态射 ⟹ 单射

任取 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴，满足 𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2)。
定义 𝛼1 ∶ 𝑍 → {𝑎1}和 𝛼2 ∶ 𝑍 → {𝑎2}，任取 𝑧 ∈ 𝑍，注意到

(𝑓 ∘ 𝛼1)(𝑧) = 𝑓(𝛼1(𝑧)) = 𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2) = 𝑓(𝛼2(𝑧)) = (𝑓 ∘ 𝛼2)(𝑧)

因此 𝑓 ∘ 𝛼1 = 𝑓 ∘ 𝛼2，于是 𝛼1 = 𝛼2，即 𝑎1 = 𝑎2，进而 𝑓 是单射。
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总结

定理 1
对于映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵，如下命
题等价。

1. 𝑓 为单射。
2. 𝑓 存在左逆。
3. 𝑓 为单态射。

定理 2
对于映射 𝑓 ∶ 𝐴 → 𝐵，如下命
题等价。

1. 𝑓 为满射。
2. 𝑓 存在右逆。
3. 𝑓 为满态射。
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命题的反例



反例

在群范畴 Grp中，群同态映射

𝜑 ∶ ℤ/3ℤ ⟶ 𝑆3

[0]3 ⟼ (1)
[1]3 ⟼ (132)
[2]3 ⟼ (123)

为单态射，但是不存在左逆，因为群同态映射 𝑆3 → ℤ/3ℤ只能
为平凡映射。
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Questions?
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Thank you!
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