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第一次作业

作业 1.1 (课堂作业)

♠

根据定义:线性空间 X 中的一个非空子集M 称为 X 中的线性流形,如果对任意的 x, y ∈ M 与数 α,都有
x+ y, αx ∈M .证明M 本身也成为线性空间.

证明 首先,线性流形M 的加法 +和数乘 ·来自于线性空间.
1. 根据线性流形的定义可知, 对于 x, y ∈ M , 则 x + y, y + x ∈ M , 其次 M ⊂ X , 由线性空间的公设可

知,x+ y = y + x. 公设 (1)得证.
2. 对于 x, y, z ∈M ,则 x+ y, y + z ∈M ,因此 x+ (y + z), (x+ y) + z ∈M ,再由M ⊂ X 和线性空间公设可

知 x+ (y + z) = (x+ y) + z. 公设 (2)得证.
3. 根据习题 1, 对于线性空间 X , 对所有的 x, 0x = θ(X 中唯一的零元). 由线性流形的定义, 取 a ∈ M ,

0 · a = θ ∈M 且唯一,且M ⊂ X ,则对任意的 x ∈M , x+ θ = x. 公设 (3)得证.
4. 对于 x ∈M ⊂ X ,由线性空间X 的公设 (4),可知 x存在唯一的逆元−x,利用公设 (3)和 (6),可知 0 ·x = θ

和 (−1) · x = −x,因此存在M 中唯一的 (−1) · x,使得 x+ (−1) · x = θ.公设 (4)得证.
 5,6,7, 8. 首先利用线性流形的定义,可以验证相应的元素的线性组合属于M ,同样也属于 X ,因此得到相应

的等式,公设 (5,6,7,8)得证.

作业 1.2 (习题 1.1)

♠

试证明: 在线性空间中,对任意向量 x,及数 α都有

0x = θ, (−1)x = −x, αθ = θ.

证明 1. 由公设 (3),存在唯一的 θ,使得 x + θ = x,由公设 (6)和 (8), x + 0 · x = (1 + 0) · x = x. 由唯一性知道
0 · x = θ.

2. 由公设 (6)和 1的证明知, x+ (−1) · x = 0 · x = θ,由公设 (4)中的唯一性知 (−1) · x = −x
3. 由 1可知,对任意的 x,有,0 · x = θ,则 a · θ = a · (0 · x) = (a · 0) · x = θ.

作业 1.3 (习题 1.2)

♠

试证明下述消去律在线性空间中成立:

x+ y = x+ z ⇒ y = z,

αx = αy且α 6= 0 ⇒ x = y,

αx = βx且x 6= θ ⇒ α = β.

证明 1.等式两边同时加上 −x, −x+ x+ y = −x+ x+ z,则有 θ + y = θ + z,因此有 y = z.
2. 因为 α 6= 0,等式两边同时乘以 1

α ,则 1
α (αx) =

1
α (αy),由公设 (7,8),有 x = y.

3. 等式两边同时加上 (−β)x, 再利用作业题 1.1的结论 0 · x = θ 和 α · θ = θ 的结论,可证若 α · y = θ,则
α = 0或者 y = θ. (α− β) · x = θ,由题 x 6= θ,因此 α− β = 0. 得证.

作业 1.4 (习题 1.25)

♠

设X,Y 是赋范线性空间, T 是从X 到 Y 的线性算子. 如果 T 是单射的,则 {x1, · · · , xn}是X 中线性无关

的当且仅当 {Tx1, · · · , Txn}是 Y 中线性无关的．

证明 由题可知,T 是从线性空间X到线性空间 Y 的线性映射,T 是单射,当且仅当 kerT = {0}. 其次 {x1, · · · , xn}
线性无关的数学刻画是:若

∑n
i=1 αixi = 0可推出对所有的 1 ≤ i ≤ n αi = 0.



=⇒ 若
∑n

i=1 αiTxi = 0, 由于 T 是线性, 所以 T (
∑n

i=1 αixi) = 0. T 是单射, 则
∑n

i=1 αixi = 0. 再利用
{x1, · · · , xn}是线性无关,推出 αi = 0, ∀1 ≤ i ≤ n. 因此 {Tx1, · · · , Txn}是线性无关.

⇐=若
∑n

i=1 αixi = 0,由于 T 是线性,则
∑n

i=1 αiTxi = 0. 由假设 {Tx1, · · · , Txn}是 Y 中线性无关的,则
αi = 0, ∀1 ≤ i ≤ n.因此 {x1, · · · , xn}是线性无关.
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第二次作业

作业 2.1 (习题 1.8)

♠

设 S 是 Rn 的子集,C(S)表示 S 上有界连续函数全体按逐点定义的加法和数乘形成的线性空间,对 f, g ∈
C(S),定义距离为

d(f, g) = sup
x∈S

|f(x)− g(x)|.

试证明:C(S)是完备的距离线性空间.

证明 首先,证明 C(S)为距离空间.
1. 任取 f, g ∈ C(S), 那么显然成立 d(f, g) ≥ 0. 如果 f = g, 那么显然 d(f, g) = 0; 如果 d(f, g) = 0, 那么

sup
x∈S

|f(x)− g(x)| = 0,于是对于任意 x ∈ S,f(x) = g(x),因此 f = g.

2. 任取 f, g ∈ C(S),那么显然成立 d(f, g) = d(g, f).
3. 任取 f, g, h ∈ C(S),注意到,任取 x ∈ S,成立

|f(x)− h(x)|

≤|f(x)− g(x)|+ |g(x)− h(x)|

≤ sup
x∈S

|f(x)− g(x)|+ sup
x∈S

|g(x)− h(x)|

=d(f, g) + d(g, h).

由 x ∈ S 的任意性,成立
d(f, h) = sup

x∈S
|f(x)− h(x)| ≤ d(f, g) + d(g, h).

综合如上三点,C(S)为距离空间.
其次,证明 C(S)为距离线性空间. 任取 {fn}, {gn} ⊂ C(S)以及 {αn} ⊂ R,使得 d(fn, f) → 0, d(gn, g) →

0, αn → α,其中 f, g ∈ C(S), α ∈ R.
1. 加法运算的连续性.任取 ε > 0,由于 d(fn, f) → 0, d(gn, g) → 0,那么存在 N ∈ N∗,使得当 n > N 时,成立

d(fn, f) < ε/2, d(gn, g) < ε/2.

因此当 n > N 时,成立

d(fn + gn, f + g) ≤ d(fn + gn, f + gn) + d(f + gn, f + g) = d(fn, f) + d(gn, g) < ε.

于是

d(fn + gn, f + g) → 0.

2. 数乘运算的连续性. 任取 ε > 0,由于 d(fn, f) → 0, αn → α,那么存在 N ∈ N∗,使得对于任意 n > N ,成立

|αn − α| < ε, d(fn, f) < ε.

由于 f 有界,那么存在M > 0,使得成立 d(f, 0) < M ,因此当 n > N 时,成立

d(fn, 0) ≤ d(f, 0) + d(fn − f, 0) = d(f, 0) + d(fn, f) < M + ε.

于是当 n > N 时,成立

d(αnfn, αf) ≤ d(αnfn, αfn) + d(αfn, αf) = |αn − α|d(fn, 0) + |α|d(fn, f) < ε(|α|+M + ε).

进而

d(αnfn, αf) → 0.

综合如上两点,C(S)为距离线性空间.



作业 2.2 (课堂作业)

♠

证明:Lp[a, b]是距离线性空间,其中 1 ≤ p <∞,且

Lp[a, b] =

{
f :

∫ b

a

|f |p <∞

}
, d(f, g) =

(∫ b

a

|f − g|p
)1/p

.

证明 首先,证明 Lp[a, b]为距离空间.
1. 任取 f, g ∈ Lp[a, b], 显然成立 d(f, g) ≥ 0. 当于 [a, b] 上几乎处处成立 f = g 时, 显然 d(f, g) = 0; 而当
d(f, g) = 0时,成立

d(f, g) = 0 =⇒

(∫ b

a

|f − g|p
)1/p

= 0 =⇒
∫ b

a

|f − g|p = 0 =⇒ f = g, a.e. in [a, b]

2. 任取 f, g ∈ Lp[a, b],显然成立 d(f, g) = d(g, f).
3. 任取 f, g ∈ Lp[a, b],由Minkowsky不等式

d(f, h)

=

(∫ b

a

|f − h|p
)1/p

=

(∫ b

a

|(f − g) + (g − h)|p
)1/p

≤

(∫ b

a

|f − g|p
)1/p

+

(∫ b

a

|g − h|p
)1/p

=d(f, g) + d(g, h).

综合如上三点,Lp[a, b]为距离空间.
其次,证明 Lp[a, b]为距离线性空间.任取 {fn}, {gn} ⊂ Lp[a, b]以及 {αn} ⊂ R,使得 d(fn, f) → 0, d(gn, g) →

0, αn → α,其中 f, g ∈ Lp[a, b], α ∈ R.
1. 加法运算的连续性.任取 ε > 0,由于 d(fn, f) → 0, d(gn, g) → 0,所以存在 N ∈ N,使得当 n > N 时,成立

d(fn, f) < ε/2, d(gn, g) < ε/2.

因此当 n > N 时,成立

d(fn + gn, f + g) ≤ d(fn + gn, f + gn) + d(f + gn, f + g) = d(fn, f) + d(gn, g) < ε.

于是

lim
n→∞

d(fn + gn, f + g) = 0.

2. 数乘运算的连续性.任取 ε > 0,由于 d(fn, f) → 0, αn → α,所以存在 N ∈ N,使得当 n > N 时,成立

|αn − α| < ε, d(fn, f) < ε =⇒ |αn| < |α|+ ε.

又由于 f ∈ Lp[a, b],所以存在M > 0,使得成立 d(f, 0) < M .于是当 n > N 时,成立

d(αnfn, αf) ≤ d(αnfn, αnf) + d(αnf, αf) = |αn|d(fn, f) + |αn − α|d(f, 0) < ε(M + |α|+ ε).

因此

lim
n→∞

d(αnfn, αf) = 0.

综合如上两点,Lp[a, b]为距离线性空间.
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第三次作业

定义 3.1 (积分绝对连续性)

♣

对于可测集E ⊂ Rn上的存在积分函数 f ,称 f 在E上是积分绝对连续的,如果对于任意 ε > 0,存在 δ > 0,
使得对于任意满足m(Eδ) < δ的可测子集 Eδ ⊂ E,成立∣∣∣∣∫

Eδ

f

∣∣∣∣ < ε.

引理 3.1 (简单函数逼近引理)

♥
对于可测集 E ⊂ Rn上的非负可测函数 f ,存在单调递增的非负简单函数序列 {φn}∞n=1,使得成立 φn → f .

引理 3.2 (Lebesgue控制收敛定理)

♥

如果 F 在可测集 E ⊂ Rn 上可积,在 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1 满足 |fn| ≤ F ,且 fn 在 E 上依测度收

敛于 f ,或 fn 在 E 上几乎处处收敛于 f ,那么 f 在 E 上可积,且∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn.

引理 3.3 (Luzin定理)

♥

如果 f 是可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数,那么对于任意 ε > 0,存在 E 上的连续函数 g,使得成立
m(f 6= g) < ε.

引理 3.4 (Weierstrass逼近定理)

♥
对于 [a, b]上的连续函数 f ,存在多项式函数序列 {fn},使得 fn 在 [a, b]上一致收敛于 f .

引理 3.5 (简单函数在 Lp 空间中稠密)

♥

记 [a, b]上的简单函数全体为

S[a, b] =

{
n∑

k=1

ak1Ak
: Ak ⊂ [a, b]

}
,

证明:对于 1 ≤ p <∞,S[a, b]在 Lp[a, b]中稠密.

证明 首先证明 S[a, b] ⊂ Lp[a, b].由Minkowsky不等式,成立∥∥∥∥∥
n∑

k=1

ak1Ak

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑

k=1

|ak| ‖1Ak
‖p =

n∑
k=1

|ak| (m(Ak))
1/p

<∞.

因此 S[a, b] ⊂ Lp[a, b].
其次证明 S[a, b]在 Lp[a, b]中稠密.任取 f ∈ Lp[a, b],存在单调递增的非负简单函数序列 {φn}∞n=1 ⊂ S[a, b],

使得成立φn → f+,因此 |f+ − φn|
p → 0.注意到 |f+ − φn|

p ≤ |2f+|p,且 |2f+|p在 [a, b]上可积,那么由 Lebesgue
控制收敛定理3.2,|f+ − φn|

p
在 [a, b]上可积,且

lim
n→∞

∫ b

a

∣∣f+ − φn

∣∣p = 0 =⇒ lim
n→∞

‖f+ − φn‖p = 0.

同理,存在单调递增的非负简单函数序列 {ψn}∞n=1 ⊂ S[a, b],使得成立 lim
n→∞

‖f− − ψn‖p = 0.由Minkowsky不等
式,成立

lim
n→∞

‖f − (φn − ψn)‖p = lim
n→∞

‖(f+ − φn)− (f− − ψn)‖p ≤ lim
n→∞

‖f+ − φn‖p + lim
n→∞

‖f− − ψn‖p = 0.



进而 S[a, b]是 Lp 的稠密子集.

引理 3.6 (有界可测函数在 Lp 空间中稠密)

♥
记 B[a, b]是 [a, b]上的有界可测函数全体,证明:对于 1 ≤ p <∞,B[a, b]在 Lp[a, b]中稠密.

证明 首先证明 B[a, b] ⊂ Lp[a, b].任取 f ∈ B[a, b],那么存在M ,使得成立 |f | < M ,于是

‖f‖p =

(∫ b

a

|f |p
)1/p

< (b− a)1/pM <∞,

因此 f ∈ Lp[a, b],进而 B[a, b] ⊂ Lp[a, b].
其次证明 B[a, b] 在 Lp[a, b] 中稠密. 任取 f ∈ Lp[a, b], 以及 ε > 0. 定义函数序列 fn = min{f, n}, 那么

fn ∈ B[a, b].由于 |f |p ∈ L1[a, b],那么 |f |p 可积,由积分绝对连续性,对于此 ε > 0,存在 δ > 0,使得当 e ⊂ [a, b]

且m(e) < δ时,成立
∫
e

|f |p < εp.注意到

npm(|f | > n) ≤
∫
|f |>n

|f |p ≤
∫ b

a

|f |p <∞,

那么m(|f | > n) → 0,因此对于此 δ > 0,存在 n ∈ N∗,使得成立m(|f | > n) < δ,于是
∫
|f |>n

|f |p < εp,进而

‖fn − f‖p =

(∫ b

a

|fn − f |p
)1/p

=

(∫
|f |>n

|f |p
)1/p

< ε,

因此 B[a, b]在 Lp[a, b]中稠密.

引理 3.7 (连续函数在 B[a, b]空间中稠密)

♥
记 C[a, b]是 [a, b]上的连续函数全体,证明:对于 1 ≤ p <∞,C[a, b]在 B[a, b]中稠密.

证明 显然 C[a, b] ⊂ B[a, b].任取 f ∈ B[a, b],那么存在M ,使得成立 |f | < M .任取 ε > 0,由 Luzin定理3.3,存在
g ∈ C[a, b],使得成立m(f 6= g) < (ε/2M)p.记 h = max{min{g,M},−M},因此 |h| ≤M ,且m(f 6= h) ≤ m(f 6=
g) < (ε/2M)p,从而

‖f − h‖p =

(∫ b

a

|f − h|p
)1/p

=

(∫
f ̸=g

|f − h|p
)1/p

≤ (2M)(m(f 6= h))1/p = ε,

因此 C[a, b]在 B[a, b]中稠密.

引理 3.8 (多项式函数在 C[a, b]空间中稠密)

♥
记 P [a, b]是 [a, b]上的多项式函数全体,证明:对于 1 ≤ p <∞,P [a, b]在 C[a, b]中稠密.

证明 显然 P [a, b] ⊂ C[a, b].任取 f ∈ C[a, b],由Weierstrass逼近定理3.4,存在多项式函数序列 {fn}∞n=1 ⊂ P [a, b],
使得 fn 一致收敛于 f .任取 ε > 0,存在 N ∈ N∗,使得对于任意 n ≥ N ,成立 |fn − f | < ε(b− a)−1/p,因此

‖fn − f‖p =

(∫ b

a

|fn − f |p
)1/p

< ε,

进而 P [a, b]在 C[a, b]中稠密.

作业 3.1 (课堂作业)

♠
证明:对于 1 ≤ p <∞,Lp[a, b]是可分空间.

证明 方法一:简单函数族.
由引理, 我们仅需构造一个简单函数族的可数稠密子集. 取 [a, b] 的可数拓扑基 B = {[a, b] ∩ (p, q) : p, q ∈
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Q} = {Bn}∞n=1.事实上,任取开集 I ⊂ [a, b],那么 I 可表示为可数个不交开区间的并,不妨记 I =

∞⋃
n=1

(an, bn),其

中每一个 (an, bn) ⊂ (a, b).对于每一个 (an, bn),存在有理数序列 {pnk
}∞k=1 ⊂ Q和 {qnk

}∞k=1 ⊂ Q,使得 pnk
< qnk

,

且 pnk
→ an, qnk

→ bn,于是 (an, bn) =

∞⋃
k=1

(ank
, bnk

),因此 I =

∞⋃
n=1

∞⋃
k=1

(ank
, bnk

),于是B为 [a, b]的可数拓扑基.

构造 S[a, b]的可数子集

SQ[a, b] =

{
n∑

k=1

rk1Bnk
: rk ∈ Q

}
.

下面我们证明 SQ[a, b]为 S[a, b]的稠密子集,分三部分进行.
1.对于可测集 A ⊂ [a, b],存在 φn ∈ SQ[a, b],使得成立 ‖φn − 1A‖p → 0.
对于任意 n ∈ N∗,存在开集 Gn ⊃ A,使得成立 m(Gn \ A) < 1/n.由于 B 为拓扑基,那么对于任意开集 G,

存在可数指标集 Ω ⊂ N∗,使得成立 G =
⋃
k∈Ω

Bk,因此可知

m

G \
⋃

k∈Ω∩[1,N ]

Bk

→ 0, (N → ∞).

那么对于任意 ε > 0,存在 N0 ∈ N∗,使得成立

m

G \
⋃

k∈Ω∩[1,N0]

Bk

 < ε.

于是有限指标集 Λ = Ω∩ [1, N0],满足m(G \
⋃

k∈ΛBk) < ε.进而对于开集Gn,存在有限指标集 Λn ⊂ N∗,使得成
立 Gn ⊃

⋃
k∈Λn

Bk,且m(Gn \
⋃

k∈Λn
Bk) < 1/n.而容易知道对于任意 E,F ∈ B,成立 E ∩ F ∈ B,因此存在有

限指标集 Ξn ⊂ N∗,使得成立 ⋃
k∈Λn

Bk =
⊔

k∈Ξn

Bk,

其中 t表示不交并.令 φn =
∑
k∈Ξn

1Bk
,于是由Minkowsky不等式

‖φn − 1A‖p

=

∥∥∥∥∥∑
k∈Ξn

1Bk
− 1A

∥∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥1 ⊔
k∈Ξn

Bk
− 1A

∥∥∥∥
p

=

∥∥∥∥1 ∪
k∈Λn

Bk
− 1A

∥∥∥∥
p

≤
∥∥∥∥1 ∪

k∈Λn

Bk
− 1Gn

∥∥∥∥
p

+ ‖1A − 1Gn
‖p

=m

(
Gn \

⋃
k∈Λn

Bk

)1/p

+m(Gn \A)1/p

<
2

n1/p
→ 0.

2.对于可测集 A ⊂ [a, b],以及 r ∈ R,存在 φn ∈ SQ[a, b],使得成立 ‖φn − r1A‖p → 0.
对于任意 n ∈ N∗, 存在 rn ∈ Q, 且由 1. 存在 φn, 使得成立 |r − rn| < 1/n, 且 ‖φn − 1A‖p < 1/n, 于是由

7



Minkowsky不等式

‖rnφn − r1A‖p
≤‖rnφn − rn1A‖p + ‖rn1A − r1A‖p
=|rn| ‖φn − 1A‖p + |rn − r| ‖1A‖p
≤(|r − rn|+ |r|) ‖φn − 1A‖p + |rn − r| ‖1A‖p

<
|r|+m(A)

n
+

1

n2
→ 0.

3.对于
m∑

k=1

ak1Ak
∈ S[a, b],存在 φn ∈ SQ[a, b],使得成立

∥∥∥∥∥φn −
m∑

k=1

ak1Ak

∥∥∥∥∥
p

→ 0.

对于任意 1 ≤ k ≤ m, 由 2. 存在 φ
(k)
n ∈ SQ[a, b], 使得当 n → ∞ 时, 成立

∥∥∥φ(k)
n − ak1Ak

∥∥∥
p
→ 0, 令 φn =

m∑
k=1

φ(k)
n ,于是由Minkowsky不等式∥∥∥∥∥φn −

m∑
k=1

ak1Ak

∥∥∥∥∥
p

≤
m∑

k=1

∥∥∥φ(k)
n − a1Ak

∥∥∥
p
→ 0.

综合 1.2.3.三点,SQ[a, b]是 S[a, b]的可数稠密子集,因此 SQ[a, b]是 Lp[a, b]的可数稠密子集,于是 Lp[a, b]为

可分空间.命题得证!
方法二:多项式函数族.
由引理,我们仅需构造一个多项式函数族的可数稠密子集.这是容易的——构造

PQ[a, b] =

{
n∑

k=1

rkx
k : rk ∈ Q, x ∈ [a, b]

}
.

任取 φ(x) =

n∑
k=1

akx
k ∈ P [a, b],以及 ε > 0.对于任意 k = 1, · · · , n,存在 {r(k)m }∞m=1 ⊂ Q,以及 Mk ∈ N∗,使得

对于任意 m ≥ Mk,成立 |r(k)m − ak| < ε/(n‖xk‖p).记 φm(x) =

n∑
k=1

r(k)m xk ∈ PQ[a, b],取M = max
1≤k≤n

Mk,那么当

m ≥M 时,成立

‖φm(x)− φ(x)‖p

=

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

r(k)m xk −
n∑

k=1

akx
k

∥∥∥∥∥
p

≤
n∑

k=1

|r(k)m − ak|
∥∥xk∥∥

p

≤
n∑

k=1

ε

n‖xk‖p
∥∥xk∥∥

p

=ε.

因此 PQ[a, b]是 P [a, b]的可数稠密子集,于是 PQ[a, b]是 Lp[a, b]的可数稠密子集,进而 Lp[a, b]为可分空间.命题
得证!

作业 3.2 (课堂作业)

♠
证明:C[a, b]依 p范数不完备.

8



证明 不妨设 [a, b] = [−1, 1],构造函数

fn(x) =


−1, −1 ≤ x < −1/n;

nx, −1/n ≤ x ≤ 1/n;

1, 1/n < x ≤ 1.

f(x) =


−1, −1 ≤ x < 0;

0, x = 0;

1, 0 < x ≤ 1.

显然 fn ∈ C[−1, 1],f /∈ C[−1, 1],但是

‖fn − f‖p =

(∫ b

a

|fn − f |p
)1/p

=

(
2

(1 + p)n

)1/p

→ 0.

因此 C[−1, 1]不完备.

9



第四次作业

作业 4.1 (习题 1.14)

♠
设 〈X, d〉是完备的距离空间,E 是 X 的闭子集,试证明 〈E, d〉也是完备的距离空间.

证明 〈E, d〉为距离空间是显然的,下面证明 〈E, d〉的完备性.
任取 E 中的 Cauchy序列 {xn}∞n=1 ⊂ E ⊂ X ,那么由于 X 的完备性,存在 x ∈ X ,使得成立 d(xn, x) → 0.任

取 r > 0,存在 N > 0,使得当 n ≥ N 时,成立 d(xn, x) < r,即 xn ∈ Br(x).如果对于任意 n ≥ N ,成立 xn = x,那
么 x = xN ∈ E;如果存在 n0 ≥ N ,使得成立 xn0

6= x,那么 Br(x) ∩E \ {x} ⊃ {xn0
} 6= ∅,于是 x是 E 的极限点,

又因为 E是闭的,那么 x ∈ E,于是 Cauchy序列 {xn}∞n=1在 E中依距离 d收敛于 x ∈ E,进而 〈E, d〉也是完备的
距离空间.

作业 4.2 (课堂作业)

♠举例说明在一般的距离空间中,完全有界集不一定是列紧的.

证明 距离空间为 〈Q, d〉,其中 d(x, y) = |x− y|.取子集M = [0, 1] ∩Q.
首先,任取 ε > 0,存在 n ∈ N∗,使得成立 1/n < ε.令 N = {k/n : 0 ≤ k ≤ n, k ∈ N} ⊂ M ,于是对于任意

x ∈M ,存在 y ∈ N ,使得成立 d(x, y) = |x− y| < 1/n < ε,因此M 是完全有界集.
其次,注意到数列 {(1+ 1/n)n/3}∞n=1 ⊂M ,但是 (1+ 1/n)n/3 → e/3 /∈M ,因此 {(1+ 1/n)n/3}∞n=1在M 中

不存在收敛子列.



第五次作业

作业 5.1 (课堂作业)

♠叙述“连续,一致连续,收敛,一致收敛,几乎处处收敛,依测度收敛”的定义.

证明 连续:称函数 f : X → Y 在 X 上连续,如果对于任意 ε > 0,以及对于任意 x ∈ X ,存在 δε,x > 0,使得当
|x− y| < δ时,成立 |f(x)− f(y)| < ε.
一致连续:称函数 f : X → Y 在 X 上一致连续,如果对于任意 ε > 0,存在 δε > 0,使得当 |x − y| < δ 时,成

立 |f(x)− f(y)| < ε.
收敛: 称函数序列 {fn : X → Y } 在 X 上收敛于函数 f , 如果对于任意 ε > 0, 以及对于任意 x ∈ X , 存在

Nε,x ∈ N∗,使得当 n > N 时,成立 |fn(x0)− f(x0)| < ε.
一致收敛:称函数序列 {fn : X → Y }在 X 上一致收敛于函数 f ,如果对于任意 ε > 0,存在 Nε ∈ N∗,使得当

n > N 时,对于任意 x ∈ X ,成立 |fn(x)− f(x)| < ε.
几乎处处收敛: 称几乎处处有限的函数序列 {fn : X → Y } 在可测集 X 上几乎处处收敛于可测函数 f , 如

果存在零测集 E ⊂ X , 使得对于任意 ε > 0, 以及任意 x ∈ X \ E, 存在 Nε,x ∈ N∗, 使得当 n > N 时, 成立
|fn(x)− f(x)| < ε.

依测度收敛:称几乎处处有限的函数序列 {fn : X → Y }在可测集 X 上依测度于可测函数 f ,如果对于任意
δ, ε > 0,存在 Nδ,ε ∈ N∗,使得当 n > N 时,成立m(E[|fn − f | ≥ δ]) < ε.

作业 5.2 (习题 1.15)

♠

证明:lp(1 ≤ p <∞)中子集 S 是列紧的充要条件是

i 存在常数M > 0,使对一切 x = {ξn}∞n=1 ∈ S,都有
∞∑

n=1

|ξn|p ≤M .

ii 任给 ε > 0,存在正整数 N ,使当 k ≥ N ,对一切 x = {ξn}∞n=1 ∈ S 有
∞∑

n=k

|ξn|p ≤ ε.

证明 对于必要性,任取 ε > 0,如果S是列紧的,那么S是完全有界的,于是存在有限数列序列 {{ξ(1)n }∞n=1, · · · , {ξ(m)}∞n=1} ⊂

S,使得对于任意数列 {ξn}∞n=1 ∈ S,存在 k = 1, · · · ,m,使得成立
∞∑

n=1

|ξn − ξ(k)n |p < ε

2p
.

对于数列序列 {{ξ(1)n }∞n=1, · · · , {ξ
(m)
n }∞n=1},存在N ∈ N∗,使得对于任意 k = 1, · · · ,m,成立

∞∑
n=N

|ξ(k)n |p < ε

2p
.

记 M1/p =
ε1/p

2
+ max

1≤k≤m

( ∞∑
n=1

|ξ(k0)
n |p

)1/p

, 任取数列 {ξn}∞n=1 ∈ S, 于是存在 k0 = 1, · · · ,m, 使得成立

∞∑
n=1

|ξn − ξ(k0)
n |p < ε

2p
,因此

∞∑
n=1

|ξn|p

≤

( ∞∑
n=1

|ξn − ξ(k0)
n |p

)1/p

+

( ∞∑
n=1

|ξ(k0)
n |p

)1/p
p

<

( ε
2p

)1/p
+ max

1≤k≤m

( ∞∑
n=1

|ξ(k0)
n |p

)1/p
p

=M ;



∞∑
n=N

|ξn|p

≤

( ∞∑
n=N

|ξn − ξ(k0)
n |p

)1/p

+

( ∞∑
n=N

|ξ(k0)
n |p

)1/p
p

≤

( ∞∑
n=1

|ξn − ξ(k0)
n |p

)1/p

+

( ∞∑
n=N

|ξ(k0)
n |p

)1/p
p

<

(( ε
2p

)1/p
+
( ε
2p

)1/p)p

=ε.

对于充分性,任取数列序列 {{ξ(m)
n }∞n=1}∞m=1 ⊂ S,由 1,存在M > 0,使得对于任意m ∈ N∗,成立

∞∑
n=1

|ξ(m)
n |p <

M ,因此对于任意 n ∈ N∗,数列 {ξ(m)
n }∞m=1 以M 为界,于是可依对角线方法找到正整数子列 {mk}∞k=1 ⊂ N∗,使

得对于任意 n ∈ N∗,存在 ξn,使得成立 lim
k→∞

ξ(mk)
n = ξn.由于对于任意 k ∈ N∗,成立

∞∑
n=1

|ξ(mk)
n |p < M ,那么令

k → ∞,可得
∞∑

n=1

|ξn|p < M ,于是 {ξn}∞n=1 ∈ lp.

任取 ε > 0, 由 (ii), 存在 N ∈ N∗, 使得对于数列 {ξn}∞n=1 ∈ lp, 成立
∞∑

n=N+1

|ξn|p <
ε

2p+1
, 以及对于任意

k ∈ N∗,成立
∞∑

n=N+1

|ξ(mk)
n |p < ε

2p+1
.因为对于任意 1 ≤ n ≤ N ,成立 lim

k→∞
ξ(mk)
n = ξn,所以存在 K ∈ N∗,使得对

于任意 k ≥ K,以及任意 1 ≤ n ≤ N ,成立 |ξ(mk)
n − ξn| < (ε/(2N))1/p,因此对于任意 k ≥ K,成立

∞∑
n=1

|ξ(mk)
n − ξn|p

=

N∑
n=1

|ξ(mk)
n − ξn|p +

∞∑
n=N+1

|ξ(mk)
n − ξn|p

≤
N∑

n=1

|ξ(mk)
n − ξn|p +

( ∞∑
n=1

|ξ(mk)
n |p

)1/p

+

( ∞∑
n=1

|ξn|p
)1/p

p

<
ε

2
+
ε

2

=ε,

进而 {ξ(mk)
n }∞n=1 → {ξn}∞n=1,因此子集 S ⊂ lp 为列紧的.

作业 5.3 (课堂作业)

♠

对于 1 ≤ p <∞,D = {z ∈ C : |z| < 1},定义 C上的线性空间

Hp = {D内的解析函数f : sup
0≤r<1

m(r)
p (f) <∞}

mp[f ; r] =

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

, 0 ≤ r < 1

证明:Hp 为以 ‖f‖ = sup
0≤r<1

mp[f ; r]为范数的赋范线性空间.

证明 结论蕴含于如下三条性质.
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正定性:‖f‖ ≥ 0显然成立,且

‖f‖ = 0

⇐⇒ sup
0≤r<1

mp[f ; r] = 0

⇐⇒ mp[f ; r] = 0, ∀r ∈ [0, 1)

⇐⇒
∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ = 0, ∀r ∈ [0, 1)

⇐⇒ f = 0 a.e. in D.

绝对齐性:

‖af‖ = sup
0≤r<1

mp[af ; r]

= sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|af(reiθ)|pdθ
)1/p

= |a| sup
0≤r<1

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

= |a| sup
0≤r<1

mp[f ; r]

= |a|‖f‖.

三角不等式:任取 0 ≤ r < 1,由Minkowsky不等式

mp[f + g; r]

=

(
1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ) + g(reiθ)|pdθ
)1/p

≤
(

1

2π

∫ 2π

0

|f(reiθ)|pdθ
)1/p

+

(
1

2π

∫ 2π

0

|g(reiθ)|pdθ
)1/p

=mp[f ; r] +mp[g; r]

≤ sup
0≤r<1

mp[f ; r] + sup
0≤r<1

mp[g; r]

=‖f‖+ ‖g‖.

由 r的任意性,‖f + g‖ ≤ sup
0≤r<1

mp[f + g; r] ≤ ‖f‖+ ‖g‖ <∞.

作业 5.4 (习题 1.17)

♠

设M [a, b]是区间 [a, b]上有界函数全体按逐点定义的加法和数乘形成的线性空间.当 x = x(t) ∈ M [a, b],
定义范数

‖x‖ = sup
a≤t≤b

|x(t)|.

证明:按这个范数M [a, b]是 Banach空间.

证明 任取 Cauchy序列 {fn} ⊂M [a, b],于是对于任意 ε > 0,存在 N ∈ N∗,使得对于任意m,n ≥ N ,成立

‖fm − fn‖ < ε =⇒ |fm(x)− fn(x)| < ε, ∀x ∈ [a, b],

于是对于任意 x ∈ [a, b],数列 {fn(x)}为 Cauchy序列,记 f(x) = lim
n→∞

fn(x).
由于对于任意 n ∈ N∗,fn ∈M [a, b],于是存在Kn,使得成立 ‖fn‖ < Kn.在上式中令m→ ∞,可得

‖f − fn‖ < ε =⇒ ‖f‖ ≤ ‖fn − f‖+ ‖fn‖ < ε+Kn <∞,

‖f − fn‖ < ε =⇒ |‖f‖ − ‖fn‖| < ε,

13



因此 f ∈M [a, b], ‖fn‖ → ‖f‖,于是M [a, b]为完备空间,进而M [a, b]是 Banach空间.
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第六次作业

作业 6.1 (习题 1.23)

♠

设 X 是赋范线性空间,xn ∈ X,n = 1, 2, · · · .如果 {
k∑

n=1

xn}∞k=1是 X 中收敛序列,称级数
∞∑

n=1

xn收敛.如果

数值级数
∞∑

n=1

‖xn‖收敛,称级数
∞∑

n=1

xn 绝对收敛.

试证明:X 中任何绝对收敛的级数都收敛当且仅当 X 是 Banach空间.

证明 对于必要性, 任取 Cauchy 序列 {xn}∞n=1 ⊂ X , 我们来递归的寻找子序列 {nk}∞k=1 ⊂ N∗, 使得对于任意
k ∈ N∗,成立 ‖xnk+1

− xnk
‖ < 2−k.

i 取 ε = 2−1,于是存在 N1 ∈ N∗,使得对于任意m,n ≥ N1,成立 ‖xm − xn‖ < 2−1.取 n1 = N1.
ii 如果已取 n1, · · · , nk,那么取 ε = 2−(k+1),于是存在 Nk+1 ∈ N∗,使得对于任意 m,n ≥ Nk+1,成立 ‖xm −
xn‖ < 2−(k+1).取 nk+1 = max{Nk, Nk+1}+ 1.
递归的,子序列 {nk}∞k=1 ⊂ N∗ 满足对于任意 k ∈ N∗,成立 ‖xnk+1

− xnk
‖ < 2−k,因此

∞∑
k=1

‖xnk+1
− xnk

‖ <
∞∑
k=1

2−k = 1,

即序列级数
∞∑
k=1

(xnk+1
− xnk

) 绝对收敛. 由必要性假设, 序列级数
∞∑
k=1

(xnk+1
− xnk

) 收敛, 即序列 {
m∑

k=1

(xnk+1
−

xnk
)}∞m=1 收敛,因此序列 {xn}∞n=1 的子序列 {xnk

}∞k=1 收敛.记 xnk
→ x ∈ X ,那么任取 ε > 0,存在 K ∈ N∗,使

得对于任意 k ≥ K,成立 ‖xnk
− x‖ < ε/2.而序列 {xn}∞n=1 为 Cauchy序列,那么对于此 ε > 0,存在 N ∈ N∗,使

得对于任意m,n ≥ N ,成立 ‖xm − xn‖ < ε/2.那么当 n, nk ≥ N 且 k ≥ K,成立

‖xn − x‖ ≤ ‖xn − xnk
‖+ ‖xnk

− x‖ < ε,

因此 xn → x ∈ X ,进而 X 为完备的赋范线性空间,即 Banach空间.

对于充分性,任取绝对收敛序列级数
∞∑

n=1

xn,那么数列级数
∞∑

n=1

‖xn‖收敛,因此对于任意 ε > 0,存在N ∈ N∗,

使得对于任意 n ≥ N 和 p ∈ N∗,成立
n+p∑

k=n+1

‖xk‖ < ε,那么对于此 ε > 0,成立

∥∥∥∥∥
n+p∑
k=1

xk −
n∑

k=1

xk

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1

xk

∥∥∥∥∥ ≤
n+p∑

k=n+1

‖xk‖ < ε,

因此序列 {
n∑

k=1

xk}∞n=1 为 Cauchy 序列. 由 X 是完备的赋范线性空间, 那么序列 {
n∑

k=1

xk}∞n=1 收敛, 即序列级数

∞∑
n=1

xn 收敛.

作业 6.2 (习题 1.11)

♠

设 〈X, ‖ · ‖〉是赋范线性空间,r > 0.如果球 B = {x ∈ X : ‖x‖ < r}是列紧的,则 X 必是有限维的.试利用
Riesz引理证明之.

证明 不妨假设 r > 1. 反证, 假设 X 为无限维的, 那么任取 x1 ∈ B \ {0}, 取 x2 = −x1/(2‖x1‖) ∈ B, 那么
‖x1 − x2‖ = ‖x1‖+ 1/2 > 1/2.

假设已经选取 {xk}nk=1 ⊂ B,使得对于任意 i 6= j,成立 ‖xi − xj‖ > 1/2,那么记Mn = Sp{xk}nk=1,于是Mn

为有限维子空间,因此Mn为完备度量空间,进而Mn是闭的真线性子空间.由 Riesz引理,存在 xn+1 ∈ B,使得成



立 ‖xn+1‖ = 1,且对于任意 1 ≤ k ≤ n,成立 ‖xn+1 − xk‖ > 1/2.
递归的,存在 {xn}∞n=1 ⊂ B,使得对于任意 i 6= j,‖xi − xj‖ > 1/2,因此 {xn}∞n=1 没有收敛子列,进而 B 不为

列紧子集,矛盾!因此 X 为有限维赋范线性空间.
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第七次作业

作业 7.1 (课堂作业)

♠

证明:存在且存在唯一 [0, 1]上的连续函数 x(t),使得成立 x(t) = 1
2 cosx(t)− b(t),其中 b(t)是 [0, 1]上的连

续函数.

证明 构造映射

T :C[0, 1] → C[0, 1],

x(t) 7→ 1

2
cosx(t)− b(t).

任取 x(t), y(t) ∈ C[0, 1],注意到

d(T (x(t)), T (y(t)))

= sup
[0,1]

|T (x(t))− T (y(t))|

=
1

2
sup
[0,1]

| cosx(t)− cos y(t)|

=sup
[0,1]

∣∣∣∣sin x(t) + y(t)

2
sin

x(t)− y(t)

2

∣∣∣∣
≤1

2
|x(t)− y(t)|.

因此 T 为以 1
2 为 Lipchitz常数的压缩映射,由压缩映像原理,存在且存在唯一 x(t) ∈ C[0, 1],使得成立 T (x(t)) =

x(t),即 x(t) = 1
2 cosx(t)− b(t).

作业 7.2 (习题 2.5)

♠

设D是 Rn中的一个区域.令 L2(D)表示所有D上平方可积的复值函数 f(x)按逐点定义的加法和数乘形

成的线性空间,设
(f, g) =

∫
D

f(x)g(x)dx, 当f, g ∈ L2(D).

试证明:L2(D)按如上定义的内积是一个 Hilbert空间.

证明 首先证明 L2(D)为内积空间.
正定性:任取 f ∈ L2(D),显然成立 (f, f) ≥ 0,且

(f, f) = 0

⇐⇒
∫
D

|f |2 = 0

⇐⇒ f = 0.

共轭对称性:任取 f, g ∈ L2(D),那么

(f, g) =

∫∫
D

fgdxdy =

∫∫
D

gfdxdy = (g, f).

左线性:任取 λ, µ ∈ C以及 f, g, h ∈ L2(D),那么显然成立 (λf + µg, h) = λ(f, h) + µ(g, h).
综合以上三点,L2(D)为内积空间,下面证明 L2(D)的完备性.
任取 Cauchy序列 {fn}∞n=1 ⊂ L2(D),递归寻找子序列 {nk}∞k=1 ⊂ N∗,使得对于任意 k ∈ N∗,成立 ‖fnk+1

−
fnk

‖2 < 2−k.
i 取 ε = 2−1,存在 N1 ∈ N∗,使得对于任意m,n ≥ N1,成立 ‖fm − fn‖2 < 2−1.取 n1 = N1.



ii 如果已取 n1, · · · , nk,那么取 ε = 2−(k+1),于是存在 Nk+1 ∈ N∗,使得对于任意 m,n ≥ Nk+1,成立 ‖fm −
fn‖2 < 2−(k+1).取 nk+1 = max{Nk, Nk+1}+ 1.
递归的,可得子序列 {nk}∞k=1 ⊂ N∗ 满足对于任意 k ∈ N∗,成立 ‖fnk+1

− fnk
‖2 < 2−k.

考虑级数

f = fn1
+

∞∑
k=1

(fnk+1
− fnk

), Sm(f) = fn1
+

m∑
k=1

(fnk+1
− fnk

);

g = |fn1 |+
∞∑
k=1

|fnk+1
− fnk

|, Sm(g) = |fn1 |+
m∑

k=1

|fnk+1
− fnk

|,

对于任意m ∈ N∗,由Minkowsky不等式

‖Sm(g)‖2 ≤ ‖fn1
‖2 +

m∑
k=1

‖fnk+1
− fnk

‖2 < ‖fn1
‖2 +

m∑
k=1

2−k < 1 + ‖fn1
‖2,

由 Levi单调收敛定理

‖g‖2 =

(∫
X

|g|2
)1/2

=

(∫
X

lim
m→∞

|Sm(g)|2
)1/2

= lim
m→∞

(∫
X

|Sm(g)|2
)1/2

= lim
m→∞

‖Sm(g)‖2 ≤ 1 + ‖fn1‖2,

因此级数 g几乎处处收敛,于是级数 f 几乎处处绝对收敛,那么存在零测集 N ,使得级数 f 在 D \N 上绝对收敛.
不妨当 x ∈ N 时,令 f(x) = 0,那么 f 为可测函数.

注意到

‖f‖2 =

(∫
D

|f |2
)1/2

=

(∫
D\N

|f |2
)1/2

≤

(∫
D\N

|g|2
)1/2

=

(∫
D

|g|2
)1/2

= ‖g‖2 <∞,

因此 f ∈ Lp.同时注意到

‖f − fnk
‖2 =

∥∥∥∥∥
∞∑

i=k+1

(fni+1
− fni

)

∥∥∥∥∥
2

≤
∞∑

i=k+1

‖fni+1
− fni

‖2 <
∞∑

i=k+1

2−i =
1

2k
→ 0,

因此子序列 {fnk
}∞k=1 在 L2(D) 空间中收敛于 f . 任取 ε > 0, 存在 K ∈ N∗, 使得当 nk ≥ k ≥ K 时, 成立

‖f − fnk
‖2 < ε/2且 ‖fk − fnk

‖2 < ε/2,于是

‖f − fk‖2 ≤ ‖f − fnk
‖2 + ‖fk − fnk

‖2 < ε,

进而序列 {fn}∞n=1 在 L2(D)空间中收敛于 f .
综上所述,L2(D)为 Hilbert空间.

作业 7.3 (课堂作业)

♠

对于有界区域 D ⊂ C,定义 C上的线性空间

A2(D) =

f : C → C | f在D内解析,且
∫∫
D

|f(x+ iy)|2dxdy <∞

 ,

(f, g) =

∫∫
D

f(x+ iy)g(x+ iy)dxdy.

证明:A2(D)为 Hilbert空间.

证明 首先证明 A2(D)为内积空间.
正定性:任取 f ∈ A2(D),显然成立 (f, f) ≥ 0,且

(f, f) = 0

⇐⇒
∫∫
D

|f(x+ iy)|2dxdy = 0

⇐⇒ f = 0.
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共轭对称性:任取 f, g ∈ A2(D),那么

(f, g) =

∫∫
D

f(x+ iy)g(x+ iy)dxdy =

∫∫
D

g(x+ iy)f(x+ iy)dxdy = (g, f).

左线性:任取 λ, µ ∈ C以及 f, g, h ∈ A2(D),那么显然成立 (λf + µg, h) = λ(f, h) + µ(g, h).
综合以上三点,A2(D)为内积空间,下面证明 A2(D)的完备性.
任取 Cauchy序列 {fn}∞n=1 ⊂ A2(D),由于 A2(D)为 L2(D)的线性流形,而 L2(D)为完备的,那么存在 f ∈

L2(D),使得成立 ‖f − fn‖2 → 0.那么存在 n0 ∈ N∗,使得成立 ‖f − fn0
‖2 < 1,由Minkowsky不等式

‖f‖2 ≤ ‖f − fn0‖2 + ‖fn0‖2 < 1 + ‖fn0‖2 <∞.

下面证明 f 在 D内解析.
任取闭圆 {z ∈ C : |z − z0| ≤ r} ⊂ D,由于 fn 在 D内解析,那么由 Taylor定理,对于任意m,n ∈ N∗,存在且

存在唯一 Taylor展式

fm(z)− fn(z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)
k =

∞∑
k=0

akρ
keikθ, ρ, |z − z0| ≤ r.

记

g(z) =

∞∑
k=0

ak(z − z0)
k =

∞∑
k=0

akρ
keikθ, ρ, |z − z0| ≤ r;

gk(z) =

k∑
j=0

aj(z − z0)
j =

k∑
j=0

ajρ
jeijθ, ρ, |z − z0| ≤ r.

由于 g在闭圆 |z − z0| ≤ r内连续,那么存在M ,使得成立 |g| < M .由于 gk → g,那么存在K0 ∈ N∗,使得对于任
意 k ≥ K0,成立 |gk − g| < 1,因此当 k ≥ K0 时,成立

|gk| ≤ |gk − g|+ |g| < 1 +M.

由 Abel 定理, 函数级数 g 在闭圆 |z − z0| ≤ r 中内闭一致收敛且绝对收敛, 那么函数序列 {gk}∞k=0 在闭圆

|z − z0| ≤ r中内闭一致收敛且绝对收敛.因此函数序列 {gk}∞k=0在闭圆 |z − z0| ≤ r中内闭一致收敛且绝对收敛,

于是函数级数 |g|2 =

∞∑
k,l=0

akalρ
k+lei(k−l)θ 双重求和指标有意义.由于函数序列 {gk}∞k=0 在闭圆 |z − z0| ≤ r中内

闭一致收敛,那么对于任意 ε > 0,存在 K ∈ N∗,使得对于任意 k, l ≥ K,成立 |gk − gl| < ε/(2(1 +M)),因此当
k, l ≥ max{K0,K}时,成立

||gk|2 − |gl|2| = |gkgk − glgl| ≤ |gkgk − gkgl|+ |gkgl − glgl| = (|gk|+ |gl|)|gk − gl| < ε,

于是函数序列 {|gk|2}∞k=0 在闭圆 |z − z0| ≤ r中内闭一致收敛,进而函数级数 |g|2 =

∞∑
k,l=0

akalρ
k+lei(k−l)θ 在闭圆

|z − z0| ≤ r中内闭一致收敛.

考察级数 h(ρ) =

∞∑
k=0

|ak|2ρ2k+1,记 hk(ρ) =

k∑
j=0

|aj |2ρ2j+1,当 l > k ≥ max{L0, L}时,在 0 ≤ ρ ≤ r时,成立

|hk(ρ)− hl(ρ)| =

∣∣∣∣∣∣
l∑

j=k

|aj |2ρ2j+1

∣∣∣∣∣∣ ≤ r

∣∣∣∣∣∣
l∑

j=k

|aj |2ρ2j
∣∣∣∣∣∣ ≤ r

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

k∑
j=0

ajρ
jeijθ

∣∣∣∣∣∣
2

−

∣∣∣∣∣∣
l∑

j=0

ajρ
jeijθ

∣∣∣∣∣∣
2
∣∣∣∣∣∣∣ = r||gk|2 − |gl|2| < rε

因此函数序列 {|hk|2}∞k=0在闭集 ρ ∈ [0, r]中内闭一致收敛,进而函数级数 h(ρ) =

∞∑
k=0

|ak|2ρ2k+1在闭集 ρ ∈ [0, r]

中内闭一致收敛.
由于 {fn}∞n=1为 Cauchy序列,那么对于任意 ε > 0,存在 L ∈ N∗,使得对于任意m,n ≥ L,成立 ‖fm−fn‖2 <
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√
πrε.由如上讨论,注意到

‖fm − fn‖22

=

∫∫
D

|fm(x+ iy)− fn(x+ iy)|2dxdy

≥
∫∫

|z−z0|≤r

|fm(x+ iy)− fn(x+ iy)|2dxdy

=

∫ r

0

ρdρ

∫ 2π

0

( ∞∑
k=0

anρ
keikθ

)( ∞∑
k=0

akρ
ke−ikθ

)
dθ

=

∫ r

0

ρdρ

∫ 2π

0

 ∞∑
k,l=0

akalρ
k+lei(k−l)θ

 dθ

=

∫ r

0

∞∑
k,l=0

akalρ
k+l+1

(∫ 2π

0

ei(k−l)θdθ

)
dρ

=2π

∫ r

0

∞∑
k=0

|ak|2ρ2k+1dρ

=2π

∞∑
k=0

|ak|2
∫ r

0

ρ2k+1dρ

=π

∞∑
k=0

|ak|2

k + 1
r2k+2

≥πr2|a0|2

=πr2|fm(z0)− fn(z0)|2,

因此当m,n ≥ L时,成立 |fm(z0)− fn(z0)| < ε,由 z0的任意性,可得 {fn}∞n=1在 D中任意闭圆内一致收敛于 f .

取开圆 K ⊂ D,使得成立 K ⊂ D,任取三角形 T ⊂ D,由于 fn 解析,那么由 Goursat定理可得
∫
T

fn = 0.由

于 {fn}∞n=1 在 K 内一致收敛于 f ,那么 f 在 K 内连续,且
∫
T

fn →
∫
T

f ,因此
∫
T

f = 0.由 Morera定理,f 在 K

内解析.由K 的任意性,f 在 D内解析,因此 f ∈ A2(D).
综上所述,A2(D)为 Hilbert空间.
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第八次作业

作业 8.1 (2.1)

♠

设 X 是内积空间,x, y ∈ X 为非零元,试证明:
1. 如果 x与 y正交,那么 x与 y线性无关;
2. x与 y正交的充分必要条件是对任意数 α,

‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖;

3. x与 y正交的充分必要条件是对任意数 α,

‖x+ αy‖ ≥ ‖x‖.

证明

(1)任取数 α和 β,使得成立 αx+ βy = 0,因此

(αx+ βy, x) = (0, x) =⇒ α‖x‖2 + β(y, x) = 0 =⇒ α = 0,

(αx+ βy, y) = (0, y) =⇒ α(x, y) + β‖y‖2 = 0 =⇒ β = 0,

那么 x与 y线性无关.
(2)注意到

‖x+ αy‖ = ‖x− αy‖, ∀α

⇐⇒ (x+ αy, x+ αy) = (x− αy, x− αy), ∀α

⇐⇒ ‖x‖2 + α(x, y) + α(x, y) + |α|2‖y‖2 = ‖x‖2 − α(x, y)− α(x, y) + |α|2‖y‖2, ∀α

⇐⇒ α(x, y) + α(x, y) = 0, ∀α

=⇒ (x, y)(x, y) = 0

⇐⇒ |(x, y)|2 = 0

⇐⇒ (x, y) = 0;

而显然成立 (x, y) = 0 =⇒ α(x, y) + α(x, y) = 0, ∀α.
(3)注意到

‖x+ λy‖ ≥ ‖x‖, ∀λ ∈ C

⇐⇒ (x+ λy, x+ λy) ≥ ‖x‖2, ∀λ ∈ C

⇐⇒ ‖x‖2 + λ(x, y) + λ(x, y) + |λ|2‖y‖2 ≥ ‖x‖2, ∀λ ∈ C

⇐⇒ λ(x, y) + λ(x, y) + |λ|2‖y‖2 ≥ 0, ∀λ ∈ C.

对于必要性,显然成立 (x, y) = 0 =⇒ λ(x, y) + λ(x, y) + |λ|2‖y‖2 ≥ 0, ∀λ ∈ C.
对于充分性,如果对于任意 λ ∈ C,成立 λ(x, y) + λ(x, y) + |λ|2‖y‖2 ≥ 0,那么若 y = 0,显然成立 (x, y) = 0;

若 y 6= 0,取 λ = −(x, y)/‖y‖,于是

λ(x, y) + λ(x, y) + |λ|2‖y‖2 = −|(x, y)|2

‖y‖
≥ 0 =⇒ (x, y) = 0.

作业 8.2 (习题 2.2)

♠

设 {en}∞n=1 是内积空间 X 中的正规正交集,则对任意 x, y ∈ X ,
∞∑

n=1

|(x, en)(y, en)| ≤ ‖x‖‖y‖.



证明 由 Bessel不等式,对于任意 n ∈ N∗,成立
n∑

k=1

|(x, ek)|2 ≤ ‖x‖2,
n∑

k=1

|(y, ek)|2 ≤ ‖y‖2.

令 n→ ∞,那么
∞∑

n=1

|(x, en)|2 ≤ ‖x‖2,
∞∑

n=1

|(y, en)|2 ≤ ‖y‖2.

由 Hölder不等式
∞∑

n=1

|(x, en)(y, en)| ≤

( ∞∑
n=1

|(x, en)|2
)1/2( ∞∑

n=1

|(y, en)|2
)1/2

≤ ‖x‖‖y‖.

作业 8.3 (习题 2.3)

♠

设 {en}∞n=1 是 Hilbert空间 H 中的正规正交集,

x =

∞∑
n=1

αnen, y =

∞∑
n=1

βnen.

试证明

(x, y) =

∞∑
n=1

αnβn,

且右端级数绝对收敛.

证明

(x, y) =

( ∞∑
n=1

αnen,

∞∑
n=1

βnen

)
=

n∑
i,j=1

(αiei, βjej) =

n∑
i,j=1

αiβj(ei, ej) =

∞∑
n=1

αnβn.

由于

(x, en) =

( ∞∑
k=1

αkek, en

)
=

∞∑
k=1

αk(ek, en) = αn

(y, en) =

( ∞∑
k=1

βkek, en

)
=

∞∑
k=1

βk(ek, en) = βn,

那么由命题8.2
∞∑

n=1

|αnβn| =
∞∑

n=1

|(x, en)(y, en)| ≤ ‖x‖‖y‖.

因此级数绝对收敛.

作业 8.4 (习题 2.4)

♠

设 {en}∞n=1 是可分 Hilbert空间 H 的正规正交基,证明:任给 x, y ∈ H ,

(x, y) =

∞∑
n=1

(x, en)(y, en),

且右端级数绝对收敛.

证明

由命题8.3,该命题显然!
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第九次作业

作业 9.1 (习题 2.10)

♠

试证明 H∗ 按如下范数:
‖f‖ = sup

∥x∥≤1

|f(x)|, 当f ∈ H∗,

是完备的赋范线性空间.

证明 首先证明 H∗ 为线性空间.
任取 f, g ∈ H∗, λ, µ ∈ C, x, y ∈ H ,注意到

(f + g)(x+ y) = f(x+ y) + g(x+ y) = f(x) + f(y) + g(x) + g(y) = (f + g)(x) + (f + g)(y),

(f + g)(λx) = f(λx) + g(λx) = λf(x) + λg(x) = λ(f + g)(x),

(λf)(x+ y) = λf(x+ y) = λf(x) + λf(y) = (λf)(x) + (λf)(y),

(λf)(µx) = λf(µx) = λµf(x) = µ(λf)(x)

sup
∥x∥≤1

|(f + g)(x)| = sup
∥x∥≤1

|f(x) + g(x)| ≤ sup
∥x∥≤1

(|f(x)|+ |g(x)|) ≤ sup
∥x∥≤1

|f(x)|+ sup
∥x∥≤1

|g(x)| = ‖f‖+ ‖g‖,

sup
∥x∥≤1

|(λf)(x)| = sup
∥x∥≤1

|λf(x)| = sup
∥x∥≤1

λ|f(x)| = λ sup
∥x∥≤1

|f(x)| = λ‖f‖,

那么 f + g与 λf 为有界线性泛函,等价于 f + g与 λf 为连续线性泛函,因此 f + g, λf ∈ H∗,进而 H∗ 为线性空

间.
其次证明 ‖ · ‖为范数.
对于正定性,显然 ‖f‖ ≥ 0,且

‖f‖ = 0 ⇐⇒ sup
∥x∥≤1

|f(x)| = 0 ⇐⇒ f(x) = 0, ∀‖x‖ ≤ 1 ⇐⇒ f = 0.

事实上,对于任意 x ∈ H \ {0},成立 f(x) = ‖x‖f(x/‖x‖).
对于绝对齐性,注意到

‖λf‖ = sup
∥x∥≤1

|(λf)(x)| = sup
∥x∥≤1

|λf(x)| = |λ| sup
∥x∥≤1

|f(x)| = |λ|‖f‖.

对于三角不等式,任取 x ∈ H 满足 ‖x‖ ≤ 1,注意到

‖f‖+ ‖g‖ = sup
∥x∥≤1

|f(x)|+ sup
∥x∥≤1

|g(x)| ≥ |f(x)|+ |g(x)| ≥ |f(x) + g(x)|.

由 x的任意性,可得
‖f‖+ ‖g‖ ≥ sup

∥x∥≤1

|(f + g)(x)| = ‖f + g‖.

综合这三点,‖ · ‖为范数,进而 H∗ 为赋范线性空间.
最后证明 H∗ 为完备空间.
任取 Cauchy序列 {fn}∞n=1,那么对于任意 ε > 0,存在N ∈ N∗,使得对于任意m,n ≥ N ,成立 ‖fm − fn‖ < ε,

因此 sup
∥x∥≤1

|fm(x)− fn(x)| < ε,进而当 ‖x‖ ≤ 1时,成立 |fm(x)− fn(x)| < ε,这表明 {fn(x)}∞n=1 ⊂ C为 Cauchy

序列.当 ‖x‖ > 1时,任取 ε > 0,由于 {fn(x/‖x‖)}∞n=1 ⊂ C为 Cauchy序列,那么存在 M ∈ N∗,使得对于任意
m,n ≥ N ,成立 |fm(x/‖x‖) − fn(x/‖x‖)| < ε/‖x‖,因此 |fm(x) − fn(x)| = ‖x‖|fm(x/‖x‖) − fn(x/‖x‖)| < ε,
这表明 {fn(x)}∞n=1 ⊂ C 为 Cauchy 序列. 因此对于任意 x ∈ H , 序列 {fn(x)}∞n=1 为 Cauchy 序列, 进而定义
f(x) = lim

n→∞
fn(x).

第一证明 f ∈ H∗,由于 {fn}∞n=1为 Cauchy序列,那么对于任意 ε > 0,存在N ∈ N∗,使得对于任意m,n ≥ N ,
成立 ‖fm − fn‖ < ε,因此 |‖fm‖ − ‖fn‖| ≤ ‖fm − fn‖ ≤ ε,因此 {‖fn‖}∞n=1 ⊂ C为 Cauchy序列,因此存在 z ∈ C,



使得成立 lim
n→∞

‖fn‖ = z.任取 x, y ∈ H ,任取 λ ∈ C,注意到

f(x+ y) = lim
n→∞

fn(x+ y) = lim
n→∞

fn(x) + fn(y) = lim
n→∞

fn(x) + lim
n→∞

fn(y) = f(x) + f(y),

f(λx) = lim
n→∞

fn(λx) = lim
n→∞

λfn(x) = λ lim
n→∞

fn(x) = λf(x),

sup
∥x∥≤1

|f(x)| = sup
∥x∥≤1

| lim
n→∞

fn(x)| = sup
∥x∥≤1

lim
n→∞

|fn(x)| ≤ lim
n→∞

sup
∥x∥≤1

|fn(x)| = lim
n→∞

‖fn‖ = z,

因此 f 为有界线性算子,等价于 f 为连续线性泛函,因此 f ∈ H∗.
第二证明 lim

n→∞
‖f − fn‖ = 0.注意到对于任意 ‖x‖ ≤ 1,成立

lim
n→∞

‖f − fn‖

= lim
n→∞

sup
∥x∥≤1

|f(x)− fn(x)|

= lim
n→∞

sup
∥x∥≤1

| lim
m→∞

fm(x)− fn(x)|

= lim
n→∞

sup
∥x∥≤1

lim
m→∞

|fm(x)− fn(x)|

≤ lim
m,n→∞

sup
∥x∥≤1

|fm(x)− fn(x)|

= lim
m,n→∞

‖fm − fn‖

=0.

综合这两点,fn → f ,进而 H∗ 为完备空间.
综上所述,(H∗, ‖ · ‖)为完备赋范线性空间,即 Banach空间.

作业 9.2 (习题 2.11)

♠

证明:对任意的 x ∈ H ,
‖x‖ = sup

∥y∥≤1

|(x, y)|.

证明 记 f : H → C, y 7→ (y, x),注意到 f ∈ H ,那么由 Frechet-Riesz表现定理

sup
∥y∥≤1

|(x, y)| = sup
∥y∥≤1

|f(y)| = ‖f‖ = ‖x‖.

作业 9.3 (习题 2.16)

♠

对于有界线性算子:

T : l2 −→ l2,

(xn)
∞
n=1 7−→

( ∞∑
m=1

an,mxm

)∞

n=1

.

其 Hilbert共轭算子为

T ∗ : l2 −→ l2,

(xn)
∞
n=1 7−→

( ∞∑
m=1

a∗n,mxm

)∞

n=1

.

证明:
a∗n,m = am,n, ∀n,m ∈ N∗.
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证明 取 l2 的正规正交基 en = (δn,m)∞m=1,其中

δn,m =

1, n = m;

0, n 6= m.

那么对于任意 (xn)
∞
n=1 ∈ l2,可唯一表示为

(xn)
∞
n=1 =

∞∑
n=1

xnen.

因此对于有界线性算子 T : l2 → l2,成立

T ((xn)
∞
n=1) =

∞∑
n=1

xnT (en) =

∞∑
n=1

xn(an,m)∞m=1 =

( ∞∑
n=1

xnan,m

)∞

m=1

.

进而

(T ((xn)
∞
n=1), el) =

(( ∞∑
n=1

xnan,m

)∞

m=1

, el

)
=

∞∑
n=1

xnan,l, ∀l ∈ N∗.

特别的

T (en) = (an,m)∞m=1, (T (en), em) = an,m, ∀n,m ∈ N∗.

同理可得

T ∗(en) = (a∗n,m)∞m=1, (T ∗(en), em) = a∗n,m, ∀n,m ∈ N∗.

由于 T ∗ 为 T 的 Hilbert共轭算子,那么

a∗n,m = (T ∗(en), em) = (en, T (em)) = (T (em), en) = am,n, ∀n,m ∈ N∗.
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第十次作业

作业 10.1 (习题 3.6)

♠

设 X,Y 都是赋范线性空间,T 是从 X 到 Y 之线性算子.试证明,如果 T 是有界的,则 T 之零空间 N(T )是

闭的.

证明 （法一）任取 x ∈ N(T ),那么存在 {xn}∞n=1 ⊂ X ,使得成立 lim
n→∞

xn = x.由于 T 为有界线性算子,那么 T

为连续线性算子,因此
T (x) = T

(
lim
n→∞

xn

)
= lim

n→∞
T (xn) = 0,

进而 x ∈ N(T ).由 x的任意性,N(T )为 X 的闭子空间.
（法二）由于 Y 为度量空间, 因此 Y 满足 T1 公理, 进而 {0} 为 Y 的闭集. 而 T 有界 ⇐⇒ T 连续, 因此

N(T ) = T−1(0)为闭集.

作业 10.2 (习题 3.2)

♠

设数列 {an}∞n=1 有界,在 l1 中定义线性算子

T : l1 −→ l1,

{xn}∞n=1 7−→ {anxn}∞n=1.

证明:T 为有界线性算子,且
‖T‖ = sup

n∈N∗
|an|.

证明 由于 {an}∞n=1 为有界数列,因此存在M > 0,使得对于任意 n ∈ N∗,成立 |an| ≤M ,进而 sup
n∈N∗

|an| ≤M .

一方面,

‖T‖ = sup
‖{anxn}∞n=1‖
‖{xn}∞n=1‖

= sup

∞∑
n=1

|anxn|

∞∑
n=1

|xn|
≤ sup

sup
n∈N∗

|an|
∞∑

n=1

|xn|

∞∑
n=1

|xn|
= sup

n∈N∗
|an| ≤M.

因此 T 为有界线性算子.
另一方面,对于任意 ε > 0,存在N ∈ N∗,使得成立 |aN | ≥ sup

n∈N∗
|an|−ε,因此取 {xn}∞n=1 = {0, · · · , 0, 1

N th
, 0, 0, · · · },

那么

‖T‖ ≥ ‖{anxn}∞n=1‖
‖{xn}∞n=1‖

=

∞∑
n=1

|anxn|

∞∑
n=1

|xn|
= |aN | ≥ sup

n∈N∗
|an| − ε.

由 ε的任意性,
‖T‖ ≥ sup

n∈N∗
|an|.

综合两方面,
‖T‖ = sup

n∈N∗
|an|.



作业 10.3 (习题 3.3)

♠

设数列 {an}∞n=1 有界,在 l1 中定义线性算子

T : l1 −→ l1,

{xn}∞n=1 7−→ {anxn}∞n=1.

证明:T 为有界可逆的当且仅当
inf

n∈N∗
|an| > 0.

证明 由于 {an}∞n=1 为有界数列,因此存在M > 0,使得对于任意 n ∈ N∗,成立 |an| ≤M ,进而 sup
n∈N∗

|an| ≤M .

一.如果存在 N ∈ N∗,使得成立 aN = 0,那么由于

T ({xn}∞n=1) = {a1x1, · · · , aN−1xN−1, 0
N th

, aN+1xN+1, aN+1xN+2, · · · },

因此不存在 {xn}∞n=1 ∈ l1,使得成立

T ({xn}∞n=1) = {0, · · · , 0, 1
N th

, 0, 0, · · · },

那么 T 不为满射,进而 T 不为有界可逆线性算子.
二.如果对于任意 n ∈ N∗,成立 an 6= 0,那么定义线性算子

T−1 : l1 −→ l1,

{xn}∞n=1 7−→ {xn/an}∞n=1.

注意到

T ◦ T−1 = T−1 ◦ T = I,

因此 T 为可逆算子.
1.如果 inf

n∈N∗
|an| > 0,那么存在 a > 0,使得对于任意 n ∈ N∗,成立 |an| ≥ a > 0.由上题

‖T‖ = sup
n∈N∗

|an| ≤M, ‖T−1‖ = sup
n∈N∗

1/|an| ≤ 1/a,

因此 T 为有界可逆线性算子.
2.如果 inf

n∈N∗
|an| = 0,那么存在 {nk}∞k=1 ⊂ N∗,使得成立 lim

k→∞
|ank

| = 0.注意到

‖T−1‖ = sup
n∈N∗

1/|an| ≥ sup
k∈N∗

1/|ank
| = ∞,

因此 T 不为有界可逆线性算子.
综上所述,T 为有界可逆的当且仅当

inf
n∈N∗

|an| > 0.
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第十一次作业

作业 11.1 (习题 3.7)

♠
设 X 是赋范线性空间,x, y ∈ X .如果对 X 上任何连续线性泛函 f ,都有 f(x) = f(y),则 x = y.

证明 如果 x 6= y,那么由 Hahn-Banach定理的推论,存在 X 上的连续线性泛函 f ,使得成立

f(x− y) = ‖x− y‖ 6= 0.

但是

f(x− y) = f(x)− f(y) = 0.

矛盾!因此 x = y.



第十二次作业

作业 12.1 (习题 3.17)

♠

设 {xn}∞n=1 是 Banach空间 X 中的点列,如果对任何的 f ∈ X ′,
∞∑

n=1

|f(xn)|p <∞,

其中 p ≥ 1,则存在正数 µ,对一切 f ∈ X ′ 都有
∞∑

n=1

|f(xn)|p ≤ µ‖f‖p.

证明 对于任意 n ∈ N∗,定义线性算子

Tn : X∗ −→ lp

f 7−→ {f(x1), · · · , f(xn), 0, 0, · · · }.

由于

‖Tn(f)‖p =

(
n∑

k=1

|f(xk)|p
)1/p

≤

(
n∑

k=1

‖f‖p‖xk‖p
)1/p

= ‖f‖

(
n∑

k=1

‖xk‖p
)1/p

,

那么对于任意 n ∈ N∗，Tn 为有界线性算子.由于对于任意连续线性泛函 f : X → C,成立

sup
n∈N∗

‖Tn(f)‖p = sup
n∈N∗

(
n∑

k=1

|f(xk)|p
)1/p

=

( ∞∑
n=1

|f(xn)|p
)1/p

<∞,

那么由一致有界原理,存在 µ1/p > 0,使得成立 sup
n∈N∗

‖Tn‖ < µ1/p,因此对于任意连续线性泛函 f : X → C,成立

∞∑
n=1

|f(xn)|p = sup
n∈N∗

n∑
k=1

|f(xk)|p = sup
n∈N∗

‖Tn(f)‖pp ≤ sup
n∈N∗

‖Tn‖p‖f‖p < µ‖f‖p.



第十三次作业

作业 13.1 (习题 3.13)

♠

试利用一致有界原理证明 Hellinger-Toeplitz定理: 设 A是从 Hilbert空间H 到自身的处处定义的线性算子.
如果

(Ax, y) = (x,Ay),当x, y ∈ H,

则 A是有界的.

证明 对于任意 y ∈ H ,构造线性泛函

fy : H −→ C,

x 7−→ (x,Ay).

由 Scharz不等式
‖fy‖ = sup

∥x∥=1

|fy(x)| = sup
∥x∥=1

|(x, T (y))| ≤ sup
∥x∥=1

‖x‖‖Ay‖ = ‖Ay‖,

因此 fy ∈ H∗.由 Riesz表现定理,成立 ‖fy‖ = ‖Ay‖.由于对于任意 x ∈ H ,由 Scharz不等式

sup
∥y∥=1

|fy(x)| = sup
∥y∥=1

|(x,Ay)| = sup
∥y∥=1

|(Ax, y)| ≤ sup
∥y∥=1

‖Ax‖‖y‖ = ‖Ax‖ <∞.

因此由一致有界原理,成立 sup
∥y∥=1

‖fy‖ <∞,因此

‖A‖ = sup
∥y∥=1

‖Ay‖ = sup
∥y∥=1

‖fy‖ <∞,

进而 A为有界线性算子.

作业 13.2 (习题 3.14)

♠

设 A,B 都是 Hilbert空间 H 上处处有定义的线性算子,且

(Ax, y) = (x,By), ∀x, y ∈ H.

证明:A,B 都是有界的,且 B = A∗.

证明 任取 {xn}∞n=1 ⊂ H , 使得成立 xn → x 且 Axn → y. 由于 H 为 Hilbert 空间, 因此 x ∈ H . 由于对于任意
z ∈ H ,成立 (Axn, z) = (xn, Bz),那么 (y, z) = (x,Bz),因此 (y, z) = (Ax, z).取 z = Ax− y,那么 ‖Ax− y‖ = 0,
因此 Ax = y,进而 T 为闭算子.由闭图形定理,A为有界算子.同理可得 B 为有界算子.任取 x, y ∈ H ,那么

(Ax, y) = (x,By) = (B∗x, y) =⇒ A = B∗ ⇐⇒ B = A∗



第十四次作业

作业 14.1 (课堂作业)

♠

一方面,对于任意 T ∈ (C[0, 1])∗,存在 g ∈ V [0, 1],使得成立

T : C[0, 1] −→ C

f 7−→
∫ 1

0

, f(x)dg(x).

另一方面,对于任意 g ∈ V [0, 1],泛函

T : C[0, 1] −→ C

f 7−→
∫ 1

0

, f(x)dg(x).

成立 T ∈ (C[0, 1])∗.
两方面同时成立

‖T‖ = V 1
0 (g).

证明 设 g ∈ V [0, 1],对于任意 f ∈ C[0, 1],Lebesgue-Stielthes积分
∫ 1

0

f(x)dg(x)存在.对于任意 n ∈ N∗,取阶层函

数

Φn(x) =

n∑
k=1

f

(
k

n

)(
φ k

n
(x)− φ k−1

n
(x)
)
,

其中 φ0 = 0,且当 t ∈ (0, 1]时,成立

φt(x) =

1, 0 ≤ x ≤ t,

0, t < x ≤ 1.

由于 f 在 [0, 1]上一致连续,那么 Φ在 [0, 1]上一致收敛于 f .而∫ 1

0

Φn(x)dg(x) =

n∑
k=1

∫ k
n

k−1
n

Φn(x)dg(x)

=

n∑
k=1

f

(
k

n

)∫ k
n

k−1
n

dg(x)

=

n∑
k=1

f

(
k

n

)(
g

(
k

n

)
− g

(
k − 1

n

))
.

由于对于任意 0 ≤ x ≤ 1与 n ∈ N∗,成立 |Φn(x)| ≤ ‖f‖,那么∫ 1

0

f(x)dg(x) = lim
n→∞

∫ 1

0

Φn(x)dg(x) = lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)(
g

(
k

n

)
− g

(
k − 1

n

))
,

从而 ∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dg(x)

∣∣∣∣ ≤ sup
n∈N∗

n∑
k=1

∣∣∣∣f (kn
)∣∣∣∣ ∣∣∣∣g(kn

)
− g

(
k − 1

n

)∣∣∣∣
≤‖f‖ sup

n∈N∗

n∑
k=1

∣∣∣∣g(kn
)
− g

(
k − 1

n

)∣∣∣∣
≤‖f‖V 1

0 (g).



一方面,对于任意 g ∈ V [0, 1],容易知道

T : C[0, 1] −→ C

f 7−→
∫ 1

0

, f(x)dg(x).

成立 T ∈ (C[0, 1])∗,且

|T (f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0

f(x)dg(x)

∣∣∣∣ ≤ ‖f‖V 1
0 (g) =⇒ ‖T‖ ≤ V 1

0 (g).

另一方面,对于任意 T ∈ (C[0, 1])∗,由于 C[0, 1]为M [0, 1]的闭子空间,其中

M [0, 1] = {有界函数f : [0, 1] → C}.

由Hahn-Banach定理,T 可延拓为M [0, 1]上的连续线性泛函 T̃ ,且 ‖T̃‖ = ‖T‖.对于任意 f ∈ C[0, 1],由于Φn, φt ∈
M [0, 1],且在M [0, 1]中 Φn → f ,那么

T̃ (f) = lim
n→∞

T̃ (Φn) = lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)(
T̃
(
φ k

n

)
− T̃

(
φ k−1

n

))
.

令

g(t) = T̃ (φt), t ∈ [0, 1].

对于 [0, 1]的任意划分

∆ : 0 = t0 < · · · < tn = 1,

成立

V∆(g) =

n∑
i=1

|g(ti)− g(ti−1)|

=

n∑
i=1

εi(g(ti)− g(ti−1))

=

n∑
i=1

εi(T̃ (φti)− T̃ (φti−1
))

=T̃

(
n∑

i=1

εi(φti − φti−1)

)
,

其中

εi =
|g(ti)− g(ti−1)|
g(ti)− g(ti−1)

, 1 ≤ i ≤ n.

由于 ∥∥εi(φti − φti−1
)
∥∥ = 1,

那么

V∆(g) ≤ ‖T̃‖ = ‖T‖.

由 ∆的任意性

V 1
0 (g) ≤ ‖T‖ =⇒ g ∈ V [0, 1],

进而

‖T‖ = V 1
0 (g).

此时

T (f) = T̃ (f) = lim
n→∞

n∑
k=1

f

(
k

n

)(
g

(
k

n
− g

(
k − 1

n

)
−
))

=

∫ 1

0

f(x)dg(x).
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第十五次作业

作业 15.1 (课堂作业)

♠
证明:Lp[a, b]空间为自反空间,其中 1 < p <∞.

证明 Lp[a, b]空间的典型映射为

τ : Lp[a, b] −→ (Lp[a, b])∗∗,

f 7−→ Ff ,

其中

Ff : (Lp[a, b])∗ −→ C,

F 7−→ F (f).

任取F ∈ (Lp[a, b])∗∗,考虑保范线性同构

φ : Lq[a, b] −→ (Lp[a, b])∗,

g 7−→ T,

其中 1
p + 1

q = 1,且

T : Lp[a, b] −→ C,

h 7−→
∫ b

a

h(x)g(x)dx.

构造映射

Φ = F ◦ φ : Lq[a, b] → C,

那么 Φ ∈ (Lp[a, b])∗,因此存在且存在唯一 f ∈ Lq[a, b],使得成立

Φ : Lp[a, b] −→ C,

g 7−→
∫ b

a

f(x)g(x)dx.

对于任意 F ∈ (Lp[a, b])∗,令 g = φ−1(F ) ∈ Lq[a, b],由于

F : Lp[a, b] −→ C,

h 7−→
∫ b

a

h(x)g(x)dx,

那么

F (F ) = F (φ(g)) = (F ◦ φ)(g) = Φ(g) =

∫ b

a

f(x)g(x)dx = F (f),

因此 τ(p) = F 由F 的任意性,τ(Lp[a, b]) = (Lp[a, b])∗∗,因此 Lp[a, b]空间为自反空间.

作业 15.2 (习题 3.18)

♠

试证明: 无穷维赋范线性空间的对偶空间是无穷维的, 有限维赋范线性空间 X 的对偶空间也是有限维的,
且 dimX = dimX∗.

证明 对于 n维赋范线性空间 X ,其基为 {ek}nk=1,由 Hahn-Banach定理的推论,存在 {fk}nk=1 ⊂ X∗,使得成立

fi(ej) =

1, i = j,

0, i 6= j.



容易知道 {fk}nk=1 线性无关,且对于任意

x =

n∑
k=1

xkek ∈ X

成立

fi(x) =

n∑
j=1

xjfi(ej),

因此对于任意 f ∈ X∗,成立

f(x) =

n∑
k=1

xkf(ek) =

n∑
k=1

f(ek)fk(x) =

(
n∑

k=1

f(ek)fk

)
(x),

从而

f =

n∑
k=1

f(ek)fk,

进而 {fk}nk=1 为 X∗ 的基,于是 X∗ 为 n维赋范线性空间.
对于无穷维赋范线性空间 X ,如果 X∗ 为 n维赋范线性空间,那么 X∗∗ 为 n维赋范线性空间.由于典型映射

τ 为单的保范线性空间,那么由同构定理

X/ ker τ ∼= im τ ⇐⇒ X ∼= τ(X),

因此 τ(X)为无穷维赋范线性空间.但是 τ(X) ⊂ X∗∗,矛盾！因此 X∗ 为无穷维赋范线性空间.
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