
数理统计 -茆诗松等 -笔记

作者：若水

邮箱：ethanmxzhou@163.com

主页：helloethanzhou.github.io

时间：July 18, 2024



致谢

感谢 勇敢的 自己



目录

第一章 统计量及其分布 1
1.1 总体与概率 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 总体与个体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.1.2 样本 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 样本数据的整理与表示 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2.1 经验分布函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2.2 频数频率分布表 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

1.3 统计量及其分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3.1 统计量与抽样分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3.2 样本均值极其抽样分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.3.3 样本方差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3.4 样本矩及其函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.3.5 次序统计量及其分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3.6 样本分位数与分位数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
1.3.7 五数概括与箱线图 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.4 三大抽样分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.4.1 χ2 分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4.2 F 分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4.3 T 分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.5 充分统计量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5.1 充分性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.5.2 因子分解定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

第二章 参数估计 9
2.1 点估计的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.1 点估计及无偏性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.1.2 有效性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.2 矩估计及相关性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.1 替换原理和矩法估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2.2 概率函数已知时未知参数的矩估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2.2.3 相合性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3 最大似然估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3.1 最大似然估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
2.3.2 渐进正态性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.4 最小方差无偏估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4.1 均方误差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4.2 一致最小方差无偏估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4.3 充分性原则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.4.4 Cramer-Rao不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.5 Bayes估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.6 统计判断的基础 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14



目录

2.6.1 Bayes公式的密度函数形式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.6.2 Bayes估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.6.3 共轭先验分布 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.7 区间估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.7.1 区间估计的概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.7.2 枢轴量法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.7.3 单个正态总体参数的置信区间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.7.4 大样本置信区间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.7.5 样本量的确定 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.7.6 两个正态总体下的置信区间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

第三章 假设检验 18
3.1 假设检验的基本思想与概念 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.1.1 假设检验问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.1.2 假设检验的基本步骤 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3.1.3 检验的 p值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.2 正态总体参数假设检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.1 单个正态总体均值的检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
3.2.2 两个正态总体均值差的检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.2.3 成对数据检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
3.2.4 正态总体方差的检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

3.3 其他分布参数的假设检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.4 似然比检验与分布拟合检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

3.4.1 似然比检验的思想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.4.2 分布数据的 χ2 拟合优度检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4.3 分布的 χ2 拟合优度检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.4.4 列联表的独立性检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3.5 正态性检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.5.1 正态概率纸 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.5.2 W检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.5.3 EP检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3.6 非参数检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.6.1 游程检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.6.2 符号检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.6.3 秩和检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

第四章 方差分析与回归分析 28
4.1 方差分析 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

4.1.1 问题的提出 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.1.2 单因子方差分析的统计模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28
4.1.3 平方和分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.1.4 检验方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.1.5 参数估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.1.6 重复数不等情形 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

4.2 多重比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

iii



目录

4.2.1 水平均值差的置信区间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2.2 多重比较问题 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.2.3 重复数相等的 T法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.2.4 重复数不等场合的 S法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

4.3 方差齐性检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3.1 Hartley检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3.2 Bartlett检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
4.3.3 修正的 Bartlett检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

4.4 一元线性回归 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4.1 变量间的两类关系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4.2 一元线性回归模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4.3 回归系数的最小二乘估计 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.4.4 回归模型的显著性检验 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.4.5 估计与预测 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.4.6 曲线回归方程的比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

附录 A 概率模型 39

iv



第一章 统计量及其分布

1.1 总体与概率

1.1.1 总体与个体

总体：研究对象的全体

个体：构成总体的每个成员

1.1.2 样本

样本：从总体中随机的抽取 n个个体，记其指标值为

x1, · · · , xn

那么此称为总体的一个样本，n称为样本容量，或简称样本量，样本中的个体称为样品。

简单随机抽样原则：随机性，独立性

定义 1.1.1 (联合分布函数)

♣

总体 X 具有分布函数 F (x)，x1, · · · , xn 为取自该总体的容量为 n的样本，那么样本联合分布函数为

F (x1, · · · , xn) =

n∏
k=1

F (xk)

1.2 样本数据的整理与表示

1.2.1 经验分布函数

定义 1.2.1 (经验分布函数)

♣

对于取自总体分布函数为 F (x)的样本 x1, · · · , xn，记其对应的次序统计量为 x(1), · · · , x(n)，定义该样本

的经验分布函数为

Fn(x) =


0, x < x(1)

k/n, x(k) ≤ x < x(k+1), k = 1, · · · , n− 1

1, x ≥ x(n)

命题 1.2.1 (经验分布函数的性质)

♠

1. Fn(x)非减且右连续。

2. Fn(−∞) = 0, Fn(+∞) = 1

定理 1.2.1 (Glivenko定理)

♡

对于取自总体分布函数为 F (x)的样本 x1, · · · , xn，记其经验分布函数为 Fn(x)，那么

P

(
lim
n→∞

sup
x∈R

|Fn(x)− F (x)| = 0

)
= 1



1.3 统计量及其分布

1.2.2 频数频率分布表

定义 1.2.2 (频数频率分布表)

♣

1. 对样本进行分组：通常为 5 ∼ 20个。

2. 确定每组组距：

d =
样本最大观测值−样本最小观测值

组数

3. 确定每组组限：
(a0, a1], · · · , (an−1, an]

4. 统计样本数据落入每个区间的个数——频数

表 1.1: 频数频率分布表

分组区间 频数 频率

(a0, a1] f1
f1

n∑
k=1

fk

...
...

...
(an−1, an] fn

fn
n∑

k=1

fk

1.3 统计量及其分布

1.3.1 统计量与抽样分布

定义 1.3.1 (统计量)

♣
对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，若 T = T (x1, · · · , xn)中不含有任何位置参数，那么称 T 为统计量。

定义 1.3.2 (抽样分布)

♣统计量的分布称为抽样分布。

1.3.2 样本均值极其抽样分布

定义 1.3.3 (样本均值)
对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，其算术平均值称为样本均值，记为 x，即

x =
1

n

n∑
k=1

xk

特别的，在分组样本中，样本均值的近似公式为

x =
1

n

m∑
k=1

xkfk

2



1.3 统计量及其分布

♣

其中m为组数，xk 为第 k组的组中值，fk 为第 k组的频数，同时

n =

n∑
k=1

fk

命题 1.3.1 (样本均值的性质)

♠

1. 样本的所有偏差之和为 0，即
n∑

k=1

(xk − x) = 0

2. 对于任意 c ∈ R，成立
n∑

k=1

(xk − x)2 ≤
n∑

k=1

(xk − c)2

当且仅当 c = x时等号成立。

定理 1.3.1

♡

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，记其样本均值为 x。

1. 如果总体分布为 N(µ, σ2)，那么 x满足分布 N(µ, σ2

n )。

2. 对于一般的总体的分布，记 E(x) = µ,Var(x) = σ2，那么当 n → ∞时，x满足近似分布 N(µ, σ2

n )，

记作

x∼̇N(µ,
σ2

n
)

1.3.3 样本方差

定义 1.3.4 (样本方差)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，定义其样本方差为

s2 =
1

n− 1

n∑
k=1

(xk − x)2 =
1

n− 1

(
n∑

k=1

x2
k − nx2

)

定理 1.3.2

♡

对于具有二阶矩的总体X，即 E(X) = µ，Var(X) = σ2 < +∞，取自总体的样本 x1, · · · , xn，记 x和 s2

分别为样本均值和样本方差，那么

E(x) = µ, Var(x) =
σ2

n

E(s2) = σ2

1.3.4 样本矩及其函数

定义 1.3.5 (样本原点矩)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，定义其样本 k阶原点矩为

ak =
1

n

n∑
i=1

xk
i

3



1.3 统计量及其分布

定义 1.3.6 (样本中心矩)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，定义其样本 k阶中心矩为

bk =
1

n

n∑
i=1

(xi − x)k

定义 1.3.7 (样本偏差)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，定义其样本偏差为

β̂s =
b3

b
3/2
2

命题 1.3.2 (样本偏差的性质)

♠

样本偏差反应总体分布密度曲线的对称性。

1. β̂s = 0：完全对称

2. β̂s > 0：存在右长尾

3. β̂s < 0：存在左长尾

定义 1.3.8 (样本峰度)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，定义其样本峰度为

β̂k =
b3

b
3
2
2

− 3

命题 1.3.3 (样本峰度的性质)

♠

样本峰度反应总体分布密度曲线在其峰值附近的陡峭程度。

1. β̂k > 0：比正态分布陡峭，称为尖顶型

2. β̂k < 0：比正态分布平缓，称为平顶型

1.3.5 次序统计量及其分布

定义 1.3.9 (次序统计量)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，称其次序统计量为

x(1), · · · , x(n)

其中 x(1) ≤ · · · ≤ x(n)。

定理 1.3.3 (单个次序统计量的分布)

♡

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，如果X 的密度函数为 p(x)，分布函数为 F (x)，那么第 k个次序统计量

x(k) 的密度函数为

pk(x) =
n!

(k − 1)!(n− k)!
(F (x))

k−1
(1− F (x))

n−k
p(x)
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1.3 统计量及其分布

推论 1.3.1

♡

1. x(1) 的密度函数为

p1(x) = np(x)(1− F (x))n−1

分布函数为

F1(x) = 1− (1− F (x))n

2. x(n) 的密度函数为
pn(x) = np(x)(F (x))n−1

分布函数为

Fn(x) = (F (x))n

定理 1.3.4 (两个次序统计量的联合分布)

♡

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，如果X 的密度函数为 p(x)，分布函数为 F (x)，那么第 i个次序统计量

x(i) 和第 j 个次序统计量 x(j) 的联合分布密度函数为

pij(x, y) =
n!

(i− 1)!(j − i− 1)!(n− j)!
(F (x))i−1(F (x)− F (y))j−i−1(1− F (y))n−jp(x)p(y)

其中 i < j。

1.3.6 样本分位数与分位数

定义 1.3.10 (样本 p分位数)

♣

对于取自总体的样本 x1, · · · , xn，定义其样本 p分位数为

mp =

x([np+1]), np /∈ Z
1
2

(
x(np) + x(np+1)

)
, np ∈ Z

其中 p ∈ (0, 1)。

定义 1.3.11 (α分位数)

♣

对于随机变量 X，称 xα 为其 α分位数，如果

P (X ≤ xα) = α

定理 1.3.5

♡

如果总体密度函数为 p(x)，xp为其 p分位数，p(x)在 xp处连续且 p(xp) > 0，那么当 n → +∞时，样本
p分位数mp 的渐进分布为

mp∼̇N

(
xp,

p(1− p)

np2(xp)

)

5



1.4 三大抽样分布

1.3.7 五数概括与箱线图

定义 1.3.12 (五数概括)

♣xmin, Q1 = m0.25, m0.5, Q3 = m0.75, xmax

定义 1.3.13 (箱线图)

♣

1. 画一个箱子，其两侧恰为第一 4分位数和第三 4分位数，在中位数位置上画一条竖线，其在箱子内，

这个箱子包含了样本中 50%的数据。

2. 在箱子左右两侧各引出一条水平线，分别至最小值和最大值为止。每条线段中包含了样本 25%的数

据。

1.4 三大抽样分布

表 1.2: 三大抽样分布

分布名称 表示 统计量的构造 抽样分布密度函数 期望 方差 特征函数

正态分布 N(µ, σ2) p(x) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 , x ∈ R µ σ2 eiµt−
1
2σ

2t2

Γ分布 Γ(α, λ) p(x) = λα

Γ(α)x
α−1e−λx, x > 0 α

λ
α
λ2

(
1− it

λ

)−α

χ2 分布 χ2(n) χ2(n) =
∑n

k=1 (N(0, 1))2 p(x) = 1

Γ(n
2 )2

n
2
x

n
2 −1e−

x
2 , x > 0 n 2n (1− 2it)−

n
2

F 分布 F (m,n) F (m,n) = χ2(m)/m
χ2(n)/n p(x) =

Γ(m+n
2 )(m

n )
m
2

Γ(m
2 )Γ(

n
2 )

x
m
2 −1

(
1 + m

n x
)−m+n

2 , x > 0 n
n−2

2n2(m+n−2)
m(n−2)2(n−4)

t分布 t(n) t(n) = N(0,1)√
χ2(n)/n

p(x) =
Γ(n+1

2 )
√
nπΓ(n

2 )

(
1 + x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R 0 n
n−2

定义 1.4.1 (Γ函数)

♣
Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt

命题 1.4.1 (分布间的联系)
1. 若 X ∼ N(0, 1)，那么

X2 ∼ Γ

(
1

2
,
1

2

)
因此

χ2(n) = Γ

(
n

2
,
1

2

)
2. 如果 X ∼ N(µ, σ2)，那么

aX + b ∼ N(aµ+ b, a2σ2)

3. 如果独立分布 X ∼ N(µ1, σ
2
1)和 Y ∼ N(µ2, σ

2
2)，那么

X + Y ∼ N(µ1 + µ2, σ
2
1 + σ2

2)

6



1.4 三大抽样分布

♠

4. 如果 X ∼ Γ(α, λ)，那么

aX ∼ Γ(α,
λ

a
)

5. 如果独立分布 X ∼ Γ(α1, λ)和 Y ∼ Γ(α2, λ)，那么

X + Y ∼ Γ(α1 + α2, λ)

1.4.1 χ2分布

定义 1.4.2 (χ2 分布)

♣

对于独立同分布于标准正态分布的 N(0, 1)的随机变量 X1, · · · , Xn，称随机变量 X = X2
1 + · · · +X2

n 的

分布为自由度为 n的 χ2 分布，记作 X ∼ χ2(n)，其密度函数为

p(x) =
1

Γ
(
n
2

)
2

n
2

x
n
2 −1e−

x
2 , x > 0

命题 1.4.2 (χ2 分布的性质)

♠

对于来自正态总体 N(µ, σ2)的样本 x1, · · · , xn，记其样本均值和样本方差分别为 x和 s2，那么

1. x和 s2 相互独立。

2.
x ∼ N(µ,

σ2

n
)

3.
(n− 1)s2

σ2
∼ χ2(n− 1) = Γ

(
n− 1

2
,
1

2

)
即

s2 ∼ Γ

(
n− 1

2
,
n− 1

2σ2

)

1.4.2 F 分布

定义 1.4.3 (F 分布)

♣

对于独立的随机变量X ∼ χ2(m)和 Y ∼ χ2(n)，称随机变量 F = X/m
Y/n 的分布为自由度为m和 n的 F 分

布，记作 F ∼ F (m,n) ，其密度函数为

p(x) =
Γ
(
m+n

2

) (
m
n

)m
2

Γ
(
m
2

)
Γ
(
n
2

) x
m
2 −1

(
1 +

m

n
x
)−m+n

2

, x > 0

推论 1.4.1

♡

对于独立的分别来自 N(µ1, σ
2
1)和 N(µ2, σ

2
2)的样本 x1, · · · , xm和 y1, · · · , ym，那么记其样本方差分别为

s2x 和 s2y，那么
s2x/σ

2
1

s2y/σ
2
2

∼ F (m− 1, n− 1)
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1.5 充分统计量

1.4.3 T 分布

定义 1.4.4 (T 分布)

♣

对于独立的随机变量X ∼ N(0, 1)和 Y ∼ χ2(n)，称随机变量 t = X√
Y
n

的分布为自由度为 n的 t分布，记

作 t ∼ t(n) ，其密度函数为

p(x) =
Γ
(
n+1
2

)
√
nπΓ

(
n
2

) (1 + x2

n

)−n+1
2

, x ∈ R

推论 1.4.2

♡

对于来自正态分布 N(µ, σ2)的样本 x1, · · · , xn，记其样本均值和样本方差分别为 x和 s2，那么
√
n(x− µ)

s
∼ T (n− 1)

推论 1.4.3

♡

对于独立的分别来自 N(µ1, σ
2)和 N(µ2, σ

2)的样本 x1, · · · , xm和 y1, · · · , ym，那么记其样本方差分别为
s2x 和 s2y，且

s2w =
(m− 1)s2x + (n− 1)s2y

m+ n− 2

那么
(x− y)− (µ1 − µ2)

sw

√
1
m + 1

n

∼ T (m+ n− 2)

1.5 充分统计量

1.5.1 充分性

定义 1.5.1 (充分统计量)

♣

对于来自总体分布函数为 F (x; θ)的样本 x1, · · · , xn，称统计量 T = T (x1, · · · , xn)为 θ的充分统计量，如

果给定 T 的取值后，样本 x1, · · · , xn 的条件分布与 θ无关。

1.5.2 因子分解定理

定理 1.5.1 (Fischer-Neyman因子分解定理)

♡

对于来自总体概率函数为 f(x; θ)的样本 x1, · · · , xn，那么 T = T (x1, · · · , xn)为充分统计量的充分必要条

件为，存在函数 g(t, θ)和 h(x1, · · · , xn)，使得对于任意的 θ和 x1, · · · , xn，成立

f(x1, · · · , xn; θ) = g(T (x1, · · · , xn); θ)h(x1, · · · , xn)

定理 1.5.2

♡
对于充分统计量 T，如果存在函数 h，使得 T = h(S)，那么统计量 S 也为充分统计量。

8



第二章 参数估计

2.1 点估计的概念

2.1.1 点估计及无偏性

定义 2.1.1 (点估计)

♣
对于来自总体的样本 x1, · · · , xn，用于估计未知参数 θ的统计量 θ̂ = θ̂(x1, · · · , xn)称为 θ的点估计。

定义 2.1.2 (无偏估计)

♣

对于 θ的点估计 θ̂ = θ̂(x1, · · · , xn)，θ的参数空间为Θ，称 θ̂为 θ的无偏估计，如果对于任意 θ ∈ Θ，成立

Eθ(θ̂) = θ

定义 2.1.3 (可估参数)

♣
称参数 θ为可估参数，如果存在无偏估计 θ̂ = θ̂(x1, · · · , xn)。

2.1.2 有效性

定义 2.1.4 (有效性)

♣

对于 θ的两个无偏估计 θ̂1 和 θ̂2，称 θ̂1 比 θ̂2 有效，如果对于任意 θ ∈ Θ，成立

Var(θ̂1) ≤ Var(θ̂2)

且存在 θ0 ∈ Θ，使得成立

Var(θ̂1) < Var(θ̂2)

2.2 矩估计及相关性

2.2.1 替换原理和矩法估计

定义 2.2.1 (替换原理)

♣

1. 用样本矩替换总体矩。
2. 用样本矩的函数替换总体矩的函数。

根据替换原理，在总体分布形式未知场合对参数作出估计：

1. 用样本均值 x估计总体均值 E(X)。

2. 用样本方差 s2 估计总体方差 Var(X)。

3. 用事件 A出现的频率估计事件 A发生的概率。

4. 用样本 p分位数估计总体的 p分位数。



2.3 最大似然估计

定理 2.2.1 (Khinchin大数定律)

♡

对于独立同分布的随机变量序列 X1, · · · , Xn，如果对于任意 i = 1, · · · , n，总体 X 的 k阶原点矩 E(Xk)

存在，那么对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣∣ 1n
n∑

i=1

Xk
i − E(Xk)

∣∣∣∣∣ ≥ ε

}
= 0

2.2.2 概率函数已知时未知参数的矩估计

定义 2.2.2 (矩估计)

♣

对于具有概率函数 p(x; θ1, · · · , θk)的总体，以及样本 x1, · · · , xn，其中 (θ1, · · · , θk) ∈ Θ是未知参数或参

数向量，如果总体的 i阶原点矩 µi 存在，而且 θi = θi(µ1, · · · , µk)，其中 1 ≤ i ≤ k，那么 θi 的矩估计为

θ̂i = θi(a1, · · · , ak), i = 1, · · · , k

其中 ai 为样本 i阶原点矩

ai =
1

n

n∑
j=1

xi
j , i = 1, · · · , k

进一步，对于 θ1, · · · , θk 的函数 η = g(θ1, · · · , θk)的矩估计为

η̂ = g(θ̂1, · · · , θ̂k)

2.2.3 相合性

定义 2.2.3 (相合性)

♣

对于未知参数 θ，以及 θ的一个估计量 θ̂n = θ̂n(x1, · · · , xn)，称 θ̂n 为参数 θ的相合估计，如果对于任意

ε > 0，成立

lim
n→∞

P
(∣∣∣θ̂n − θ

∣∣∣ ≥ ε
)
= 0

定理 2.2.2 (相合估计的充分条件)

♡

对于 θ的一个估计量 θ̂n = θ̂n(x1, · · · , xn)，如果

lim
n→∞

E(θ̂n) = θ, lim
n→∞

Var(θ̂n) = 0

那么 θ̂n 为参数 θ的相合估计。

定理 2.2.3 (相合估计在连续函数下的像为相合估计)

♡

如果 θ̂n1
, · · · , θ̂nk

分别是 θ1, · · · , θk的相合估计，η = g(θ1, · · · , θk)是连续函数，那么 η̂ = g(θ̂n1
, · · · , θ̂nk

)

是 η的相合估计。
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2.3 最大似然估计

2.3 最大似然估计

2.3.1 最大似然估计

定义 2.3.1 (似然函数)

♣

对于概率函数为 p(x; θ) 的总体，其中 θ ∈ Θ 为一个或多个未知参数组成的参数向量，Θ 为参数空间，

x1, · · · , xn 是来自该总体的样本，称样本的联合概率函数

L(θ) = L(θ;x1, · · · , xn) =

n∏
k=1

p(xk; θ)

为样本的似然函数。

定义 2.3.2 (最大似然估计MLE)

♣

对于概率函数为 p(x; θ) 的总体，其中 θ ∈ Θ 为一个或多个未知参数组成的参数向量，Θ 为参数空间，

x1, · · · , xn 是来自该总体的样本，统计量 θ̂ = θ̂(x1, · · · , xn)为 θ 的最大似然估计，如果对于任意 θ ∈ Θ，

成立

L(θ̂) ≥ L(θ)

定理 2.3.1 (最大似然估计的不变性)

♡
如果 θ̂为 θ的最大似然估计，那么对于任意函数 g，g(θ̂)是 g(θ)的最大似然估计。

定理 2.3.2 (正态分布参数的最大似然估计)

♡

对于来自正态分布N(µ, σ2)的样本 x1, · · · , xn，记样本均值为 x，样本方差为 s2，那么 µ和 σ2的最大似

然估计分别为

µ̂ = x, σ̂2 =
n− 1

n
s2

2.3.2 渐进正态性

定义 2.3.3 (渐进正态分布)

♣

参数 θ 的相合估计 θ̂n 称为渐进正态的，如果存在趋于 0的非负常数序列 σn(θ)，使得成立
θ̂n−θ
σn(θ)

依分布

收敛于标准正态分布。此时也称 θ̂n服从渐进正态分布N(θ, σ2
n(θ))，记为 θ̂n ∼ AN(θ, σ2

n(θ))。σ2
n(θ)称为

θ̂n 的渐近方差。

定理 2.3.3
对于密度函数为 p(x; θ)的总体 X，其中 θ ∈ Θ，如果

1. 对于任意 x，以及任意 θ ∈ Θ，偏导数 ∂ ln p
∂θ ，

∂2 ln p
∂θ2 和

∂3 ln p
∂θ3 都存在。

2. 对于任意 θ ∈ Θ，成立 ∣∣∣∣∂p∂θ
∣∣∣∣ < F1(x),

∣∣∣∣∂2p

∂θ2

∣∣∣∣ < F2(x),

∣∣∣∣∂3p

∂θ3

∣∣∣∣ < F3(x)
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2.4 最小方差无偏估计

♡

其中函数 F1(x), F2(x), F3(x)满足∫ ∞

−∞
F1(x)dx < ∞,

∫ ∞

−∞
F2(x)dx < ∞

sup
θ∈Θ

∫ ∞

−∞
F3(x)p(x; θ)dx < ∞

3. 对于任意 θ ∈ Θ，成立

0 < I(θ) =

∫ ∞

−∞

(
∂ ln p

∂θ

)2

p(x; θ)dx < ∞

那么对于来自该总体的样本 x1, · · · , xn，存在未知参数 θ的最大似然估计 θ̂n = θ̂n(x1, · · · , xn)，且 θ̂n 具

有相合性和渐近正态性，同时

θ̂n ∼ AN

(
θ,

1

nI(θ)

)

2.4 最小方差无偏估计

2.4.1 均方误差

定义 2.4.1 (均方误差)

♣
对于 θ的点估计 θ̂ = θ̂(x1, · · · , xn)，称 E(θ̂ − θ)2 为 θ̂关于 θ的均方误差，记为MSE(θ̂, θ)，或Mθ(θ̂)。

命题 2.4.1 (均方误差的性质)

♠

1. -对于 θ的任意估计 θ̂而言，成立

MSE(θ̂, θ) = Var(θ̂) + (E(θ̂)− θ)2

2. 对于 θ的无偏估计 θ̂而言，成立

MSE(θ̂, θ) = Var(θ̂)

定义 2.4.2 (一致最小均方误差估计)

♣

对于样本 x1, · · · , xn，以及待估参数 θ 的一个估计类，称 θ̂(x1, · · · , xn)是该估计类中 θ 中的一致最小均

方误差估计，如果对于该估计类中另外任意一个 θ的估计 θ̃，在参数空间 Θ上均成立

MSEθ(θ̂) ≤ MSEθ(θ̃)

2.4.2 一致最小方差无偏估计

定义 2.4.3 (一致最小方差无偏估计 UMVUE)

♣

对于 θ的一个无偏估计 θ̂，称 θ̂是 θ的一致最小方差无偏估计，如果对于 θ的任意无偏估计 θ̃，在参数空

间 Θ上均成立

Varθ(θ̂) ≤ Varθ(θ̃)
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2.4 最小方差无偏估计

定理 2.4.1

♡

对于来自某总体的样本 X = (x1, · · · , xn)，如果 θ̂ = θ̂(X)是 θ的一个无偏估计，Var(θ̂) < ∞，那么 θ̂是

θ的一致最小方差无偏估计的充分必要条件是，对于任意满足 E(φ(X)) = 0和 Var(φ(X)) < ∞的 φ(X)，

以及任意 θ ∈ Θ，成立

Covθ(θ̂, φ) = 0

即

E(θ̂φ) = 0

2.4.3 充分性原则

定理 2.4.2

♡

对于来自总体概率密度函数为 p(x; θ)的样本 x1, · · · , xn，如果 T = T (x1, · · · , xn)是 θ的充分统计量，那

么对于 θ的任意无偏估计 θ̂ = θ̂(x1, · · · , xn)，成立 θ̃ = E(θ̂|T )是 θ的无偏估计，且

Var(θ̃) ≤ Var(θ̂)

2.4.4 Cramer-Rao不等式

定义 2.4.4 (Fisher信息量)

♣

对于满足如下条件的概率函数为 p(x; θ), θ ∈ Θ的总体

1. 参数空间 Θ是直线上的一个开区间。

2. 支撑 S = {x : p(x; θ) > 0}与 θ无关。

3. 导数 ∂
∂θp(x; θ)对任意 θ ∈ Θ均存在。

4. 对于 p(x; θ)，积分与微分运算可交换次序，即∫ ∞

−∞

∂

∂θ
p(x; θ)dx =

∂

∂θ

∫ ∞

−∞
p(x; θ)dx = 0

5. 期望 E
(

∂
∂θ ln p(x; θ)

)2
存在。

称

I(θ) = E

(
∂

∂θ
ln p(x; θ)

)2

为总体分布的 Fisher信息量。如果二阶导数 ∂2

∂θ2 p(x; θ)对于任意 θ ∈ Θ存在，那么

I(θ) = −E

(
∂2

∂θ2
ln p(x; θ)

)

定理 2.4.3 (Cramer-Rao不等式)
对于满足 Fisher信息量定义的总体分布 p(x; θ)，X = (x1, · · · , xn)是来自该总体的样本，如果 T = T (X)

是 g(θ)的任意无偏估计，即

g(θ) =

∫
Rn

T (X)L(X; θ)dX

其中 L(x1, · · · , xn; θ)为 X = (x1, · · · , xn)的总体概率密度函数

L(X; θ) =

n∏
k=1

p(xk; θ)

13



2.5 Bayes估计

♡

并且 g′(θ) = ∂g(θ)
∂θ 存在，同时对于任意 θ ∈ Θ，g(θ)的微商可在积分号下进行，即

g′(θ) =

∫
Rn

T (X)
∂

∂θ
L(X; θ)dX

（对于离散总体，将上述积分号改为求和符号）那么

Var(T ) ≥ (g′(θ))2

nI(θ)

其中 I(θ)为总体分布的 Fisher信息量， (g′(θ))2

nI(θ) 称为 g(θ)的无偏估计的方差的 C-R下界。当等号成立时，
称 T = T (X)为 g(θ)的有效估计，有效估计一定是一致最小方差无偏估计。

2.5 Bayes估计

2.6 统计判断的基础
Bayes学派基本观点：任意未知量都可看作随机变量，可用一个概率分布去描述，这个分布称为先验分布。

2.6.1 Bayes公式的密度函数形式

定理 2.6.1 (Bayes公式的密度函数形式)

♡

1. p(x | θ)表示随机变量 θ取给定值时总体的条件概率函数。

2. 根据参数 θ的先验信息确定先验分布 π(θ)。

3. 样本 X = (x1, · · · , xn) 的产生分两步进行，首先设想从先验分布 π(θ) 产生一个个体 θ0，其次从

p(X | θ)中产生一组样本，此时样本 X 的联合条件概率函数为

P (X | θ0) =
n∏

k=1

p(xk | θ)

4. 由于 θ0 是设想出来的，因此需要考虑 π(θ)，那么样本 X 和参数 θ的联合分布为

h(X, θ) = P (X | θ)π(θ)

5. 将 h(X, θ)分解为

h(X, θ) = π(θ | X)m(X)

其中m(X)为 X 的边际概率函数

m(X) =

∫
Θ

h(X, θ)dθ =

∫
Θ

P (X | θ)π(θ)dθ

进而 θ的后验分布为

π(θ | X) =
h(X, θ)

m(X)
=

P (X | θ)π(θ)∫
Θ
P (X | θ)π(θ)dθ

2.6.2 Bayes估计

定义 2.6.1 (Bayes估计)
由后验分布 π(θ | X)估计 θ有三种常用的方法：

1. 最大后验估计：后验分布的密度函数的最大值点。
2. 后验中位数估计：后验分布的中位数。

14



2.7 区间估计

♣

3. 后验期望估计：后验分布的均值。
称后验期望估计为 Bayes估计，记为 θ̂。

2.6.3 共轭先验分布

定义 2.6.2 (共轭先验分布)

♣

对于总体分布 p(x; θ)中的参数 θ，π(θ)是其先验分布，如果对于任意来自该总体的样本观测值得到的后

验分布 π(θ | X)与 π(θ)属于同一个分布族，那么称该分布族为 θ的共轭先验分布（族）。

2.7 区间估计

2.7.1 区间估计的概念

定义 2.7.1 (置信区间)

♣

对于总体的参数 θ ∈ Θ，以及来自该总体的样本 x1, · · · , xn，给定 α ∈ (0, 1)，如果两个统计量 θ̂L =

θ̂L(x1, · · · , xn)和 θ̂U = θ̂U (x1, · · · , xn)，满足对于任意 θ ∈ Θ，成立

Pθ(θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U ) ≥ 1− α

那么称随机区间 [θ̂L, θ̂U ]为 θ的置信水平为 1−α的置信区间，或简称 [θ̂L, θ̂U ]为 θ的 1−α置信区间。其

中 θ̂L 和 θ̂U 分别称为 θ的（双侧）置信下限和置信上限。

定义 2.7.2 (同等置信区间)

♣

对于总体的参数 θ ∈ Θ，以及来自该总体的样本 x1, · · · , xn，给定 α ∈ (0, 1)，如果两个统计量 θ̂L =

θ̂L(x1, · · · , xn)和 θ̂U = θ̂U (x1, · · · , xn)，满足对于任意 θ ∈ Θ，成立

Pθ(θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U ) = 1− α

那么称随机区间 [θ̂L, θ̂U ]为 θ的置信水平为 1− α的同等置信区间。

定义 2.7.3 (单侧置信下限)

♣

对于总体的参数 θ ∈ Θ，以及来自该总体的样本 x1, · · · , xn，给定 α ∈ (0, 1)，如果统计量 θ̂L =

θ̂L(x1, · · · , xn)满足对于任意 θ ∈ Θ，成立

Pθ(θ̂L ≤ θ) ≥ 1− α

那么称 θ̂L 为 θ的（单侧）置信下限。

定义 2.7.4 (单侧置信上限)

♣

对于总体的参数 θ ∈ Θ，以及来自该总体的样本 x1, · · · , xn，给定 α ∈ (0, 1)，如果统计量 θ̂U =

θ̂U (x1, · · · , xn)满足对于任意 θ ∈ Θ，成立

Pθ(θ̂U ≥ θ) ≥ 1− α

那么称 θ̂U 为 θ的（单侧）置信上限。

15



2.7 区间估计

2.7.2 枢轴量法

定理 2.7.1 (构造枢轴量的方法)

♡

1. 构造函数 G = G(x1, · · · , xn, θ)，使得 G的分布不依赖于 θ，此函数 G称为枢轴量。

2. 选择常数 a, b，使得对于给定 α ∈ (0, 1)，使得成立

P (a ≤ G ≤ b) = 1− α

3. 将不等式 a ≤ G ≤ b等价变形为 θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U  ，即

Pθ(θ̂L ≤ θ ≤ θ̂U ) = 1− α

那么区间 [θ̂L, θ̂U ]为 θ的置信水平为 1− α同等置信区间。

4. 其中常数 a, b的选择应该使得区间 [θ̂L, θ̂U ] 的长度最短，否则使得成立

P (G < a) = P (G > b) =
α

2

称这样得到的置信区间 [θ̂L, θ̂U ]为等尾置信区间。

2.7.3 单个正态总体参数的置信区间

表 2.1: 单个正态总体参数的置信区间

目标 条件 枢轴量 分布 置信区间

µ σ已知
√
n(x−µ)

σ N(0, 1)
[
x− σ√

n
n1−α

2
, x+ σ√

n
n1−α

2

]
µ σ未知

√
n(x−µ)

s T (n− 1)
[
x− s√

n
t1−α

2
, x+ s√

n
t1−α

2

]
σ2 µ未知 (n−1)s2

σ2 χ2(n− 1)

[
(n−1)s2

χ2
1−α

2

, (n−1)s2

χ2
α
2

]

2.7.4 大样本置信区间

在有些场合，寻找枢轴量及其分布比较困难。在样本量充分大时，可用渐进分布来构造近似的置信区间。以

下为二点分布关于比例 p的置信区间。

对于来自二点分布 b(1, p)的样本 x1, · · · , xn，由中心极限定理

N =

√
n(x− p)√
p(1− p)

∼̇N(0, 1)

因此置信水平为 1− α的同等置信区间为 1

1 +
n2
1−α

2
n

x+
n2
1−α

2

2n
−

√√√√x(1− x)

n
n2
1−α

2
+

(
n2
1−α

2

2n

)2
 ,

1

1 +
n2
1−α

2
n

x+
n2
1−α

2

2n
+

√√√√x(1− x)

n
n2
1−α

2
+

(
n2
1−α

2

2n

)2



其中 n1−α
2
为 N(0, 1)的 1− α

2 分位数。由于 n充分大，略去
n2
1−α

2

n 项，因此置信水平为 1− α的同等置信区间

近似为 [
x− n1−α

2

√
x(1− x)

n
, x+ n1−α

2

√
x(1− x)

n

]
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2.7 区间估计

2.7.5 样本量的确定

定义 2.7.5 (保证概率)

♣称置信水平 1− α为保证概率。

定义 2.7.6 (绝对误差)

♣称置信区间的半径（即长度的一半）为绝对误差。

2.7.6 两个正态总体下的置信区间

x1, · · · , xm 是取自 N(µ1, σ
2
1)的样本，y1, · · · , yn 是取自 N(µ2, σ

2
2)的样本，两个样本相互独立，记 x和 y

分别记为两者的样本均值，s2x 和 s2y 分别记为两者的样本方差。

表 2.2: 两个正态总体下的置信区间

目标 条件 枢轴量 分布 置信区间

µ1 − µ2 σ2
1 和 σ2

2 已知
(x−y)−(µ1−µ2)√

σ2
1

m +
σ2
2
n

N(0, 1)

[
(x− y)− n1−α

2

√
σ2
1

m +
σ2
2

n , (x− y) + n1−α
2

√
σ2
1

m +
σ2
2

n

]
µ1 − µ2 σ2

1 = σ2
2 未知

(x−y)−(µ1−µ2)

sw
√

1
m+ 1

n

T (m+ n− 2)
[
(x− y)− swt1−α

2

√
1
m + 1

n , (x− y) + swt1−α
2

√
1
m + 1

n

]
µ1 − µ2

σ2
2

σ2
1
= c已知 (x−y)−(µ1−µ2)

swc

√
1
m+ c

n

T (m+ n− 2)
[
(x− y)− swct1−α

2

√
1
m + c

n , (x− y) + swct1−α
2

√
1
m + c

n

]
µ1 − µ2 n1 和 n2 充分大

(x−y)−(µ1−µ2)√
s2x
m +

s2y
n

N(0, 1)

[
(x− y)− n1−α

2

√
s2x
m +

s2y
n , (x− y) + n1−α

2

√
s2x
m +

s2y
n

]
µ1 − µ2 一般情况 (x−y)−(µ1−µ2)

s0
T (l)

[
(x− y)− s0t1−α

2
, (x− y) + s0t1−α

2

]
σ2
2/σ

2
1 一般情况

s2x/σ
2
1

s2y/σ
2
2

F (m− 1, n− 1)

[
s2x
s2y

1
f1−α

2

,
s2x
s2y

1
fα

2

]

其中

s2w =
(m− 1)s2x + (n− 1)s2y

m+ n− 2

s2wc
=

(m− 1)s2x + (n− 1)
s2y
c

m+ n− 2

s20 =
s2x
m

+
s2y
n

l =

 s40
s4x

m2(m−1) +
s4y

n2(n−1)


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第三章 假设检验

3.1 假设检验的基本思想与概念

3.1.1 假设检验问题

基本思想：如果试验结果与假设 H 发生矛盾，那么拒绝原假设 H，否则接受原假设 H。

假设检验问题：

1. 假设：两个非空不交参数集合。
2. 检验：通过样本对一个假设作出“对”或“不对”的具体判断规则。
3. 参数假设检验问题：假设可用一个参数的集合表示的检验问题。

3.1.2 假设检验的基本步骤

一、建立假设

对于来自参数分布族 {F (x, θ) : θ ∈ Θ}的样本 x1, · · · , xn，其中 Θ为参数空间，如果非空集合 Θ0 ⊂ Θ，那

么命题H0 : θ ∈ Θ0称为原假设或零假设，命题Ha : θ ∈ Θ \Θ0称为对立假设或备择假设，那么H0对Ha的假

设检验问题记为

H0 : θ ∈ Θ0 vs Ha : θ ∈ Θ \Θ0

如果Θ0仅含有一个点，那么称H0为简单原假设，否则称为复杂原假设或复合原假设。当H0为简单假设时，其

形式可写为 H0 : θ = θ0，此时备择假设通常有如下三种可能：

H1 : θ ̸= θ0, H2 : θ < θ0, H3 : θ > θ0

称 H0 vs H1 为双侧假设或双边假设，H0 vs H2 以及 H0 vs H3 为单侧假设或单边假设。

在假设检验中，通常将不宜轻易否定的假设作为原假设。

二、选择检验统计量，给出拒绝域形式

当有了具体的样本后，将样本空间划分为两个互不相交的部分W 和W，当样本属于W 时，拒绝H0，否则

接受H0。称W 为该检验的拒绝域，W 为该检验的接受域。事实上，在拒绝域和接受域外，还有保留域，但通

常将保留域合并于接受域内。

选择分布已知的检验统计量 T (X)，确定拒绝域W 的形式。

三、选择显著性水平

当 θ ∈ Θ0时，样本由于随机性却落入了拒绝域W，于是采取了拒绝H0的错误决策，称之为第一类错误或

拒真错误，记第一类错误概率为

α(θ) = P{X ∈ W | H0}, θ ∈ Θ0

当 θ ∈ Θ \Θ0 时，样本由于随机性却落入了接受域W，于是采取了接受 H0 的错误决策，称之为第二类错

误或取伪错误，记第二类错误概率为

β(θ) = P{X ∈ W | Ha}, θ ∈ Θ \Θ0

定义 3.1.1 (势函数)
对于检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs Ha : θ ∈ Θ \Θ0

其拒绝域为W，那么定义势函数为

ρ(θ) = Pθ(X ∈ W ), θ ∈ Θ



3.2 正态总体参数假设检验

♣

即

ρ(θ) =

α(θ), θ ∈ Θ0

1− β(θ), θ ∈ Θ \Θ0

定义 3.1.2 (显著性检验)

♣

对于检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs Ha : θ ∈ Θ \Θ0

其势函数为 ρ(θ)，如果一个检验满足对于任意 θ ∈ Θ0，成立

ρ(θ) ≤ α

那么称该检验为显著性水平为 α的显著性检验，简称水平为 α的检验。

四、给出拒绝域

依据显著性水平 α以及拒绝域W 的形式，确定具体的拒绝域。

五、做出判断

由拒绝域W 唯一相互确定的判断准则为

1. 如果 (x1, · · · , xn) ∈ W，那么拒绝 H0。

2. 如果 (x1, · · · , xn) ∈ W，那么接受 H0。

3.1.3 检验的 p值

定义 3.1.3 (检验的 p值)

♣

在假设检验问题中，利用样本观测值能够作出拒绝原假设的最小显著性水平称为检验的 p值。

1. 如果 p ≤ α，那么在显著性水平 α下拒绝 H0。

2. 如果 p > α，那么在显著性水平 α下接受 H0。
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3.2 正态总体参数假设检验

3.2 正态总体参数假设检验

3.2.1 单个正态总体均值的检验

表 3.1: 单个正态总体均值的检验

检验 条件 H0 Ha 统计检验量 分布 拒绝域 p值

µ ≤ µ0 µ > µ0 {u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

u检验 σ已知 µ ≥ µ0 µ < µ0 u =
√
n(x−µ0)

σ N(0, 1) {u ≤ uα} Φ(u0)

µ = µ0 µ ̸= µ0 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(|u0|))

µ ≤ µ0 µ > µ0 {t ≥ t1−α} P (T ≥ t0)

t检验 σ未知 µ ≥ µ0 µ < µ0 t =
√
n(x−µ0)

s T (n− 1) {t ≤ tα} P (T ≤ t0)

µ = µ0 µ ̸= µ0 {|t| ≥ t1−α
2
} P (|T | ≥ |t0|)
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3.2 正态总体参数假设检验

3.2.2 两个正态总体均值差的检验

表 3.2: 两个正态总体均值差的检验

检验 条件 H0 Ha 检验统计量 分布 拒绝域 p值

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2 {u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

u检验 σ1, σ2 已知 µ1 ≥ µ2 µ1 < µ2 u = x−y√
σ2
1

m +
σ2
2
n

N(0, 1) {u ≤ uα} Φ(u0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(|u0|))

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2 {t ≥ t1−α} P (T ≥ t0)

t检验 σ1 = σ2 未知 µ1 ≥ µ2 µ1 < µ2 t = x−y

sw
√

1
m+ 1

n

T (m+ n− 2) {t ≤ tα} P (T ≤ t0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|t| ≥ t1−α
2
} P (|T | ≥ |t0|)

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2 {u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

u检验 m,n充分大 µ1 ≥ µ2 µ1 < µ2 u = x−y√
s2x
m +

s2y
n

N(0, 1) {u ≤ uα} Φ(u0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(|u0|))

µ1 ≤ µ2 µ1 > µ2 {t ≥ t1−α} P (T ≥ t0)

t检验 一般情况 µ1 ≥ µ2 µ1 < µ2 t = x−y√
s2x
m +

s2y
n

T (l) {t ≤ tα} P (T ≤ t0)

µ1 = µ2 µ1 ̸= µ2 {|t| ≥ t1−α
2
} P (|T | ≥ |t0|)

其中

s2w =
(m− 1)s2x + (n− 1)s2y

m+ n− 2

l =


(

s2x
m +

s2y
n

)2
s4x

m2(m−1) +
s4y

n2(n−1)


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3.2 正态总体参数假设检验

3.2.3 成对数据检验

表 3.3: 成对数据检验

H0 Ha 统计检验量 分布 拒绝域 p值

µ ≤ 0 µ > 0 {t ≥ t1−α} P (T ≥ t0)

µ ≥ 0 µ < 0 t =
√
nd
sd

T (n− 1) {t ≤ tα} P (T ≤ t0)

µ = 0 µ ̸= 0 {|t| ≥ t1−α
2
} P (|T | ≥ |t0|)

3.2.4 正态总体方差的检验

表 3.4: 正态总体方差的检验

检验 条件 H0 Ha 统计检验量 分布 拒绝域 p值

σ2 ≤ σ2
0 σ2 > σ2

0 {χ2 ≥ χ2
1−α} P (χ2 ≥ χ2

0)

χ2 检验 一个 σ2 ≥ σ2
0 σ2 < σ2

0 χ2 = (n−1)s2

σ2
0

χ2(n− 1) {χ2 ≤ χ2
α} P (χ2 ≤ χ2

0)

σ2 = σ2
0 σ2 ̸= σ2

0 {χ2 ≤ χ2
α
2
} ∪ {χ2 ≥ χ2

1−α
2
} 2min{P (χ2 ≤ χ2

0), P (χ2 ≥ χ2
0)}

σ2
1 ≤ σ2

2 σ2
1 > σ2

2 {F ≥ F1−α} P (F ≥ F0)

F 检验 两个 σ2
1 ≥ σ2

2 σ2
1 < σ2

2 F =
s2x
s2y

F (m− 1, n− 1) {F ≤ Fα} P (F ≤ F0)

σ2
1 = σ2

2 σ2
1 ̸= σ2

2 {F ≤ Fα
2
} ∪ {F ≥ F1−α

2
} 2min{P (F ≤ F0), P (F ≥ F0)}
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3.3 其他分布参数的假设检验

3.3 其他分布参数的假设检验

表 3.5: 其他分布参数的假设检验

检验 条件 H0 Ha 统计检验量 分布 拒绝域 p值

λ ≤ λ0 λ > λ0 {χ2 ≥ χ2
1−α} P (χ2 ≥ χ2

0)

χ2 分布 Exp( 1λ ) λ ≥ λ0 λ < λ0
2nx
λ0

χ2(2n) {χ2 ≤ χ2
α} P (χ2 ≤ χ2

0)

λ = λ0 λ ̸= λ0 {χ2 ≤ χ2
α
2
} ∪ {χ2 ≥ χ2

1−α
2
} 2min{P (χ2 ≤ χ2

0), P (χ2 ≥ χ2
0)}

p ≤ p0 p > p0 P (x ≥ x0)

B 检验 B(1, p) p ≥ p0 p < p0 x B(n, p) P (x ≤ x0)

p = p0 p ̸= p0 2min{P (x ≤ x0), P (x ≥ x0)}

θ ≤ θ0 θ > θ0 {u ≥ u1−α} 1− Φ(u0)

u检验 大样本分布 F (x; θ) θ ≥ θ0 θ < θ0
√
n(x−θ0)√
σ2(θ̂)

N(0, 1) {u ≤ uα} Φ(u0)

θ = θ0 θ ̸= θ0 {|u| ≥ u1−α
2
} 2(1− Φ(|u0|))

其中分布 F (x; θ)的均值为 θ，方差为 σ(θ)，θ̂为 θ的最大似然估计。

3.4 似然比检验与分布拟合检验

3.4.1 似然比检验的思想

定义 3.4.1 (似然比)

♣

对于来自密度函数为 p(x; θ), θ ∈ Θ的总体的样本 x1, · · · , xn，对于如下检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs Ha : θ ∈ Θ \Θ0

定义改假设检验问题的似然比统计量为

Λ(x1, · · · , xn) =
supθ∈Θ p(x1, · · · , xn; θ)

supθ∈Θ0
p(x1, · · · , xn; θ)

即

Λ(x1, · · · , xn) =
p(x1, · · · , xn; θ̂)

p(x1, · · · , xn; θ̂0)

其中 θ̂和 θ̂0 分别为参数空间 Θ和 Θ0 上的最大似然估计。

定义 3.4.2 (似然比检验 LRT)
对于来自密度函数为 p(x; θ), θ ∈ Θ的总体的样本 x1, · · · , xn，对于如下检验问题

H0 : θ ∈ Θ0 vs Ha : θ ∈ Θ \Θ0
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3.4 似然比检验与分布拟合检验

♣

其似然比统计量

Λ(x1, · · · , xn) =
p(x1, · · · , xn; θ̂)

p(x1, · · · , xn; θ̂0)

作为检验问题的检验统计量，且取拒绝域为 W = {Λ(x1, · · · , xn) ≥ λ0}，其中临界值 λ0 满足对于任意

θ ∈ Θ0，成立

Pθ(Λ(x1, · · · , xn) ≥ λ0) ≤ α

那么称此检验为显著性水平为 α的似然比检验。

3.4.2 分布数据的 χ2拟合优度检验

定理 3.4.1

♡

总体被分为 r类 A1, · · · , Ar，考虑假设检验

H0 : Ak所占的比率为pk, k = 1, · · · , r

其中 pk 已知且
∑r

k=1 pk = 1。从该总体抽出 n个样本，nk 为样本中属于 Ak 的样本个数，记检验统计量

为

χ2 =

r∑
k=1

(nk − npk)
2

npk

那么当 H0 成立时，成立

χ2 L−→ χ2(r − 1)

因此对于显著性水平 α，拒绝域为W = {χ2 ≥ χ2
1−α}，检验的 p值为 p = P (χ2 ≥ χ2

0)。

如果 Ak 出现的概率含有 s个参数，那么可用最大似然估计方法估计出该 s个参数，然后再算出 pk 的估

计值 p̂k，于是统计检验量

χ2 =

r∑
k=1

(nk − np̂k)
2

np̂k

L−→ χ2(r − s− 1)

3.4.3 分布的 χ2拟合优度检验

对于来自分布函数为 F (x)的总体的样本 x1, · · · , xn，考虑假设检验问题

H0 : F (x) = F0(x)

其中 F0(x)为可含参的理论分布。

一、总体 X 为离散分布

如果总体 X 为至多可数个值 a1, a2, · · ·，将其分为 r类 A1, · · · , Ar，使得每一个 Ak 中的样本个数 nk 不小

于 5，记 P (X ∈ Ak) = pk，那么原假设检验转化为

H0 : Akpk, k = 1, · · · , r

二、总体 X 为连续分布

如果总体 X 的分布为 F0，选取 −∞ = a0 < a1 < · · · < ar−1 < ar = ∞，记 Ak = (ak−1, ak]，那么

pk = P (X ∈ Ak) = F0(ak)− F0(ak−1), k = 1, · · · , r

于是原假设转化为

H0 : Akpk, k = 1, · · · , r
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3.5 正态性检验

3.4.4 列联表的独立性检验

将总体分为两个属性 A和 B，其中 A有 r个类 A1, · · · , Ar，B有 s个类 B1, · · · , Bs，从总体中抽取 n个样

本，设其中有 nij 个个体属于 Ai 和 Bj，构造列联表 {nij}r×s。

记总体中的个体仅属于 Ai和仅属于 Bj 的概率分别为 pi·和 p·j，总体中的个体同时属于 Ai和 Bj 的概率为

pij，那么得到二维离散分布表 {pij}r×s，A和 B 两属性度量的假设可表述为

H0 : pij = pi·p·j , i = 1, · · · , r; j = 1, · · · , s

H0 成立时 pij 的最大似然估计为

p̂ij =
1

n2

r∑
k=1

nkj

s∑
k=1

nik

那么检验统计量为

χ2 =
∑
i,j

(nij − np̂ij)
2

np̂ij

L−→ χ2((r − 1)(s− 1))

因此对于显著性水平 α，拒绝域为W = {χ2 ≥ χ2
1−α}，检验的 p值为 p = P (χ2 ≥ χ2

0)。

3.5 正态性检验

3.5.1 正态概率纸

对于给定的样本观测值 x1, · · · , xn，做点(
x(k),

k − 0.375

n+ 0.25

)
, k = 1, · · · , n

如果诸点在一条直线附近，那么认为该批数据来自正态总体；否则不认为该批数据来自正态总体。

3.5.2 W检验

对于来自正态分布总体 N(µ, σ2)的样本 x1, · · · , xn，其中 8 ≤ n ≤ 50，定义W统计量为

W =

n∑
k=1

(wk − w)2(x(k) − x)2

n∑
k=1

(wk − w)2
n∑

k=1

(x(k) − x)2
=

[n2 ]∑
k=1

w2
k(x(k) − x(n+1−k))

2

n∑
k=1

(x(k) − x)2

其中

e =


E
(

x(1)−µ

σ

)
...

E
(

x(n)−µ

σ

)
 , C =


Cov

(
x(1)−µ

σ ,
x(1)−µ

σ

)
· · · Cov

(
x(1)−µ

σ ,
x(n)−µ

σ

)
...

. . .
...

Cov
(

x(n)−µ

σ ,
x(1)−µ

σ

)
· · · Cov

(
x(n)−µ

σ ,
x(n)−µ

σ

)



w1

...
wn

 =
C−1e√

eT (C−1)2e

拒绝域为 {W ≤ Wα}，其中Wα 为 α分位数。
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3.6 非参数检验

3.5.3 EP检验

对于来自正态分布总体 N(µ, σ2)的样本 x1, · · · , xn，其中 n ≥ 8，定义 EP检验统计量为

TEP = 1 +
n√
3
+

2

n

n∑
i=2

i−1∑
j=1

exp

(
− (xj − xi)

2

2n−1
n s2

)
−

√
2

n∑
k=1

exp

(
− (xk − x)2

4n−1
n s2

)
拒绝域为 {TEP ≥ TEP1−α

}，其中 TEP1−α
为 1− α分位数。

3.6 非参数检验

3.6.1 游程检验

对于依时间顺序连续得到的样本观测值 x1, · · · , xn，记样本中位数为me，对于 k = 1, · · · , n，记

yk =

1, xk ≥ me

0, xk < me

y1, · · · , yn 构成 0− 1序列。

记 0 − 1序列中 0和 1的个数分别为 n1 和 n2，游程总数为 R，那么 1 < n1, n2 < n且 2 ≤ R ≤ n。同时

|n1 − n2|为 0或 1。原假设为

H0 :样本序列符合随机抽取的原则

R的分布如下

P (R = 2k) =
2
(
n1−1
k−1

)(
n2−1
k−1

)(
n1+n2

n1

) , k = 1, · · · ,
[
n1 + n2

2

]

P (R = 2k + 1) =

(
n1−1
k−1

)(
n2−1

k

)
+
(
n1−1

k

)(
n2−1
k−1

)(
n1+n2

n1

) , k = 1, · · · ,
[
n1 + n2 − 1

2

]
拒绝域为 {R ≤ Rα

2
} ∪ {R ≥ R1−α

2
}，检验的 p值为 2min{P (R ≤ R0), P (R ≥ R0)}。

3.6.2 符号检验

表 3.6: 符号检验

H0 Ha 拒绝域 检验的 p值

xp ≤ x0 xp > x0 {S+ ≥ c}
n∑

k=S+
0

(
n

k

)
(1− p)kpn−k

xp ≥ x0 xp < x0 {S+ ≤ c}
S+
0∑

k=0

(
n

k

)
(1− p)kpn−k

xp = x0 xp ̸= x0 {S+ ≤ c1} ∪ {S+ ≥ c2} 2min


S+
0∑

k=0

(
n

k

)
(1− p)kpn−k,

n∑
k=S+

0

(
n

k

)
(1− p)kpn−k


其中 S+ 为 x1 − x0, · · · , xn − x0 中正数的个数，即

S+ =

n∑
k=1

Ixk>x0
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3.6 非参数检验

3.6.3 秩和检验

定义 3.6.1 (秩)

♣

对于来自连续分布 F (x) 的简单随机样本 x1, · · · , xn，次序样本为 x(1), · · · , x(n)，称 xk 秩为 rk，如果

xk = x(rk)，记作 Rk = rk。

定义 3.6.2 (秩统计量)

♣

对于来自连续分布 F (x) 的简单随机样本 x1, · · · , xn，Rk 为 xk 的秩，那么称 R = (R1, · · · , Rn) 为

x1, · · · , xn 的秩统计量。

对于来自连续分布F (x−θ)的简单随机样本x1, · · · , xn，其中 θ为总体的中位数，记Rk为 |xk|在 |x1|, · · · , |xn|
中的秩，定义符号秩和统计量为

W+ =

n∑
k=1

RkIxk>0 ∼ W+(n)

H0 Ha 拒绝域

θ ≤ 0 θ > 0 {W+ ≤ W+
α }

θ ≥ 0 θ < 0 {W+ ≥ W+
α }

θ = 0 θ ̸= 0 {W+ ≤ W+
α
2
} ∪ {W+ ≥ W+

1−α
2
}

其中W+
α +W+

1−α = 1
2n(n− 1)。

对于来自连续分布 F (x − θ1)的简单随机样本 x1, · · · , xm 和对于来自连续分布 F (x − θ2)的简单随机样本

y1, · · · , yn，产生的秩为
R = (Q1, · · · , Qm, R1, · · · , Rn)

那么秩和统计量为

W =
n∑

k=1

Rk ∼ W (m,n)

H0 Ha 拒绝域

θ1 ≤ θ2 θ1 > θ2 {W ≤ Wα}

θ1 ≥ θ2 θ1 < θ2 {W ≥ Wα}

θ1 = θ2 θ1 ̸= θ2 {W ≤ Wα
2
} ∪ {W ≥ W1−α

2
}

其中Wα +W1−α = n(m+ n− 1)。
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第四章 方差分析与回归分析

4.1 方差分析

4.1.1 问题的提出

因子：A

水平：A1, · · · , Ar

结果：yij，其中 i = 1, · · · , r

4.1.2 单因子方差分析的统计模型

在单因子试验中，记因子为 A，设其由 r个水平，记为 A1, · · · , Ar，在每一个水平下考察的指标可以看成一

个总体，现有 r个水平，故有 r个总体，假定：

1. 每一个总体均为正态分布，记为 N(µk, σ
2
k)，其中 k = 1, · · · , r。

2. 各总体的方差相同，记为 σ2
1 = · · · = σ2

r = σ2。

3. 从每一总体中抽取的样本是互相独立的，即所有的试验结果 yij 都相互独立。

作假设检验：

H0 : µ1 = · · · = µr vs Ha : µ1, · · · , µr

如果 H0 成立，称因子 A的 r个水平没有显著差异，简称因此 A不显著。

对 r个总体每个作m次重复实现，得到试验结果 {yij}r×m，定义随机误差为

εij = yij − µi

那么试验结果 yij 的数据结构式为

yij = µi + εij

单因子方差分析的统计模型为 
yij = µi + εij

εij相互独立

εij ∼ N(0, σ2)

总均值

µ =
1

r

r∑
k=1

µk

因子 A的第 k个水平的主效应

ai = µi − µ

容易知道
r∑

k=1

ak = 0

µk = µ+ ak



4.1 方差分析

于是统计模型改写为 

yij = µ+ ai + εij
r∑

i=1

ai = 0

εij相互独立

εij ∼ N(0, σ2)

统计假设改写为

H0 : a1 = · · · = ar = 0 vs Ha : a1, · · · , ar不全为0

4.1.3 平方和分解

一、实验数据

表 4.1: 符号检验
因子水平 试验数据 和 均值

A1 y11, · · · , y1m T1 =

m∑
j=1

y1j y1 = T1

m

...
...

...
...

Ar yr1, · · · , yrm Tr =

m∑
j=1

yrj yr = Tr

m

T =

r∑
i=1

Ti y = T
rm = T

n

二、组内偏差与组间方差

记

yij − y = (yij − yi) + (yi − y)

εi =
1

m

m∑
j=1

εij

ε =
1

r

m∑
j=1

εi =
1

n

∑
i,j

εij

组内偏差为

yij − yi = εij − εi

组间偏差为

yi − y = ai + εi − ε

三、偏差平方和及其自由度

偏差平方和

Q =

n∑
k=1

(yk − y)2

自由度

fQ = n− 1

四、总平方和分解公式

29



4.1 方差分析

总偏差平方和

ST =
∑
i,j

(yij − y)2 =
∑
i,j

y2ij −
T 2

n
, fT = n− 1

组内偏差平方和（因子 A的偏差平方和）

SA = m

r∑
i=1

(yi − y)2 =
1

m

r∑
i=1

T 2
i − T 2

n
, fA = r − 1

组内偏差平方和（误差偏差平方和）

Se =
∑
i,j

(yij − yi)
2 =

∑
i,j

y2ij −
1

m

r∑
i=1

T 2
i , fe = n− r

总平方和分解式

ST = SA + Se

4.1.4 检验方法

均方

MS =
Q

fQ

因子均方和误差均方

MSA =
SA

fA
, MSe =

Se

fe

定理 4.1.1

♡

1.
Se

σ2
∼ χ2(n− r), E(Se) = (n− r)σ2

2.

E(SA) = (r − 1)σ2 +m

r∑
i=1

a2i

3. 若 H0 成立，那么
SA

σ2
∼ χ2(r − 1), E(Se) = (r − 1)σ2

4. SA 与 Se 相互独立。

检验统计量

F =
MSA
MSe

∼ F (r − 1, n− r)

拒绝域

W = {F ≥ F1−α}

1. F ≥ F1−α：拒绝原假设，认为因子 A显著。

2. F ≤ F1−α：接受原假设，认为因子 A不显著。

检验的 p值为

p = P (F ≥ F0)
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4.1 方差分析

表 4.2: 单因子方差分析表
来源 平方和 自由度 均方 F 比 p值

因子 A SA fA = r − 1 MSA = SA

fA
F = MSA

MSe
p = P (F ≥ F0)

误差 e Se fe = n− r MSe =
Se

fe

总和 T ST fT = n− 1

4.1.5 参数估计

一、点估计

1.
yij ∼ N(µ+ ai, σ

2)

2. µ的最大似然估计为

µ̂ = y

3. ai 的最大似然估计为

âi = yi − y

4. σ2 的最大似然估计为

σ̂2 = MSe

二、置信区间

由于

yi ∼ N(µi,
σ2

m
),

Se

σ2
∼ χ2(n− r)

因此 √
m(yi − µi)√

σ̂2
∼ T (fe)

进而 µi 的 1− α的置信区间为 [
yi − t1−α

2

σ̂√
m
, yi + t1−α

2

σ̂√
m

]

4.1.6 重复数不等情形

一、数据

记从第 i个水平下的总体获得 mi 个试验结果，记为 yi1, · · · , yimi
，其中 i = 1, · · · , r，实验总次数为 n =

m1 + · · ·+mr，统计模型为 
yij = µi + εij

εij相互独立

εij ∼ N(0, σ2)

二、总均值

加权均值

µ =
1

n

r∑
i=1

miµi

水平效应：

ai = µi − µ
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4.2 多重比较

统计模型为 

yij = µ+ ai + εij∑r
i=1 miai = 0

εij

εij ∼ N(0, σ2)

四、各平方和的计算

Ti =

mi∑
j=1

yij , yi =
Ti

mi

T =
∑
i,j

yij =

r∑
i=1

Ti, y =
T

n

ST =
∑
i,j

(yij − y)2 =
∑
i,j

y2ij −
T 2

n
, fT = n− 1

SA =

r∑
i=1

mi(yi − y)2 =

r∑
i=1

T 2
i

mi
− T 2

n
, fA = r − 1

Se =
∑
i,j

(yij − yi)
2 =

∑
i,j

y2ij −
r∑

i=1

T 2
i

mi
, fe = n− r

4.2 多重比较

4.2.1 水平均值差的置信区间

检验问题

H0 : µi − µj = 0 vs Ha : µi − µj ̸= 0

由于

yi − yj ∼ N

(
µi − µj ,

(
1

mi
+

1

mj

)
σ2

)
而 Se

σ2 ∼ χ2(n− r)，因此
(yi − yj)− (µi − µj)√(

1
mi

+ 1
mj

)
σ̂2

∼ T (n− r)

那么置信水平为 1− α的置信区间为[
yi − yj − t1−α

2

√(
1

mi
+

1

mj

)
σ̂2, yi − yj + t1−α

2

√(
1

mi
+

1

mj

)
σ̂2

]
这也是检验问题的接受域W。如果包含 0，那么接受原假设，认为 µi和 µj 无显著差异；反之拒绝原假设，认为

µi 和 µj 存在显著差异。

4.2.2 多重比较问题

首先经过方差检验，表明因子 A是显著的，即 r个水平均值不全相等，那么考虑如下多重比较问题检验

Hij
0 : µi = µj , 1 ≤ i < j ≤ r
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4.2 多重比较

拒绝域

W =
⋃

1≤i<j≤r

{|yi − yj | ≥ cij}

4.2.3 重复数相等的 T法

当m1 = · · · = mr = m时，记 cij = c，于是检验统计量为
√
m(yi − µi)

σ̂
∼ T (n− r)

当原假设成立时，µ1 = · · · = µr = µ，此时

P (W ) = P

(
q(r, n− r) ≥ c

√
m

σ̂

)
其中 t化极差统计量为

q(r, n− r) = max
1≤i≤r

√
m(yi − µi)

σ̂
− min

1≤j≤r

√
m(yj − µj)

σ̂

仅与 n和 r有关。由 P (W ) = α，可知

c = q1−α
σ̂√
m

因此，如果

|yi − yj | ≥ q1−α
σ̂√
m

那么认为水平 Ai 和 Aj 存在显著差异；反之认为水平 Ai 和 Aj 无显著差异。

4.2.4 重复数不等场合的 S法

由于
(yi − yj)− (µi − µj)√(

1
mi

+ 1
mj

)
σ̂2

∼ T (n− r)

当原假设成立时，µ1 = · · · = µr = µ，此时

(yi − yj)
2(

1
mi

+ 1
mj

)
σ̂2

∼ F (1, n− r)

令 cij = c
√

1
mi

+ 1
mj
，那么

P (W ) = P

 max
1≤i<j≤r

(yi − yj)
2(

1
mi

+ 1
mj

)
σ̂2

≥ c2

σ̂2


其中

max1≤i<j≤r
(yi−yj)

2(
1

mi
+ 1

mj

)
σ̂2

r − 1
∼ F (r − 1, n− r)

由 P (W ) = α，可知
c2

σ̂2
= (r − 1)f1−α

即

cij =

√
(r − 1)f1−ασ̂2

(
1

mi
+

1

mj

)
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4.3 方差齐性检验

其中 f1−α 为 F (r − 1, n− r)的 1− α 分位数。因此，如果

|yi − yj | ≥

√
(r − 1)f1−ασ̂2

(
1

mi
+

1

mj

)
那么认为水平 Ai 和 Aj 存在显著差异；反之认为水平 Ai 和 Aj 无显著差异。

4.3 方差齐性检验
方差齐性检验

H0 : σ2
1 = · · · = σ2

r

4.3.1 Hartley检验

对于单因子方差分析中含有 r个样本，当m1 = · · · = mr = m时，设第 i个样本方差为

s2i =
1

m− 1

m∑
k=1

(yij − yi)
2

检验统计量为

H =
max{s2i }
min{s2i }

∼ H(r,m− 1)

拒绝域为

W = {H ≥ H1−α}

4.3.2 Bartlett检验

对于单因子方差分析中含有 r个样本，设第 i个样本方差为

s2i =
1

mi − 1

mi∑
k=1

(yij − yi)
2 =

Qi

fi

其中 mi 为第 i个样本的容量且 mi ≥ 5，Qi =
∑mi

k=1(yij − yi)
2 和 fi = mi − 1为该样本的偏差平方和自由度。

s2i 的算术加权平均即为均方误差

MSe =
1

fe

r∑
i=1

Qi =

r∑
i=1

fi
fe

s2i

其加权几何平均为

GMSe =

(
r∏

i=1

(s2i )
fi

) 1
fe

其中 fe =
∑r

i=1 fi = n− r。由算术-几何平均不等式

MSe ≥ GMSe

当且仅当 s21 = · · · = s2r 时等号成立。而

B =
fe
C

ln
MSe
GMSe

∼̇χ2(r − 1)

其中

C = 1 +
1

3(r − 1)

(
r∑

i=1

1

fi
− 1

fe

)

因此拒绝域为

W =
{
B ≥ χ2

1−α

}
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4.4 一元线性回归

4.3.3 修正的 Bartlett检验

修正的检验统计量

B′ =
f2BC

f1(A−BC)
∼̇F (f1, f2)

其中

f1 = r − 1, f2 =
r + 1

(C − 1)2
, A =

f2

2− C + 2
f20

拒绝域为

W = {B′ ≥ F1−α}

4.4 一元线性回归

4.4.1 变量间的两类关系

确定性关系，相关关系

4.4.2 一元线性回归模型

第一类回归问题

f(x) = E(Y | x) =
∫ ∞

−∞
yp(y | x)dx

第二类回归问题

y = f(x) + ε

其中 ε ∼ N(0, σ2)。

一元回归模型： 
yi = β0 + βxi + εi

εi相互独立

εi ∼ N(0, σ2)

由数据 (xi, yi)得到的 β0 和 β 的估计 β̂0 和 β̂，称

ŷ = β̂0 + β̂x

为 y关于 x的回归函数。给定 x = x0，称 ŷ0 = β̂0 + β̂x0 为回归值。

4.4.3 回归系数的最小二乘估计

lxy =

n∑
i=1

(xi − x)(y − y) =

n∑
i=1

xiyi −
1

n

n∑
i=1

xi

n∑
i=1

yi =

n∑
i=1

xiyi − nxy

lxx =

n∑
i=1

(xi − x)2 =

n∑
i=1

x2
i −

1

n

(
n∑

i=1

xi

)2

=

n∑
i=1

x2
i − nx2

lyy =

n∑
i=1

(y − y)2 =

n∑
i=1

xiyi −
1

n

(
n∑

i=1

yi

)2

=

n∑
i=1

y2i − ny2
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4.4 一元线性回归

β0 和 β 的最小二乘估计（LSE）β̂0 和 β̂ 为

β̂ =
lxy
lxx

β̂0 = y − β̂x

定理 4.4.1

♡

在如下模型下，成立 
yi = β0 + βxi + εi

εi

εi ∼ N(0, σ2)

1.
β̂0 ∼ N

(
β0,

(
1

n
+

x2

lxx

)
σ2

)
, β̂ ∼ N

(
β,

σ2

lxx

)
2.

Cov(β̂0, β̂) = − x

lxx
σ2

3. 给定 x0

ŷ0 = β̂0 + β̂x0 ∼ N

(
β0 + βx0,

(
1

n
+

(x− x0)
2

lxx

)
σ2

)

4.4.4 回归模型的显著性检验

显著性：β ̸= 0称为显著，否则称为不显著。

显著性假设检验：

H0 : β = 0 vs Ha : β ̸= 0

表 4.3: 方差分析表
来源 平方和 自由度 均方 F 比

回归 SR fR = 1 MSR = SR

fR
F = MSA

MSe

残差 Se fe = n− 2 MSe =
Se

fe

总和 ST fT = n− 1

一、F 检验

总偏差平方和：

ST =

n∑
i=1

(yi − y)2 = lyy

回归平方和：

SR =

n∑
i=1

(ŷi − y)2 =
l2xy
lxx

残差平方和：

Se =

n∑
i=1

(yi − ŷi)
2

平方和分解：

ST = SR + Se
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4.4 一元线性回归

定理 4.4.2

♡

在如下模型下，成立 
yi = β0 + βxi + εi

εi相互独立

εi ∼ N(0, σ2)

1.
E(SR) = σ2 + β̂lxx, E(Se) = (n− 2)σ2

2.
Se

σ2
∼ χ2(n− 2)

3. 如果 H0 成立，那么
SR

σ2
∼ χ2(1)

4. SR 与 Se、y独立。

统计检验量

F =
(n− 2)SR

Se
∼ F (1, n− 2)

拒绝域为W = {F ≥ F1−α}。
二、T 检验

检验统计量

T =

√
(n− 2)lxxβ̂√

Se

∼ T (n− 2)

拒绝域为W = {|t| ≥ t1−α
2
}。

三、相关系数检验

相关系数假设检验：

H0 : ρ = 0 vs Ha : ρ ̸= 0

检验统计量：相关系数

r =
lxy√
lxxlyy

=

√
F

F + (n− 2)
∼ r(n− 2) =

√
F (1, n− 2)

F (1, n− 2) + (n− 2)

1. |r| = 1：(xi, yi)共线。

2. r > 0：(xi, yi)正相关。

3. r < 0：(xi, yi)负相关。

4. r = 0：(xi, yi)不相关。

拒绝域为W = {|r| ≥ r1−α}，其中

r1−α =

√
F1−α

F1−α + (n− 2)

4.4.5 估计与预测

一、E(y0)的置信区间

枢轴量为
ŷ0 − E(y0)√

Se

n−2

√
1
n + (x0−x)2

lxx

∼ T (n− 2)

37



4.4 一元线性回归

1− α的置信区间为ŷ0 − t1−α
2

√
Se

n− 2

√
1

n
+

(x0 − x)2

lxx
, ŷ0 + t1−α

2

√
Se

n− 2

√
1

n
+

(x0 − x)2

lxx


二、y0 的预测区间

枢轴量为
y0 − ŷ0√

Se

n−2

√
1 + 1

n + (x0−x)2

lxx

∼ T (n− 2)

预测区间为 ŷ0 − t1−α
2

√
Se

n− 2

√
1 +

1

n
+

(x0 − x)2

lxx
, ŷ0 + t1−α

2

√
Se

n− 2

√
1 +

1

n
+

(x0 − x)2

lxx


4.4.6 曲线回归方程的比较

决定系数：越大说明残差越小，回归曲线拟合越好。

R2 = 1−
∑

(yi − ŷi)
2∑

(yi − y)2

剩余标准差：越小，回归曲线拟合越好。

s =

√∑
(yi − ŷi)2

n− 2
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附录 A 概率模型

概率模型 密度函数 p(x) 参数范围 数学期望 Eξ 方差 Dξ 特征函数 f(t)

退化分布 Ic(x) p(x) =

{
1, x = c

0, x ̸= c
c 0 eict

Bernoulli分布 p(x) =

{
1− p, x = 0

p, x = 1
0 < p < 1 p p(1− p) peit + 1− p

二项分布 B(n, p) b(k;n, p) =
(
n
k

)
pk(1− p)n−k 0 ≤ k ≤ n; 0 < p < 1 np np(1− p) (peit + 1− p)n

Poisson分布 P (λ) p(k;λ) = λk

k! e
−λ k ∈ N;λ > 0 λ λ eλ(e

it−1)

几何分布 g(k; p) = p(1− p)k−1 k ∈ N∗, 0 < p < 1 1
p

q
p2

peit

1−(1−p)eit

超几何分布 pk =
(Mk )(

N−M
n−k )

(Nn)
M,n ≤ N ; 0 ≤ k ≤ min{M,n} nM

N
nM(N−M)(N−n)

N2(N−1)

n∑
k=0

(
M
k

)(
N−M
n−k

)(
N
n

) eikt

Pascal分布 pk =
(
k−1
r−1

)
pr(1− p)k−r k ≥ r, 0 < p < 1 r

p
r(1−p)

p2 ( (1−p)eit

1−(1−p)eit )
r

负二项分布 pk =
(−r

k

)
pr(p− 1)k k ∈ N, 0 < p < 1, r > 0 r(1−p)

p
r(1−p)

p2 ( p
1−(1−p)eit )

r

正态分布 N(µ, σ2) p(x) = 1√
2πσ

e−
(x−µ)2

2σ2 µ σ eiµt−
1
2σ

2t2

均匀分布 U [a, b] p(x) =

{
1

b−a , a ≤ x ≤ b

0, 其他
a < b a+b

2
(b−a)2

12
eibt−eiat

i(b−a)t

指数分布 Exp(λ) p(x) =

{
λe−λx, x ≥ 0

0, x < 0
λ > 0 λ−1 λ−2 (1− it

λ )
−1

χ2 分布 p(x) =

{
1

2
n
2 Γ(n

2 )
x

n
2 −1e−

x
2 , x ≥ 0

0, x < 0
n ∈ N∗ n 2n (1− 2it)−

n
2

Γ分布 Γ(r, λ) p(x) =

{
λr

Γ(r)x
r−1e−λx, x ≥ 0

0, x < 0
r, λ > 0 r

λ
r
λ2 (1− it

λ )
−r

Cauchy分布 p(x) = 1
π

λ
λ2+(x−µ)2 µ ∈ R, λ > 0 不存在 不存在 eiµt−λ|t|

t分布 p(x) =
Γ(n+1

2 )√
nπΓ(n

2 )
(1 + x2

n )−
n+1
2 n ∈ N∗ 0(n > 1) n

n−2 (n > 2)

Pareto分布 p(x) =

{
rAr 1

xr+1 , x ≥ A

0, x < A
r,A > 0 （r > 1时存在） （r > 2时存在）

F 分布 p(x) =


Γ(m+n

2 )

Γ(m
2 )Γ(n

2 )m
m
2 n

n
2

x
m
2

−1

(n+mx)
m+n

2

, x ≥ 0

0, x < 0
m,n ∈ N∗ n

n−2 (n > 2) 2n2(m+n−2)
m(n−2)2(n−4) (n > 4)

β 分布 p(x) =

{
Γ(p+q)
Γ(p)Γ(q)x

p−1(1− x)q−1, 0 < x < 1

0, 其他
p, q > 0 p

p+q
pq

(p+q)2(p+q+1)

Γ(p+ q)

Γ(p)

∞∑
k=0

Γ(p+ k)(it)k

Γ(p+ q + k)Γ(k + 1)

对数正态分布 p(x) =

{
1√

2πσx
e

(ln x−α)2

2σ2 , x > 0

0, x ≤ 0
α, σ > 0 eα+

σ2

2 e2α+σ2

(eσ
2 − 1)

Weibull分布 p(x) =

{
αλxα−1e−λxα

, x > 0

0, x ≤ 0
λ, α > 0 Γ( 1

α + 1)λ− 1
α λ− 2

α (Γ( 2
α + 1)− (Γ( 1

α + 1))2)

Rayleigh分布 p(x) =

{
xe−

x2

2 , x ≥ 0

0, x < 0

√
π
2 2− π

2
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