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第一章 数学物理中的典型方程

1.1 典型方程

1.1.1 定解问题

定义 1.1.1 (定解问题)

♣

定解问题 =泛定方程+定解条件

1. 初值问题 (Cauchy问题)：
Cauchy问题 =泛定方程+初始条件

2. 边值问题
边值问题 =泛定方程+边界条件

第一边值问题 (Direchlet问题)：

Direchlet问题 =泛定方程+第一边界条件

第二边值问题 (Neuman问题)：

Neuman问题 =泛定方程+第二边界条件

第三边值问题 (Robin问题)：

Robin问题 =泛定方程+第三边界条件

混合边值问题

混合边值问题 =泛定方程+混合边界条件

3. 混合问题
混合问题 =泛定方程+初始条件+边界条件

1.1.2 弦振动方程

定义 1.1.2 (弦振动方程)
物理问题：一根长 l柔软均匀细弦，拉紧后让其离开平衡位置在垂直于弦线的外力作用下做微小横振动。

取弦的平衡位置为 x轴，垂直于平衡位置且通过弦线的一个端点的直线为 u轴，弦振动方程 u(x, t)为

utt − a2uxx = f

其中 a与弦的材质有关，f 与弦所受外力有关。

1. 初始条件：
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x)

特别的，当 φ = ψ = 0时称之为齐次初始条件。

2. 边界条件：
第一边界条件 (Direchlet边界条件)：

u(0, t) = g1(t), u(l, t) = g2(t)

特别的，当 g1 = g2 = 0时称之为第一齐次边界条件。



1.2 偏微分方程

♣

第二边界条件 (Neuman边界条件)：

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t)

特别的，当 µ(t) = ν(t) = 0时称之为第二齐次边界条件。

第三边界条件 (Robin边界条件)： Tux(0, t)− k0u(0, t) = µ(t)

Tux(l, t) + klu(l, t) = ν(t)

其中 k0, kl, T > 0。特别的，当 k0, kl � T 时化为第一边界条件；当 k0, kl � T 时化为第二边

界条件。

1.1.3 热传导方程

定义 1.1.3 (热传导方程)

♣

物理问题：在三维空间中，考虑均匀、各向同性的物体 Ω，假设其内部存在热源，且与周围介值存在热交

换，研究物体内部温度的分布状态 u(x, y, z, t)。

热传导方程为

ut − a2(uxx + uyy + uzz) = f

其中 a与物体材质有关，f 与热源有关。

1. 初始条件：
u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z)

2. 边界条件：
第一边界条件 (Direchlet边界条件)：

u(∂Ω, t) = ψ(x, y, z, t)

第二边界条件 (Neuman边界条件)：
∂u

∂n

∣∣∣∣
∂Ω

= ψ(x, y, z, t)

其中 n表示 ∂Ω的外法线方向。

第三边界条件 (Robin边界条件)：(
∂u

∂n
+ hu

) ∣∣∣∣
∂Ω

= ψ(x, y, z, t)

其中 n表示 ∂Ω的外法线方向。

1.1.4 波动方程

定义 1.1.4 (Poisson方程)

♣
uxx + uyy + uzz = f

定义 1.1.5 (Laplace方程)

♣
uxx + uyy + uzz = 0
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1.2 偏微分方程

1.2 偏微分方程

定义 1.2.1 (偏微分方程 Partial Defferential Equation, PDE)

♣

关于 n元函数 f(x1, · · · , xn)的偏微分方程为∑
1≤n1,··· ,nk≤n

a
(pn1

,··· ,pnk
)

n1,··· ,nk (x1, · · · , xn)
∂pn1

+···+pnk f

∂x
pn1
n1 · · · ∂xpnk

nk

= b(x1, · · · , xn)

定理 1.2.1

♥

uxy = 0 ⇐⇒ u(x, y) = f(x) + g(y)

uxx = 0 ⇐⇒ u(x, y) = a(y)x+ b(y)

uyy = 0 ⇐⇒ u(x, y) = a(x)y + b(x)

1.3 二阶线性偏微分方程的化简与分类

1.3.1 二元二阶线性偏微分方程的化简

定义 1.3.1 (二元二阶线性偏微分方程)

♣

二元二阶线性偏微分方程如下

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g

其中 a, b, c, d, e, f, g为关于 x, y的二元连续可微函数，且 a2 + b2 + c2 > 0。

引理 1.3.1

♥

如果 u = φ为 PDE
au2x + 2buxuy + cu2y = 0

的解，那么 φ = C 为 ODE
ay2x − 2byx + c = 0

的通解。

定义 1.3.2 (特征方程)

♣

称 ODE

ay2x − 2byx + c = 0 ⇐⇒ dy

dx
=
b±

√
b2 − ac

a

为 PDE
auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g

的特征方程。

定理 1.3.1 (二元二阶线性偏微分方程的分类与化简)
对于二元 2阶线性偏微分方程如下

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g
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1.3 二阶线性偏微分方程的化简与分类

♥

其中 a, b, c, d, e, f, g为关于 x, y的二元连续可微函数，且 a2 + b2 + c2 > 0，其分类如下。

1. 双曲型方程 b2 > ac：特征方程

ay2x − 2byx + c = 0

存在两个实特征解

φ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2

作变量代换

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y)

那么原方程化为双曲型方程的第一标准型

uξη = Auξ +Buη + Cu+D

进一步，作变量代换

α = ξ + η, β = ξ − η

那么原方程化为双曲型方程的第二标准型

uαα − uββ = Auα +Buβ + Cu+D

2. 抛物型方程 b2 = ac：特征方程

ay2x − 2byx + c = 0

仅存在一个实特征解

φ(x, y) = C

任取与 φ线性无关的函数 ψ，作变量代换

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y)

那么原方程化为抛物型方程的标准型

uηη = Auξ +Buη + Cu+D

进一步，作变量代换

v = u exp

(
−1

2

∫
B(η, τ)dτ

)
那么原方程化为抛物型方程的标准型

vηη = Auξ + Cu+D

3. 椭圆型方程 b2 < ac：特征方程

ay2x − 2byx + c = 0

仅存在复特征解

φ(x, y) + iψ(x, y) = C1, φ(x, y)− iψ(x, y) = C2

作变量代换

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y)

那么原方程化为椭圆型方程的标准型

uξξ + uηη = Auξ +Buη + Cu+D
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1.3 二阶线性偏微分方程的化简与分类

定理 1.3.2 (二元一阶线性偏微分方程的特征线解法)

♥

对于二元一阶线性偏微分方程

aux + buy + cu+ d = 0

其中 a, b, c, d为关于 x, y的二元连续可微函数，且 a2 + b2 > 0，求解其特征方程

ady − bdx = 0

为

y = y(x,C) ⇐⇒ C = φ(x, y)

从而得到 ODE
du

dx
=
∂u

∂x
+
∂u

∂y

dy

dx

解得 u = u(x,C)，进而原 PDE的解为
u = u(x, φ(x, y))

1.3.2 多元二阶线性偏微分方程的化简

定义 1.3.3 (多元二阶线性偏微分方程)

♣

多元二阶线性偏微分方程如下
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

bk
∂u

∂xk
+ cu+ d = 0

其中 ai,j , bk, c, d为关于 x, y的二元连续可微函数，且
n∑

i,j=1

a2ij > 0。

定理 1.3.3 (多元二阶线性偏微分方程的分类)

♥

对于多元二阶线性偏微分方程
n∑

i,j=1

aij
∂2u

∂xi∂xj
+

n∑
k=1

bk
∂u

∂xk
+ cu+ d = 0

其中 ai,j , bk, c, d为关于 x, y的二元连续可微函数，且 aij = aji，同时
n∑

i,j=1

a2ij > 0，考虑其二次型

Q(ξ) = Q(ξ1, · · · , ξn)T =

n∑
i,j=1

aijξiξj =
(
ξ1 · · · ξn

)
a11 · · · a1n

...
. . .

...
an1 · · · ann



ξ1
...
ξn

 = ξTAξ

1. 如果A的特征根同号，那么该方程为椭圆型。

2. 如果A存在 n− 1个同号的特征根，1个异号的特征根，那么该方程为双曲型。

3. 如果A存在且存在唯一零特征根，且其余特征根同号，那么该方程为抛物型。

5



第二章 分离变量法

2.1 Fourier级数

2.1.1 三角函数的正交性

定理 2.1.1 (三角函数的正交性)

♥

∫
cosnxdx =

 x, n = 0
sinnx

n
, n 6= 0

∫
sinnxdx =

 0, n = 0

−cosnx

n
, n 6= 0

∫
cosmx cosnxdx =


x, m = n = 0
x

2
+

sin 2nx

4n
, |m| = |n| 6= 0

sin(m− n)x

2(m− n)
+

sin(m+ n)x

2(m+ n)
, |m| 6= |n|

∫
sinmx sinnxdx =



0, m = n = 0
x

2
− sin 2nx

4n
, m = n 6= 0

−x
2
+

sin 2nx

4n
, m = −n 6= 0

sin(m− n)x

2(m− n)
− sin(m+ n)x

2(m+ n)
, |m| 6= |n|

∫
cosmx sinnxdx =


0, m = n = 0

−cos2 nx

2n
, |m| = |n| 6= 0

cos(m− n)x

2(m− n)
− cos(m+ n)x

2(m+ n)
, |m| 6= |n|

2.1.1.1 以区间长度为周期的三角函数的正交性



2.1 Fourier级数

定理 2.1.2 ([−π, π]上且以 2π为周期的三角函数的正交性)

♥

∫ π

−π
cosnxdx =

 2π, n = 0

0, n 6= 0∫ π

−π
sinnxdx = 0, n ∈ Z

∫ π

−π
cosmx cosnxdx =


2π, m = n = 0

π, |m| = |n| 6= 0

0, |m| 6= |n|

∫ π

−π
sinmx sinnxdx =



0, m = n = 0

π, m = n 6= 0

−π, m = −n 6= 0

0, |m| 6= |n|∫ π

−π
cosmx sinnxdx = 0, m, n ∈ Z

定理 2.1.3 ([0, a]上且以 a为周期的三角函数的正交性)

♥

∫ a

0

cos
2nπ

a
xdx =

 a, n = 0

0, n 6= 0∫ a

0

sin
2nπ

a
xdx = 0, n ∈ Z

∫ a

0

cos
2mπ

a
x cos

2nπ

a
xdx =


a, m = n = 0

a/2, |m| = |n| 6= 0

0, |m| 6= |n|

∫ a

0

sin
2mπ

a
x sin

2nπ

a
xdx =



0, m = n = 0

a/2, m = n 6= 0

−a/2, m = −n 6= 0

0, |m| 6= |n|∫ a

0

cos
2mπ

a
x sin

2nπ

a
xdx = 0, m, n ∈ Z
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2.1 Fourier级数

定理 2.1.4 ([a, b]上且以 b− a为周期的三角函数的正交性)

♥

∫ b

a

cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx =

 b− a, n = 0

0, n 6= 0∫ b

a

sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx = 0, n ∈ Z

∫ b

a

cos

(
2mπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx =


b− a, m = n = 0

(b− a)/2, |m| = |n| 6= 0

0, |m| 6= |n|

∫ b

a

sin

(
2mπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx =



0, m = n = 0

(b− a)/2, m = n 6= 0

−(b− a)/2, m = −n 6= 0

0, |m| 6= |n|∫ b

a

cos

(
2mπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx = 0, m, n ∈ Z

2.1.1.2 以两倍区间长度为周期的三角函数的正交性

定理 2.1.5 ([0, π]上且以 2π为周期的三角函数的正交性)

♥

∫ π

0

cosnxdx =

 π, n = 0

0, n 6= 0∫ π

0

sinnxdx =

 2/n, 2 ∤ n

0, 2 | n

∫ π

0

cosmx cosnxdx =


π, m = n = 0

π/2, |m| = |n| 6= 0

0, |m| 6= |n|

∫ π

0

sinmx sinnxdx =



0, m = n = 0

π/2, m = n 6= 0

−π/2, m = −n 6= 0

0, |m| 6= |n|∫ π

0

cosmx sinnxdx =

− 2n

m2 − n2
, 2 ∤ m− n

0, 2 | m− n
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2.1 Fourier级数

定理 2.1.6 ([0, a]上且以 2a为周期的三角函数的正交性)

♥

∫ a

0

cos
nπ

a
xdx =

 a, n = 0

0, n 6= 0∫ a

0

sin
nπ

a
xdx =

 2a/(nπ), 2 ∤ n

0, 2 | n

∫ a

0

cos
mπ

a
x cos

nπ

a
xdx =


a, m = n = 0

a/2, |m| = |n| 6= 0

0, |m| 6= |n|

∫ a

0

sin
mπ

a
x sin

nπ

a
xdx =



0, m = n = 0

a/2, m = n 6= 0

−a/2, m = −n 6= 0

0, |m| 6= |n|

∫ a

0

cos
mπ

a
x sin

nπ

a
xdx =


− 2na

(m2 − n2)π
, 2 ∤ m− n

0, 2 | m− n

2.1.2 Fourier级数

2.1.2.1 以区间长度为周期的 Fourier级数

定理 2.1.7 ([−π, π]上且以 2π为周期的 Fourier级数)

♥

[−π, π]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(an cosnx+ bn sinnx)

其中

an =
1

π

∫ π

−π
f(x) cosnxdx, bn =

1

π

∫ π

−π
f(x) sinnxdx

定理 2.1.8 ([−T, T ]上且以 2T 为周期的 Fourier级数)

♥

[−T, T ]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

nπ

T
x+ bn sin

nπ

T
x
)

其中

an =
1

T

∫ T

−T
f(x) cos

nπ

T
xdx, bn =

1

T

∫ T

−T
f(x) sin

nπ

T
xdx

定理 2.1.9 ([0, a]上且以 a为周期的 Fourier级数)
[0, a]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

2nπ

a
x+ bn sin

2nπ

a
x

)
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2.2 Sturm-Liouville问题

♥

其中

an =
2

a

∫ a

0

f(x) cos
2nπ

a
xdx, bn =

2

a

∫ a

0

f(x) sin
2nπ

a
xdx

定理 2.1.10 ([a, b]上且以 b− a为周期的 Fourier级数)

♥

[a, b]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

(
an cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
+ bn sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

)))
其中

an =
2

b− a

∫ b

a

f(x) cos

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx

bn =
2

b− a

∫ b

a

f(x) sin

(
2nπ

b− a

(
x− a+ b

2

))
dx

2.1.2.2 以两倍区间长度为周期的 Fourier级数

定理 2.1.11 ([0, π]上且以 2π为周期的 Fourier级数)

♥

1. [0, π]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cosnx

其中

an =
2

π

∫ π

0

f(x) cosnxdx

2. [0, π]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =

∞∑
n=1

bn sinnx

其中

bn =
2

π

∫ π

0

f(x) sinnxdx

定理 2.1.12 ([0, a]上且以 2a为周期的 Fourier级数)

♥

1. [0, a]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =
a0
2

+

∞∑
n=1

an cos
nπ

a
x

其中

an =
2

a

∫ a

0

f(x) cos
nπ

a
xdx

2. [0, a]上的绝对可积函数 f(x)存在 Fourier级数

f(x) =

∞∑
n=1

bn sin
nπ

a
x

其中

bn =
2

a

∫ a

0

f(x) sin
nπ

a
xdx
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2.2 Sturm-Liouville问题

2.2 Sturm-Liouville问题

定义 2.2.1 (Sturm-Liouville方程)

♣

Sturm-Liouville方程为

(p(x)y′(x))′ − q(x)y(x) + λr(x)y(x) = 0, a < x < b

其中 λ为未知参数，p(x) > 0为一阶可微函数，q(x) ≥ 0与 r(x) > 0为连续函数。

定义 2.2.2 (Sturm-Liouville问题)

♣

称 Sturm-Liouville方程

(p(x)y′(x))′ − q(x)y(x) + λr(x)y(x) = 0, a < x < b

与齐次边界条件构成的两点边值问题为 Sturm-Liouville问题。称使得问题存在非零解的参数 λ为特征值，

相应的非零解为特征函数。

定理 2.2.1 (Sturm-Liouville问题的解)

♥Sturm-Liouville问题的特征值存在且存在可数，同时为非负实数；相应的特征函数系为正交函数系。

定理 2.2.2 (特殊 Sturm-Liouville问题的解)

♥

Sturm-Liouville问题
X ′′(x) + λX(x) = 0 (*)

1. 若 X(0) = X(l) = 0，则

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

2. 若 X ′(0) = X ′(l) = 0，则

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = An cos

nπ

l
x, n ∈ N

3. 若 X ′(0) = X(l) = 0，则

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = An cos

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

4. 若 X(0) = X ′(l) = 0，则

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

证明

1. 若 λ > 0，则线性微分方程 (*)的特征方程为

t2 + λ = 0

其解为

t1 = i
√
λ, t2 = −i

√
λ

因此线性微分方程 (*)的通解为

X(x) = A cos(
√
λx) +B sin(

√
λx), X ′(x) = −A

√
λ sin(

√
λx) +B

√
λ cos(

√
λx)

(a). 若 X(0) = 0，则 A = 0，因此

X(x) = B sin(
√
λx), X ′(x) = B

√
λ cos(

√
λx)
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2.2 Sturm-Liouville问题

I. 若 X(l) = 0，则 B sin(
√
λl) = 0，因此

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

II. 若 X ′(l) = 0，则 B
√
λ cos(

√
λl) = 0，因此

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

(b). 若 X ′(0) = 0，则 B = 0，因此

X(x) = A cos(
√
λx), X ′(x) = −A

√
λ sin(

√
λx)

I. 若 X(l) = 0，则 A cos(
√
λl) = 0，因此

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = An cos

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

II. 若 X ′(l) = 0，则 −A
√
λ sin(

√
λl) = 0，因此

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = An cos

nπ

l
x, n ∈ N∗

2. 若 λ = 0，则线性微分方程 (*)的特征方程为
t2 = 0

其解为

t1 = t2 = 0

因此线性微分方程 (*)的通解为
X(x) = Ax+B, X ′(x) = A

(a). 若 X(0) = 0，则 B = 0，因此

X(x) = Ax, X ′(x) = A

I. 若 X(l) = 0，则 Al = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 A = 0，因此

X(x) = 0

(b). 若 X ′(0) = 0，则 A = 0，因此

X(x) = B, X ′(x) = 0

I. 若 X(l) = 0，则 B = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 0 = 0，因此

X(x) = B

3. 若 λ < 0，则线性微分方程 (*)的特征方程为

t2 + λ = 0

其解为

t1 =
√
−λ, t2 = −

√
−λ

因此线性微分方程 (*)的通解为

X(x) = Ae
√
−λx +Be−

√
−λx, X ′(x) = A

√
−λe

√
−λx −B

√
−λe−

√
−λx

(a). 若 X(0) = 0，则 A+B = 0。

12



2.3 分离变量法求解弦振动方程与热传导方程

I. 若 X(l) = 0，则 Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0。联立方程A+B = 0

Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0。联立方程A+B = 0

A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

(b). 若 X ′(0) = 0，则 A
√
−λ−B

√
−λ = 0。

I. 若 X(l) = 0，则 Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0。联立方程A

√
−λ−B

√
−λ = 0

Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0。联立方程A

√
−λ−B

√
−λ = 0

A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

2.3 分离变量法求解弦振动方程与热传导方程

2.3.1 弦振动方程

定理 2.3.1 (弦振动方程)

♥

对于弦振动方程 
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

求解加之如下边界条件的形式解。

1. u(0, t) = u(l, t) = 0：

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2. ux(0, t) = ux(l, t) = 0：

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +
∞∑

n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
cos

nπ

l
x

13



2.3 分离变量法求解弦振动方程与热传导方程

证明

1. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = An cos
anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t, n ∈ N∗

从而原微分方程的解为

un(x, t) =
(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

An sin
nπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

Bn
anπ

l
sin

nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

An =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ, Bn =

2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ, n ∈ N∗

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0
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2.3 分离变量法求解弦振动方程与热传导方程

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = cos

nπ

l
x, n ∈ N

代入原方程

T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N

通解为

Tn(t) = An cos
anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t, n ∈ N

从而原微分方程的解为

un(x, t) =
(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
cos

nπ

l
x, n ∈ N

由迭加原理

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
cos

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An cos
nπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

Bn
anπ

l
cos

nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

An =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ, Bn =

2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ, n ∈ N

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
cos

nπ

l
x

2.3.2 热传导方程

定理 2.3.2 (热传导方程)

♥

对于热传导方程  ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

求解加之如下边界条件的形式解。

1. u(0, t) = u(l, t) = 0：

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x

2. ux(0, t) = ux(l, t) = 0：

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t cos

nπ

l
x

证明

1. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)
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2.3 分离变量法求解弦振动方程与热传导方程

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = Cne
−( anπ

l )
2
t, n ∈ N∗

从而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( anπ

l )
2
t sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

Cne
−( anπ

l )
2
t sin

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

Cn sin
nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

Cn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ, n ∈ N∗

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x

2. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0
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2.4 弦振动方程

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = cos

nπ

l
x, n ∈ N

代入原方程

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N

通解为

Tn(t) = Cne
−( anπ

l )
2
t, n ∈ N

从而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( anπ

l )
2
t cos

nπ

l
x, n ∈ N

由迭加原理

u(x, t) =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cne
−( anπ

l )
2
t cos

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cn cos
nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

Cn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ, n ∈ N

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t cos

nπ

l
x

2.4 弦振动方程

2.4.1 齐次边界条件齐次方程

定理 2.4.1 (齐次边界条件齐次弦振动方程)

♥

齐次边界条件齐次弦振动方程 

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

证明 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ
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2.4 弦振动方程

即  T ′′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = An cos
anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t, n ∈ N∗

从而原微分方程的解为

un(x, t) =
(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

An sin
nπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

Bn
anπ

l
sin

nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.9

An =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ, Bn =

2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2.4.2 齐次边界条件方程

2.4.2.1 齐次化原理

定理 2.4.2 (齐次化原理/Duhamel原理)
如果 w(x, t; τ)是混合问题 

wtt = a2wxx, 0 < x < l, t > τ

w(x, τ ; τ) = 0, 0 ≤ x ≤ l

wt(x, τ ; τ) = f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l

w(0, t; τ) = w(l, t; τ) = 0, t ≥ τ

的解，其中 t ≥ τ ≥ 0为参数，且 f(0, τ) = f(l, τ) = 0，那么函数

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t; τ)dτ
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2.4 弦振动方程

♥

是混合问题 

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的解。

证明 由于

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t; τ)dτ

那么

ux(x, t) =

∫ t

0

wx(x, t; τ)dτ

uxx(x, t) =

∫ t

0

wxx(x, t; τ)dτ

ut(x, t) = w(x, t; t) +

∫ t

0

wt(x, t; τ)dτ =

∫ t

0

wt(x, t; τ)dτ

utt(x, t) = wt(x, t; t) +

∫ t

0

wtt(x, t; τ)dτ = f(x, t) +

∫ t

0

wtt(x, t; τ)dτ

从而

utt(x, t) = f(x, t) +

∫ t

0

wtt(x, t; τ)dτ = f(x, t) + a2
∫ t

0

wxx(x, t; τ)dτ = f(x, t) + a2uxx(x, t)

且

u(x, 0) =

∫ 0

0

w(x, t; τ)dτ = 0

ut(x, 0) =

∫ t

0

wt(x, t; τ)dτ = 0

u(0, t) =

∫ t

0

w(0, t; τ)dτ = 0

u(l, t) =

∫ t

0

w(l, t; τ)dτ = 0

进而那么函数

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t; τ)dτ

是混合问题 

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的解。
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2.4 弦振动方程

定理 2.4.3 (齐次边界条件弦振动方程)

♥

齐次边界条件弦振动方程 

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

(*)

的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(∫ t

0

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ)dτ

)
sin

nπ

l
x

+

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

证明 考虑辅助问题 

wtt = a2wxx, 0 < x < l, t > τ

w(x, τ ; τ) = 0, 0 ≤ x ≤ l

wt(x, τ ; τ) = f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l

w(0, t; τ) = w(l, t; τ) = 0, t ≥ τ

(**)

其中 t ≥ τ ≥ 0为参数。令 s = t− τ，那么上述问题化为

wss = a2wxx, 0 < x < l, s > 0

w(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

ws(x, 0) = f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l

w(0, s) = w(l, s) = 0, s ≥ 0

(***)

由定理2.4.1，问题 (***)的形式解为

w(x, s) =

∞∑
n=1

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
s sin

nπ

l
x

从而问题 (**)的形式解为

w(x, t; τ) =

∞∑
n=1

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ) sin

nπ

l
x

由齐次化原理2.4.2，问题 

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∫ t

0

∞∑
n=1

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ) sin

nπ

l
xdτ
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2.4 弦振动方程

进而由定理2.4.1与迭加原理，原问题 (*)的形式解为

u(x, t) =

∫ t

0

∞∑
n=1

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ) sin

nπ

l
xdτ

+

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

=

∞∑
n=1

(∫ t

0

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ)dτ

)
sin

nπ

l
x

+

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2.4.2.2 特征函数展开法

定理 2.4.4 (齐次边界条件弦振动方程)

♥

齐次边界条件弦振动方程 

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(∫ t

0

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ)dτ

)
sin

nπ

l
x

+

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

证明 假设定解问题的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t) sin
nπ

l
x

记

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin
nπ

l
x

φ(x) =

∞∑
n=1

φn sin
nπ

l
x

ψ(x) =

∞∑
n=1

ψn sin
nπ

l
x

其中

fn(t) =
2

l

∫ l

0

f(ξ, t) sin
nπξ

l
dξ

φn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

ψn =
2

l

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ
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2.4 弦振动方程

代入方程 utt = a2uxx + f(x, t)可得
∞∑
n=1

u′′n(t) sin
nπ

l
x = −

∞∑
n=1

(anπ
l

)2
un(t) sin

nπ

l
x+

∞∑
n=1

fn(t) sin
nπ

l
x

即
∞∑
n=1

(
u′′n(t) +

(anπ
l

)2
un(t)− fn(t)

)
sin

nπ

l
x = 0

于是

u′′n(t) +
(anπ

l

)2
un(t)− fn(t) = 0, n ∈ N∗

由初始条件

φ(x) = u(x, 0) =

∞∑
n=1

un(0) sin
nπ

l
x

ψ(x) = ut(x, 0) =

∞∑
n=1

u′n(0) sin
nπ

l
x

从而

un(0) = φn, u′n(0) = ψn, n ∈ N∗

由常数变易法解得

un(t) = φn cos
anπ

l
t+

l

anπ
ψn sin

anπ

l
t+

l

anπ

∫ t

0

fn(τ) sin
anπ

l
(t− τ)dτ, n ∈ N∗

进而原定解问题的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(∫ t

0

(
2

anπ

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
(t− τ)dτ

)
sin

nπ

l
x

+

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2.4.3 一般方程

定理 2.4.5 (弦振动方程)

♥

求解弦振动方程 

utt = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = µ(t), t ≥ 0

u(l, t) = ν(t), t ≥ 0

证明 令

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

其中

w(0, t) = µ(t), w(l, t) = ν(t)

不妨令

w(x, t) =
ν(t)− µ(t)

l
x+ µ(t)
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2.5 热传导方程

因此 v(x, t)满足的定解问题为

vtt = a2vxx − l−x
l µ

′′(t)− x
l ν

′′(t) + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

v(x, 0) = φ(x)− l−x
l µ(0)−

x
l ν(0), 0 ≤ x ≤ l

vt(x, 0) = ψ(x)− l−x
l µ

′(0)− x
l ν

′(0), 0 ≤ x ≤ l

v(0, t) = v(l, t) = 0, t ≥ 0

表 2.1: 常见非齐次边界条件齐次化所使用辅助函数

非齐次边界条件 齐次化所使用辅助函数

u(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t) w(x, t) = ν(t)−µ(t)
l x+ µ(t)

u(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t) w(x, t) = ν(t)x+ µ(t)

ux(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t) w(x, t) = µ(t)(x− l) + ν(t)

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t) w(x, t) = ν(t)−µ(t)
2l x2 + µ(t)x

定理 2.4.6

♥

求解弦振动方程 

utt = a2uxx + f(x), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = A, t ≥ 0

u(l, t) = B, t ≥ 0

证明 取 w(x)成立 
a2wxx + f(x) = 0

w(0) = A

w(l) = B

令 u(x, t) = v(x, t) + w(x)，那么 

vtt = a2vxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x)− w(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

2.5 热传导方程

2.5.1 齐次边界条件齐次方程
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2.5 热传导方程

定理 2.5.1 (齐次边界条件齐次热传导方程)

♥

齐次边界条件齐次热传导方程 
ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(t, l) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x

证明 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = Cne
−( anπ

l )
2
t, n ∈ N∗

进而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( anπ

l )
2
t sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

Cne
−( anπ

l )
2
t sin

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

Cn sin
nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.9

Cn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπξ

l
dξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x
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2.5 热传导方程

2.5.2 齐次边界条件方程

2.5.2.1 齐次化原理

定理 2.5.2 (齐次化原理/Duhamel原理)

♥

如果函数 w(x, t; τ)是混合问题
wt = a2wxx, 0 < x < l, t > τ

w(x, τ ; τ) = f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l

w(0, t; τ) = w(l, t; τ) = 0, t ≥ τ

的解，其中 τ ≥ 0为参数，那么函数

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t; τ)dτ

是混合问题 
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的解。

定理 2.5.3 (齐次边界条件热传导方程)

♥

齐次边界条件热传导方程 
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

(*)

的形式解为

u(x, t) =

∫ t

0

∫ l

0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(
anπ

l )
2
(t−τ) sin

nπξ

l
sin

nπ

l
x

)
f(ξ, τ)dξdτ

证明 考虑混合问题 
wt = a2wxx, 0 < x < l, t > τ

w(x, τ ; τ) = f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l

w(0, t; τ) = w(l, t; τ) = 0, t ≥ τ

(**)

其中 t ≥ τ 为参数。令 s = t− τ，那么上述问题化为
ws = a2wxx, 0 < x < l, s > 0

w(x, 0) = f(x, τ), 0 ≤ x ≤ l

w(0, s) = w(l, s) = 0, t ≥ τ

由定理2.5.1，该问题的形式解为

w(x, s) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
e−(

anπ
l )

2
s sin

nπ

l
x

从而 (**)的形式解为

w(x, t; τ) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
e−(

anπ
l )

2
(t−τ) sin

nπ

l
x
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2.5 热传导方程

因此由齐次化原理2.5.2，原问题 (*)的形式解为

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t; τ)dτ

=

∫ t

0

( ∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

f(ξ, τ) sin
nπξ

l
dξ

)
e−(

anπ
l )

2
(t−τ) sin

nπ

l
x

)
dτ

=

∫ t

0

∫ l

0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(
anπ

l )
2
(t−τ) sin

nπξ

l
sin

nπ

l
x

)
f(ξ, τ)dξdτ

2.5.2.2 特征函数展开法

定理 2.5.4 (齐次边界条件热传导方程)

♥

齐次边界条件热传导方程 
ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∫ t

0

∫ l

0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(
anπ

l )
2
(t−τ) sin

nπξ

l
sin

nπ

l
x

)
f(ξ, τ)dξdτ

证明 记

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(t) sin
nπ

l
x

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t) sin
nπ

l
x

其中

fn(t) =
2

l

∫ l

0

f(ξ, t) sin
nπξ

l
dξ

从而 un(t)成立  u′n(t) = −
(
anπ
l

)
un(t) + fn(t)

un(0) = 0

解得

un(t) =

∫ t

0

fn(τ)e
−( anπ

l )
2
(t−τ)dτ

由此

u(x, t) =

∫ t

0

∫ l

0

(
2

l

∞∑
n=1

e−(
anπ

l )
2
(t−τ) sin

nπξ

l
sin

nπ

l
x

)
f(ξ, τ)dξdτ
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2.5 热传导方程

2.5.3 一般方程

定理 2.5.5 (热传导方程)

♥

求解热传导方程 

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = µ(t), t ≥ 0

u(l, t) = ν(t), t ≥ 0

证明 令

u(x, t) = v(x, t) + w(x, t)

其中

w(x, t) =
l − x

l
µ(x) +

x

l
ν(x)

那么 v(x, t)满足的定解问题为
vt = a2vxx + f(x, t)−

(
l−x
l µ

′(x) + x
l ν

′(x)
)
, 0 < x < l, t > 0

v(x, 0) = φ(x)−
(
l−x
l µ(0) +

x
l ν(0)

)
, 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

表 2.2: 常见非齐次边界条件齐次化所使用辅助函数

非齐次边界条件 齐次化所使用辅助函数

u(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t) w(x, t) = ν(t)−µ(t)
l x+ µ(t)

u(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t) w(x, t) = ν(t)x+ µ(t)

ux(0, t) = µ(t), u(l, t) = ν(t) w(x, t) = µ(t)(x− l) + ν(t)

ux(0, t) = µ(t), ux(l, t) = ν(t) w(x, t) = ν(t)−µ(t)
2l x2 + µ(t)x

定理 2.5.6

♥

求解热传导方程 
ut = a2uxx − bu, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

证明 令 u(x, t) = v(x, t)e−bt，那么
vt = a2vxx, 0 < x < l, t > 0

v(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

v(0, t) = v(l, t) = 0, t ≥ 0

27



2.5 热传导方程

2.5.4 第三边界条件方程

定理 2.5.7 (第三边界条件热传导方程)

♥

第三边界条件热传导方程 

ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t), t ≥ 0

ux(l, t) + σu(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
vnξ

l
dξ

)
e−(

avn
l )

2
t sin

nπ

l
x

证明 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

求解 Sturm-Liouville问题

λn =
v2n
l2
, Xn(x) = sin

vn
l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′
n(t) +

(avn
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = Cne
−( avn

l )
2
t, n ∈ N∗

进而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( avn

l )
2
t sin

vn
l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

Cne
−( avn

l )
2
t sin

vn
l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

Cn sin
vn
l
x

由 Fourier级数2.1.9

Cn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
vnξ

l
dξ
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2.6 Laplace方程

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
vnξ

l
dξ

)
e−(

avn
l )

2
t sin

nπ

l
x

2.6 Laplace方程

2.6.1 矩形区域上的 Laplace方程

定理 2.6.1

♥

Laplace方程 

uxx + uyy = 0, 0 < x < a, 0 < y < b

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ a

u(x, b) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ a

u(0, y) = u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b

的形式解为

u(x, y) =

∞∑
n=1

(
Ane

nπ
a y +Bne

−nπ
a y
)
sin

nπ

a
x

其中

An =
ψne

nπb
a − φn

e
2nπb

a − 1
, Bn =

ψne
−nπb

a − φn

e−
2nπb

a − 1

φn =
2

a

∫ a

0

φ(x) sin
nπx

a
dx, ψn =

2

a

∫ a

0

ψ(x) sin
nπx

a
dx

证明 令 u(x, y) = X(x)Y (y)，代入方程

X ′′(x)Y (y) +X(x)Y ′′(y) = 0

于是存在 λ ∈ R，使得成立 X ′′(x) + λX(x) = 0

Y ′′(y)− λY (y) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(a) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

a2
, Xn(x) = sin

nπ

a
x, n ∈ N∗

代入原方程

Y ′′
n (y)−

(nπ
a

)2
Yn(y) = 0, n ∈ N∗

通解为

Yn(y) = Ane
nπ
a y +Bne

−nπ
a y, n ∈ N∗

从而原微分方程的解为

un(x, y) =
(
Ane

nπ
a y +Bne

−nπ
a y
)
sin

nπ

a
x, n ∈ N∗
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2.6 Laplace方程

由迭加原理

u(x, y) =
∞∑
n=1

(
Ane

nπ
a y +Bne

−nπ
a y
)
sin

nπ

a
x

考虑到 y的边界条件

φ(x) =

∞∑
n=1

(An +Bn) sin
nπ

a
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

(
Ane

nπ
a b +Bne

−nπ
a b
)
sin

nπ

a
x

由 Fourier级数2.1.9，记

φn =
2

a

∫ a

0

φ(x) sin
nπx

a
dx, ψn =

2

a

∫ a

0

ψ(x) sin
nπx

a
dx, n ∈ N∗

由此

An +Bn = φn, Ane
nπ
a b +Bne

−nπ
a b = ψn, n ∈ N∗

解得

An =
ψne

nπb
a − φn

e
2nπb

a − 1
, Bn =

ψne
−nπb

a − φn

e−
2nπb

a − 1
, n ∈ N∗

进而可得原方程的形式解。

2.6.2 Laplace方程的 Dirichlet问题

定理 2.6.2

♥

Laplace方程  uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = φ(x, y)

的形式解为

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

=
1

2π

∫ 2π

0

a2 − ρ2

a2 − ρ2 − 2aρ cos(θ − τ)
f(τ)dτ

其中

f(θ) = φ(a cos θ, a sin θ), An =
1

π

∫ 2π

0

f(τ) cosnτdτ, Bn =
1

π

∫ 2π

0

f(τ) sinnτdτ

证明 引入极坐标变换  x = ρ cos θ

y = ρ sin θ

那么原方程化为  uρρ +
1
ρuρ +

1
ρ2uθθ = 0, 0 < ρ < a

u|ρ=a = φ(a cos θ, a sin θ) = f(θ)

分离变量

u(ρ, θ) = R(ρ)Φ(θ)

代入方程

R′′(ρ)Φ(θ) +
1

ρ
R′(ρ)Φ(θ) +

1

ρ2
R(ρ)Φ′′(θ) = 0
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2.6 Laplace方程

于是存在 λ ∈ R，使得成立 Φ′′(θ) + λΦ(θ) = 0

ρ2R′′(ρ) + ρR′(ρ)− λR(ρ) = 0

考虑到边界条件 Φ′′(θ) + λΦ(θ) = 0

Φ(θ + 2π) = Φ(θ)

求解周期特征值问题

λn = n2, Φn(θ) = An cosnθ +Bn sinnθ, n ∈ N

代入原方程

ρ2R′′
n(ρ) + ρR′

n(ρ)− n2Rn(ρ) = 0, n ∈ N

通解为

R0(ρ) = C0 +D0 ln ρ, Rn(ρ) = Cnρ
n +Dnρ

−n, n ∈ N∗

结合 |R(0)| <∞，可知
Rn(ρ) = Cnρ

n, n ∈ N

从而原微分方程的解为

un(ρ, θ) = ρn (An cosnθ +Bn sinnθ) , n ∈ N

由迭加原理

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

考虑到 ρ的边界条件

f(θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnθ +Bn sinnθ)

由 Fourier级数2.1.7

An =
1

π

∫ 2π

0

f(τ) cosnτdτ, Bn =
1

π

∫ 2π

0

f(τ) sinnτdτ

进而可得原方程的形式解

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

=
1

2π

∫ 2π

0

f(τ)dτ +
1

π

∞∑
n=1

(ρ
a

)n ∫ 2π

0

f(τ) (cosnτ cosnθ + sinnτ sinnθ) dτ

=
1

2π

∫ 2π

0

(
1 + 2

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
cosn(θ − τ)

)
f(τ)dτ

=
1

2π

∫ 2π

0

a2 − ρ2

a2 − ρ2 − 2aρ cos(θ − τ)
f(τ)dτ

定理 2.6.3
Poisson方程  uxx + uyy = −4, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = 0
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2.6 Laplace方程

♥

的特解为

u(x, y) = a2 − (x2 + y2)

证明 令 u = v + w，其中取 w满足 Laplace方程，即

wxx + wyy = −4

不妨取 w = −(x2 + y2)，那么原方程化为 vxx + vyy = 0, x2 + y2 < a2

v|x2+y2=a2 = a2

容易知道 v = a2，从而原方程的特解为

u(x, y) = a2 − (x2 + y2)
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第三章 积分变换法

3.1 Fourier变换的理论基础与基本性质

定义 3.1.1 (Fourier积分)

♣

定义函数 f(x)的 Fourier积分为
1

π

∫ +∞

0

dλ

∫ +∞

−∞
f(ξ) cosλ(x− ξ)dξ

其复数形式为
1

2π

∫ +∞

−∞
dλ

∫ +∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ)dξ

定理 3.1.1 (Fourier积分定理)

♥

如果函数 f(x)在 R上连续、分段光滑且绝对可积，那么

f(x) =
1

π

∫ +∞

0

dλ

∫ +∞

−∞
f(ξ) cosλ(x− ξ)dξ

定义 3.1.2 (Fourier变换)

♣

定义函数 f(x)的 Fourier变换为

F (λ) =

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ

记作F [f ]。

定义 3.1.3 (Fourier逆变换)

♣

定义函数 F (λ)的 Fourier逆变换为

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (λ)eiλxdλ

记作F−1[F ]。

定理 3.1.2

♥

如果函数 f(x) 在 R 上连续、分段光滑且绝对可积，那么 f(x) 的 Fourier 变换 F [f ] 存在，且逆变换为

F−1[F ]。

定理 3.1.3

♥

F
[
e−α|x|

]
=

2α

λ2 + α2

F

[
sin ax

x

]
=


π, |λ| < a

π/2, |λ| = a

0, |λ| > a



3.2 Fourier变换的应用

命题 3.1.1 (Fourier变换的基本性质)

♠

1. 线性性：Fourier变换与 Fourier逆变换为线性变换。
2. 位移性：

F [f(x− b)] = e−iλbF [f(x)], b ∈ R

3. 相似性：
F [f(αx)] =

1

|α|
F [f ](λ/α), α ∈ R \ {0}

4. 微分性：如果 f(x)在 R上连续可微且绝对可积，且 f ′(x)在 R上绝对可积，那么

F [f ′] = iλF [f ]

5. 积分性：
F

[∫ x

−∞
f(ξdξ)

]
=

1

iλ
F [f ]

定义 3.1.4 (卷积)

♣

定义函数 f(x)与 g(x)的卷积为

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(x− t)g(t)dt

命题 3.1.2 (卷积的性质)

♠

1. 交换律：
f ∗ g = g ∗ f

2. 结合律：
f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h

3. 分配律：
f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h

定理 3.1.4 (卷积的 Fourier变换)

♥

对于绝对可积的连续函数 f(x)与 g(x)，成立

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g], F [f · g] = 1

2π
F [f ] ∗ F [g]

3.2 Fourier变换的应用

3.2.1 热传导方程

3.2.1.1 齐次热传导方程

定理 3.2.1 (齐次热传导方程)
齐次热传导方程  ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R
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3.2 Fourier变换的应用

♥

的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

证明 将未知函数 u(x, t)和初始条件 φ(x)关于 x作 Fourier变换

F [u(x, t)] = ũ(λ, t), F [φ(x)] = φ̃(λ)

对 ut = a2uxx 两边关于 x进行 Fourier变换，那么 ũt = (iλa)2ũ, λ ∈ R, t > 0

ũ(λ, 0) = φ̃(λ), λ ∈ R

由 ũt = −(λa)2ũ解得

ũ(λ, t) = Ce−λ
2a2t

由初始条件，得

ũ(λ, t) = φ̃(λ)e−λ
2a2t

进而

u(x, t) = F−1
[
φ̃(λ)e−λ

2a2t
]
= F−1[φ̃(λ)] ∗ F−1

[
e−λ

2a2t
]
= φ(x) ∗ F−1

[
e−λ

2a2t
]

而令 λ̃ = λa
√
t, ỹ = x

2a
√
t
，那么

F−1
[
e−λ

2a2t
]
=

1

2π

∫ +∞

−∞
eiλx−λ

2a2tdλ

=
1

2aπ
√
t
e−

x2

4a2t

∫ +∞

−∞
e−(λ̃−iỹ)2dλ̃

=
1

2aπ
√
t
e−

x2

4a2t

∫ +∞

−∞
e−λ̃

2

dλ̃

=
1

2a
√
πt

e−
x2

4a2t

因此原方程的形式解为

u(x, t) = φ(x) ∗ 1

2a
√
πt

e−
x2

4a2t =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

3.2.1.2 非齐次热传导方程

定理 3.2.2 (非齐次热传导方程)

♥

非齐次热传导方程  ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ +
1

2a
√
π

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

f((ξ, τ))√
t− τ

e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) dξ

证明 （Fourier变换法）关于 x作 Fourier变换

F [u(x, t)] = ũ(λ, t), F [f(x, t)] = f̃(λ, t), F [φ(x)] = φ̃(λ)
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3.2 Fourier变换的应用

对 ut = a2uxx 两边关于 x进行 Fourier变换，那么 ũt = (iλa)2ũ+ f̃(λ, t), λ ∈ R, t > 0

ũ(λ, 0) = φ̃(λ), λ ∈ R

解得

ũ(λ, t) =

∫ t

0

f̃(λ, τ)e−λ
2a2(t−τ)dτ + φ̃(λ)e−λ

2a2t

进而

u(x, t) = F−1

[∫ t

0

f̃(λ, τ)e−λ
2a2(t−τ)dτ

]
+ F−1

[
φ̃(λ)e−λ

2a2t
]

由于

F−1

[∫ t

0

f̃(λ, τ)e−λ
2a2(t−τ)dτ

]
=

1

2π

∫ +∞

−∞

(∫ t

0

f̃(λ, τ)e−λ
2a2(t−τ)dτ

)
eiλxdλ

=

∫ t

0

(
1

2π

∫ +∞

−∞
f̃(λ, τ)e−λ

2a2(t−τ)
)
eiλxdτ

=

∫ t

0

F−1
[
f̃(λ, τ)e−λ

2a2(t−τ)
]
dτ

=

∫ t

0

(
f(λ, τ) ∗ F−1

[
e−λ

2a2(t−τ)
])

dτ

=

∫ t

0

(
f(λ, τ) ∗ 1

2a
√
π(t− τ)

e
− x2

4a2(t−τ)

)
dτ

=

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

1

2a
√
π

1√
t− τ

f(ξ, τ)e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) dξ

从而原方程的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ +
1

2a
√
π

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

f((ξ, τ))√
t− τ

e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) dξ

（齐次化原理）令 u = w + v，其中wt = a2wxx, x ∈ R, t > 0

w(x, 0) = φ(x), x ∈ R
,

 vt = a2vxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

v(x, 0) = 0, x ∈ R

那么

w(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
e−

(x−ξ)2

4a2t φ(ξ)dξ

由齐次化原理，设 ω(x, t; τ)成立  ωt = a2ωxx, x ∈ R, t > τ

ω(x, τ ; τ) = f(x, τ), x ∈ R

即

ω(x, t; τ) =
1

2a
√
π(t− τ)

∫ +∞

−∞
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) f(ξ, τ)dξ

那么

v(x, t) =

∫ t

0

dτ

2a
√
π(t− τ)

∫ +∞

−∞
e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) f(ξ, τ)dξ

从而原方程的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ +
1

2a
√
π

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

f((ξ, τ))√
t− τ

e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) dξ
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3.2 Fourier变换的应用

例题 3.1齐次热传导方程 
ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) =

 0, x < 0

c, x ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =
c

2

(
1 + erf

(
x

2
√
t

))
其中误差函数

erf(x) =
2√
π

∫ x

0

e−t
2

dt

例题 3.2非齐次热传导方程  ut = a2uxx +A, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = sin 3x, x ∈ R

的形式解为

u(x, t) = e−9a2t sin 3t+At

3.2.1.3 半无界问题

引理 3.2.1

♥

对于齐次热传导方程  ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

如果 φ(x)为奇、偶、周期函数，那么 u(x, t)关于 x为奇、偶、周期函数。

定理 3.2.3 (半无界齐次热传导方程)

♥

齐次热传导方程 
ut = a2uxx, x > 0, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ≥ 0

u(0, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

证明 由于 u(0, t) = 0为奇函数，那么由引理3.2.1，将 u(x, t)关于 x奇延拓为 U(x, t)，φ(x)奇延拓为 Φ(x)，从

而原问题的形式解为

u(x, t) = U(x, t)
∣∣∣
x>0

=
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
Φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
Φ(ξ)

(
e−

(x−ξ)2

4a2t − e−
(x+ξ)2

4a2t

)
dξ
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3.2 Fourier变换的应用

3.2.1.4 三维热传导方程

定理 3.2.4 (三维齐次热传导方程)

♥

三维齐次热传导方程  ut = a2∆u, (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

的形式解为

u(x, y, z, t) =

(
1

2a
√
πt

)3 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−

(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t φ(ξ, η, ζ)dξdηdζ

证明 作 Fourier变换

F [u] = ũ(λ, µ, ν, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
u(x, y, z, t)e−(λx+µy+νz)dxdydz

F [φ] = φ̃(λ, µ, ν) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φ(x, y, z)e−(λx+µy+νz)dxdydz

代入方程  ũt = −a2(λ2 + µ2 + ν2)ũ, (λ, µ, ν) ∈ R3, t > 0

ũ(x, y, z, 0) = φ̃(x, y, z), (λ, µ, ν) ∈ R3

解得

ũ(λ, µ, ν, t) = φ̃(λ, µ, ν)e−a
2(λ2+µ2+ν2)t

从而

u(x, y, z, t) = φ(x, y, z) ∗ F−1
[
e−a

2(λ2+µ2+ν2)t
]

= φ(x, y, z) ∗
(

1

2a
√
πt

)3

e−
x2+y2+z2

4a2t

=

(
1

2a
√
πt

)3 ∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
e−

(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t φ(ξ, η, ζ)dξdηdζ

3.2.2 波动方程

3.2.2.1 齐次波动方程

定理 3.2.5 (齐次波动方程)

♥

齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

证明 将未知函数 u(x, t)和初始条件 φ(x), ψ(x)关于 x作 Fourier变换

F [u(x, t)] = ũ(λ, t), F [φ(x)] = φ̃(λ), F [ψ(x)] = ψ̃(λ)
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3.2 Fourier变换的应用

对原方程关于 x进行 Fourier变换，那么
ũtt = −a2λ2ũ, λ ∈ R, t > 0

ũ(λ, 0) = φ̃(λ), λ ∈ R

ũt(λ, 0) = ψ̃(λ), λ ∈ R

解得

ũ(λ, t) =
1

2
φ̃(λ)(eiλat + e−iλat) +

1

2iλa
ψ̃(λ)(eiλat − e−iλat)

进而

u(x, t) = F−1

[
1

2
φ̃(λ)(eiλat + e−iλat) +

1

2iλa
ψ̃(λ)(eiλat − e−iλat)

]
=

1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

3.2.2.2 非齐次波动方程

定理 3.2.6 (非齐次波动方程)

♥

非齐次波动方程 
utt = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ +

1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ

证明 由齐次化原理，若 w = w(x, t; τ)为
wtt = a2wxx, x ∈ R, t > τ

w(x, τ) = 0, x ∈ R

wt(x, τ) = f(x, τ), x ∈ R

的解，那么

u(x, t) =

∫ t

0

w(x, t; τ)dτ

为 
utt = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = 0, x ∈ R

ut(x, 0) = 0, x ∈ R

由齐次波动方程3.2.5

w(x, t; τ) =
1

2a

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ

因此 
utt = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = 0, x ∈ R

ut(x, 0) = 0, x ∈ R
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3.2 Fourier变换的应用

的解为

u(x, t) =
1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ

进而原问题的形式解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ +

1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ

3.2.2.3 半无界问题

引理 3.2.2

♥

对于齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

如果 φ(x), ψ(x)为奇、偶、周期函数，那么 u(x, t)关于 x为奇、偶、周期函数。

定理 3.2.7 (半无界齐次波动方程)

♥

齐次波动方程 

utt = a2uxx, x > 0, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ≥ 0

ut(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0

u(0, t) = 0, t ≥ 0

的形式奇函数解为

u(x, t) =


1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ, x− at ≥ 0

1

2
(φ(x+ at)− φ(at− x)) +

1

2a

∫ x+at

at−x
ψ(ξ)dξ, x− at < 0

形式偶函数解为

u(x, t) =


1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ, x− at ≥ 0

1

2
(φ(x+ at)− φ(at− x)) +

1

2a

(∫ at−x

0

ψ(ξ)dξ +

∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ

)
, x− at < 0

证明 奇延拓：由于 u(0, t) = 0为奇函数，那么由引理3.2.2，将 u(x, t)关于 x奇延拓为 U(x, t)，φ(x)奇延拓为

Φ(x)，ψ(x)奇延拓为 Ψ(x)，从而原问题的形式解为

u(x, t) =


1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ, x− at ≥ 0

1

2
(φ(x+ at)− φ(at− x)) +

1

2a

∫ x+at

at−x
ψ(ξ)dξ, x− at < 0

偶延拓：由于 u(0, t) = 0为偶函数，那么由引理3.2.2，将 u(x, t)关于 x偶延拓为 U(x, t)，φ(x)偶延拓为

Φ(x)，ψ(x)偶延拓为 Ψ(x)，从而原问题的形式解为

u(x, t) =


1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ, x− at ≥ 0

1

2
(φ(x+ at)− φ(at− x)) +

1

2a

(∫ at−x

0

ψ(ξ)dξ +

∫ x+at

0

ψ(ξ)dξ

)
, x− at < 0
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3.2 Fourier变换的应用

定理 3.2.8 (半无界非齐次波动方程)

♥

非齐次波动方程 

utt = a2uxx + f(x, t), x > 0, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ≥ 0

ut(x, 0) = ψ(x), x ≥ 0

u(0, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =



1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

+
1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ, x− at ≥ 0

1

2
(φ(x+ at)− φ(at− x)) +

1

2a

∫ x+at

at−x
ψ(ξ)dξ

+
1

2a

∫ t

t− x
a

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ +

1

2a

∫ t− x
a

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

a(t−τ)−x
f(ξ, τ)dξ, x− at < 0

证明 由于 u(0, t) = 0为奇函数，那么由引理3.2.2，将 u(x, t)关于 x奇延拓为 U(x, t)，f(x, t)关于 x奇延拓为

F (x, t)，φ(x)奇延拓为 Φ(x)，ψ(x)奇延拓为 Ψ(x)，从而原问题的形式解为

u(x, t) =



1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

+
1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ, x− at ≥ 0

1

2
(φ(x+ at)− φ(at− x)) +

1

2a

∫ x+at

at−x
ψ(ξ)dξ

+
1

2a

∫ t

t− x
a

dτ

∫ x+a(t−τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ +

1

2a

∫ t− x
a

0

dτ

∫ x+a(t−τ)

a(t−τ)−x
f(ξ, τ)dξ, x− at < 0

3.2.3 Laplace方程

定理 3.2.9

♥

上半平面上的静电场电势问题 
uxx + uyy = 0, x ∈ R, y > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

lim
x2+y2→∞

u(x, y) = 0

的形式解为

u(x, t) =
1

π

∫ +∞

−∞
φ(ξ)

y

(x− ξ)2 + y2
dξ

证明 将未知函数 u(x, y)和初始条件 φ(x)关于 x作 Fourier变换

F [u(x, y)] = ũ(λ, y), F [φ(x)] = φ̃(λ)

对原方程关于 x进行 Fourier变换，那么
−λ2ũ+ ũyy = 0, λ ∈ R, y > 0

ũ(λ, 0) = φ̃(λ), λ ∈ R

lim
y→∞

ũ(λ, y) = 0
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3.3 Laplace变换的引入与应用

解得

ũ(λ, y) = (̃φ)(λ)e−|λ|y

进而

u(x, t) = F−1
[
(̃φ)(λ)e−|λ|y

]
= φ(x) ∗ F−1

[
e−|λ|y

]
= φ(x) ∗ 1

π

y

x2 + y2

=
1

π

∫ +∞

−∞
φ(ξ)

y

(x− ξ)2 + y2
dξ

3.3 Laplace变换的引入与应用

3.3.1 Laplace变换的引入

定义 3.3.1 (Laplace变换)

♣

对于 [0,+∞)上的函数 f(t)，定义其 Laplace变换为

F (p) =

∫ +∞

0

f(t)e−ptdt, p ∈ C

记作L [f(t)]。

定理 3.3.1 (Laplace变换存在的充分条件)

♥

如果 R上的函数 f(t)成立如下条件：

1. 当 t < 0时，f(t) = 0；

2. 当 t ≥ 0时，f(t)连续，f ′(t)分段连续。

3. 存在M > 0与 α ≥ 0，以及 T ≥ 0，使得当 t ≥ T 时，成立

|f(t)| ≤Meαt

那么 f(t)的 Laplace变换

L [f(t)] =

∫ +∞

0

f(t)e−ptdt, p ∈ C

对于 Re(p) > α存在。

定理 3.3.2 (初等函数的 Laplace变换)
1. 常值函数：

L [c] =
c

p
, Re(p) > 0

2. 指数函数：
L [eαt] =

1

p− α
, Re(p) > Re(α)

3. 三角函数：

L [cosωt] =
p

p2 + ω2
, Re(p) > 0

L [sinωt] =
p

p2 + ω2
, Re(p) > 0
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3.3 Laplace变换的引入与应用

♥

4. 幂函数：
L [tn] =

n!

pn+1
, Re(p) > 0

定理 3.3.3 (Laplace变换的性质)

♥

1. 线性性：
L [f(t) + g(t)] = L [f(t)] + L [g(t)], L [λf(t)] = λL [f(t)]

2. 位移性：
L [eatf(t)] = F (p− a), Re(p) > a

3. 延迟性：
L [f(t− τ)] = e−pτL [f(t)], t ≥ τ

4. 相似性：
L [f(ct)] =

1

c
F
(p
c

)
5. 微分性：

L [f ′(t)] = pL [f(t)]− f(0)

进而

L [f (n)(t)] = pnL [f(t)]− (pn−1f(0) + · · ·+ pf (n−2)(0)− f (n−1)(0))

6. 卷积性：
L [f(t) ∗ g(t)] = L [f(t)] · L [g(t)]

3.3.2 Laplace变换的应用

例题 3.3求解半无限长细杆的热传导定解问题

ut = a2uxx + hu, x > 0, t > 0

u(x, 0) = 0, x ≥ 0

u(0, t) = u0, t ≥ 0

lim
x→+∞

u(x, t) = 0, t ≥ 0

证明 对方程和定解条件关于 t进行 Laplace变换

ũ(x, p) = L [u(x, t)]

那么 
pũ = a2ũxx − hũ

ũ(0, p) = u0

p

lim
x→+∞

ũ(x, p) = 0

解得

ũ(x, p) =
u0
p
e−

√
p+h
a x

进而

u(x, t) =
xu0
2a

√
π

∫ t

0

1

τ
3
2

e−
x2

4a2τ
−hτdτ
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3.3 Laplace变换的引入与应用

例题 3.4求解定解问题 
ut = uxx, 0 < x < 1, t > 0

u(0, t) = u(1, t) = 0, t ≥ 0

u(x, 0) = sinπx, 0 ≤ x ≤ 1

证明 对方程和定解条件关于 t进行 Laplace变换

ũ(x, p) = L [u(x, t)]

那么  pũ− sinπx = ũxx

ũ(0, t) = ũ(1, t) = 0

解得

ũ(x, p) =
sinπx

p+ π2

进而

u(x, t) = e−π
2t sinπx

例题 3.5求解定解问题 

utt = a2uxx + b, x > 0, t > 0

u(0, t) = 0, t ≥ 0

lim
x→+∞

ux(x, t) = 0, t ≥ 0

u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, x ≥ 0

证明 对方程和定解条件关于 t进行 Laplace变换

ũ(x, p) = L [u(x, t)]

那么 
p2ũ = a2ũxx +

b
p

ũ(0, t) = 0

lim
x→+∞

ũx(x, t) = 0

解得

ũ(x, p) =
b

p3

(
1− e−

p
ax
)

进而

u(x, t) =


b

2
t2, 0 < t ≤ x

a
b

2

(
t2 −

(
t− x

a

)2)
, t >

x

a
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第四章 波动方程

4.1 一维波动方程的特征线法

4.1.1 齐次波动方程

定理 4.1.1 (齐次波动方程)

♥

齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

证明 作特征变换

ξ = x+ at, η = x− at

则方程化为

uξη = 0

解得

u(ξ, η) = F (ξ) +G(η)

其中 F,G为任意二阶连续可微函数，进而原方程通解为

u(x, t) = F (x+ at) +G(x− at)

由初始条件

F (x) =
1

2
φ(x) +

1

2a

∫ x

x0

ψ(ξ)dξ + C

G(x) =
1

2
φ(x)− 1

2a

∫ x

x0

ψ(ξ)dξ − C

从而原方程的形式解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

4.1.2 齐次波动方程解的性质

定理 4.1.2 (解的存在性定理)
对于齐次波动方程 

utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R



4.1 一维波动方程的特征线法

♥

如果 φ为二阶连续可微函数，ψ为一阶连续可微函数，那么 D’Alembert公式

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

为原方程的解。

定理 4.1.3 (解的唯一性定理)

♥

对于齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

如果存在解，那么解存在唯一。

定理 4.1.4 (解的稳定性定理)

♥

对于齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

如果存在解，那么解具有稳定性；换言之，对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

|φ| < δ, |ψ| < δ =⇒ |u| < ε

4.1.3 齐次波动方程的广义解

定义 4.1.1 (广义解)

♣

对于函数空间 (F , ‖ · ‖)，以及齐次弦振动方程
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

其中 φ,ψ ∈ F，记 {φn, ψn}∞n=1 ⊂ F 对应的齐次弦振动方程
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φn(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψn(x), x ∈ R

的解为 un，若在 R× R+ 中内闭成立

‖φn − φ‖ → 0, ‖ψn − ψ‖ → 0

则存在 u ∈ F，使得在 R× R+中内闭成立

‖un − u‖ → 0

称 u为原方程的广义解。
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4.1 一维波动方程的特征线法

4.1.4 D’Alembert公式的物理意义

定义 4.1.2 (D’Alembert公式)

♣
u(x, t) =

1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

定义 4.1.3 (依赖区间)

♣

对于齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

解 u(x, t)在点 (x, t)处的值由闭区间 [x− at, x+ at]对应的初值决定，称闭区间 [x− at, x+ at]为点 (x, t)

的依赖区间。

定义 4.1.4 (决定区域)

♣

对于齐次波方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

解在

D1 = {(x, t) : x1 + at ≤ x ≤ x2 − at, t ≥ 0}

中的值只依赖于区间 [x1, x2]上的初值，称区域 D1 为区间 [x1, x2]的决定区域。

定义 4.1.5 (影响区域)

♣

对于齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

区间 [x1, x2]上的初值可以影响区域

D2 = {(x, t) : x1 − at ≤ x ≤ x2 + at, t ≥ 0}

点 x0 的初值可以影响区域

D3 = {(x, t) : x0 − at ≤ x ≤ x0 + at, t ≥ 0}

称区域 D2 为区间 [x1, x2]的影响区域，区域 D3 为区间 x0 的影响区域。

4.1.5 D’Alembert公式的进一步思考

对于齐次弦振动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R
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4.2 三维波动方程的球面平均法

以 (φ, 0)为初值的问题的解为

u(φ, 0) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at))

以 (0, φ)为初值的问题的解为

u(0, φ) =
1

2a

∫ x+at

x−at
φ(ξ)dξ

那么
∂

∂t
u(0, φ) = u(φ, 0)

因此

u(x, t) = u(φ, 0) + u(0, ψ) = ut(0, φ) + u(0, ψ)

4.2 三维波动方程的球面平均法

4.2.1 齐次波动方程

定义 4.2.1 (球面平均)

♣

定义函数 h在点 P (x, y, z)处，以 r为半径的球面平均值为

h(P, r) =
1

4πr2

∫∫
∂Br(P )

hdS

换言之

h(x, y, z, r) =
1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

h(x+ r sin θ cosφ, η = y + r sin θ sinφ, z + r cos θ) sin θdθ

证明 对于 (ξ, η, ζ) ∈ ∂Br(P )作换元

ξ = x+ r sin θ cosφ, η = y + r sin θ sinφ, ζ = z + r cos θ

那么

E = ξ2θ + η2θ + ζ2θ = r2, F = ξθξφ + ηθηφ + ζθζφ = 0, G = ξ2φ + η2φ + ζ2φ = r2 sin2 θ

因此

dS =
√
EG− F 2dθdφ = r2 sin θdθdφ

因此

h(x, y, y, r) =
1

4πr2

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

h(x+ r sin θ cosφ, η = y + r sin θ sinφ, z + r cos θ)r2 sin θdθ

=
1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

h(x+ r sin θ cosφ, η = y + r sin θ sinφ, z + r cos θ) sin θdθ

定理 4.2.1 (三维波动方程)
三维波动方程 

utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

的形式解为

u(P, t) =
∂

∂t
(tφ(P, at)) + tψ(P, at)
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4.2 三维波动方程的球面平均法

♥

换言之

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

证明 任取一点 P (x0, y0, z0)，对于波动方程的两边同时在球 Br(P )上积分，则

LHS =

∫∫∫
Br(P )

uttdxdydz

=
∂2

∂t2

∫∫∫
Br(P )

udxdydz

=
∂2

∂t2

∫ r

0

ρ2dρ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

u(x0 + ρ sin θ cosφ, y0 + ρ sin θ sinφ, z0 + ρ cos θ, t) sin θdθ

RHS =

∫∫∫
Br(P )

a2(uxx + uyy + uzz)dxdydz

= a2
∫∫∫
Br(P )

(
∂ux
∂x

+
∂uy
∂y

+
∂uz
∂z

)
dxdydz

= a2
∫∫

∂Br(P )

uxdydz + uydzdx+ uzdxdy

= a2
∫∫

∂Br(P )

∇u · dS

= a2r2
∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

∂

∂r
u(x0 + r sin θ cosφ, y0 + r sin θ sinφ, z0 + r cos θ) sin θdθ

= 4πa2r2
∂

∂r
u

= 4πa2r2ur

两边再对 t求导

LHS = r2
∂2

∂t2

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

u(x0 + r sin θ cosφ, y0 + r sin θ sinφ, z0 + r cos θ, t) sin θdθ

= 4πr2
∂2

∂t2
u

= 4πr2utt

RHS = 4πa2
∂

∂r
r2ur

= 4πa2r(ru)rr

因此 rutt = a2(ru)rr。记 V = ru，则 Vtt = a2Vrr。显然

V |r=0 = 0, V |t=0 = rφ, Vt|t=0 = rψ

从而 

Vtt = a2Vrr, r > 0, t > 0

V |r=0 = 0, t ≥ 0

V |t=0 = rφ, t ≥ 0

Vt|t=0 = rψ, t ≥ 0
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4.2 三维波动方程的球面平均法

由 D’Alembert公式4.1.2

V =


1

2
((r + at)φ(P, r + at) + (r − at)φ(P, r − at)) +

1

2a

∫ r+at

r−at
ξψ(P, ξ)dξ, r − at ≥ 0

1

2
((r + at)φ(P, r + at)− (at− r)φ(P, at− r)) +

1

2a

∫ r+at

at−r
ξψ(P, ξ)dξ, r − at < 0

从而

u(P, t) = lim
r→0

u

= lim
r→0

V

r

= lim
r→0

(r + at)φ(P, r + at)− (at− r)φ(P, at− r)

2r
+ lim
r→0

1

2ar

∫ r+at

at−r
ξψ(P, ξ)dξ

=
∂

∂t
(tφ(P, at)) + tψ(P, at)

=
∂

∂t

 t

4πr2

∫∫
∂Bat(P )

φdS

+
t

4πr2

∫∫
∂Bat(P )

ψdS

进而原方程的形式解为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

定义 4.2.2 (Poisson公式)

♣

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

4.2.2 非齐次波动方程

定理 4.2.2 (三维波动方程)

♥

三维波动方程 
utt = a2(uxx + uyy + uzz) + f(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

(*)

的形式解为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

+

∫ t

0

t− τ

4π
dτ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

f(x+ a(t− τ) sin θ cosφ, y + a(t− τ) sin θ sinφ, z + a(t− τ) cos θ, τ) sin θdθ
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4.2 三维波动方程的球面平均法

证明 设三维波动方程 
wtt = a2(wxx + wyy + wzz), (x, y, z) ∈ R3, t > τ

w(x, y, z, τ ) = 0, (x, y, z) ∈ R3

wt(x, y, z, τ ) = f(x, y, z, τ ), (x, y, z) ∈ R3

(**)

的解为 w(x, y, z, t; τ)，那么由齐次化原理，三维波动方程
utt = a2(uxx + uyy + uzz) + f(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = 0, (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = 0, (x, y, z) ∈ R3

(***)

的解为

u(x, y, z, t) =

∫ t

0

w(x, y, z, t; τ)dτ

考察三维波动方程 (**)，令 s = t− τ，则
wss = a2(wxx + wyy + wzz), (x, y, z) ∈ R3, s > 0

w(x, y, z, 0) = 0, (x, y, z) ∈ R3

wt(x, y, z, 0) = f(x, y, z, 0), (x, y, z) ∈ R3

(4.1)

从而由 Poisson公式4.2.2

w(x, y, z, s) =
s

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

f(x+ as sin θ cosφ, y + as sin θ sinφ, z + as cos θ, 0) sin θdθ

因此

w(x, y, z, t; τ) =
t− τ

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

f(x+ a(t− τ) sin θ cosφ, y + a(t− τ) sin θ sinφ, z + a(t− τ) cos θ, τ) sin θdθ

由齐次化原理三维波动方程 (***)的解为

u(x, y, z, t) =

∫ t

0

t− τ

4π
dτ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

f(x+ a(t− τ) sin θ cosφ, y + a(t− τ) sin θ sinφ, z + a(t− τ) cos θ, τ) sin θdθ

进而原三维波动方程 (*)的形式解为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

+

∫ t

0

t− τ

4π
dτ

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

f(x+ a(t− τ) sin θ cosφ, y + a(t− τ) sin θ sinφ, z + a(t− τ) cos θ, τ) sin θdθ

4.2.3 依赖区域、决定区域、影响区域

定义 4.2.3 (依赖区域)
对于齐次波动方程 

utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3
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4.3 二维波动方程的降维法

♣

称球面

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = (at0)

2

为点 (x0, y0, z0, t0)的依赖区域。

定义 4.2.4 (决定区域)

♣

对于齐次波方程 
utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

称特征锥

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 ≤ a2(t0 − t)2, t0 ≥ t

为球域

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 ≤ (at0)

2, t = 0

的决定区域。

定义 4.2.5 (影响区域)

♣

对于齐次波动方程 
utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

点 (x0, y0, z0, 0)的影响区域为

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 + (z − z0)
2 = (at)2, t ≥ 0

4.3 二维波动方程的降维法

4.3.1 齐次波动方程

定理 4.3.1 (二维波动方程)

♥

二维波动方程 
utt = a2(uxx + uyy), (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

的形式解为

u(x, y, t) =
∂

∂t

(
1

2πa

∫ at

0

ρdρ

∫ 2π

0

φ(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ)√
(at)2 − ρ2

dθ

)

+
1

2πa

∫ at

0

ρdρ

∫ 2π

0

ψ(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ)√
(at)2 − ρ2

dθ
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4.3 二维波动方程的降维法

证明 将 R2 看作 R3 的子空间，由 Poisson公式4.2.2，三维波动方程
utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = Φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = Ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

的形式解为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

Φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

Ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

因此原二维波动方程的形式解为

u(x, y, t) =
∂

∂t

(
1

2πa

∫ at

0

ρdρ

∫ 2π

0

φ(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ)√
(at)2 − ρ2

dθ

)

+
1

2πa

∫ at

0

ρdρ

∫ 2π

0

ψ(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ)√
(at)2 − ρ2

dθ

4.3.2 非齐次波动方程

定理 4.3.2 (二维波动方程)

♥

二维波动方程 
utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t), (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

的形式解为

u(x, y, t) =
∂

∂t

(
1

2πa

∫ at

0

ρdρ

∫ 2π

0

φ(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ)√
(at)2 − ρ2

dθ

)

+
1

2πa

∫ at

0

ρdρ

∫ 2π

0

ψ(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ)√
(at)2 − ρ2

dθ

+
1

2πa

∫ t

0

dτ

∫ a(t−τ)

0

ρdρ

∫ 2π

0

f(x+ ρ cos θ, y + ρ sin θ, τ)√
a2(t− τ)2 − ρ2

dτ

4.3.3 依赖区域、决定区域、影响区域

定义 4.3.1 (依赖区域)

♣

对于齐次波动方程 
utt = a2(uxx + uyy), (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

称圆域

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (at0)
2

为点 (x0, y0, t0)的依赖区域。
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4.4 能量积分

定义 4.3.2 (决定区域)

♣

对于齐次波方程 
utt = a2(uxx + uyy), (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

称特征锥体

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ a2(t0 − t)2, t0 ≥ t

为圆域

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (at0)
2

的决定区域。

定义 4.3.3 (影响区域)

♣

对于齐次波动方程 
utt = a2(uxx + uyy), (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R3

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R3

点 (x0, y0, 0)的影响区域为

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (at)2, t ≥ 0

4.4 能量积分

4.4.1 能量不等式

引理 4.4.1 (Gronwall不等式)

♥

如果函数 G(x)满足
dG(x)

dx
≤ A(x) + cG(x)

其中 A(x)为非负单调递增函数，c > 0为常数，那么成立 Gronwall不等式

G(x) ≤ G(0)ecx +
ecx − 1

c
A(x)

证明 不等式两边乘以 e−cx，成立
d

dx

(
e−cxG(x)

)
≤ e−cxA(x)

从 0到 x积分，成立

e−cxG(x)−G(0) ≤
∫ x

0

e−ctA(t)dt

由 A(x)的单调性

G(x) ≤ ecx
(
G(0) +

∫ x

0

e−ctA(t)dt

)
≤ ecx

(
G(0) +A(x)

∫ x

0

e−ctdt

)
= G(0)ecx +

ecx − 1

c
A(x)
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4.4 能量积分

引理 4.4.2 (能量不等式)

♥

对于区域

Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

如果在 Ω上的二阶连续可微、在 Ω上一阶连续可微的函数 u为二维波动方程
utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t), Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

的解，那么成立能量不等式∫∫
Ωτ

(
u2t + a2

(
u2x + u2y

))
dxdy ≤M

∫∫
Ω0

(
u2t + a2

(
u2x + u2y

))
dxdy +

∫ τ

0

dt

∫∫
Ωr

f2dxdy


其中

(x0, y0, t0) ∈ Ω, M = 4max{1, t0}, 0 ≤ τ ≤ t0

Ωτ : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = a2(τ − t0)
2, Ω0 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = a2t20

定理 4.4.1 (波动方程解的唯一性)

♥

二维波动方程 
utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t), Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

的解存在且存在唯一。

证明 如果方程存在两个解 u1, u2，那么 u = u1 − u2 为二维齐次波动方程
utt = a2(uxx + uyy), Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = 0, (x, y) ∈ R2

的解。由能量不等式4.4.2∫∫
Ωτ

(
u2t + a2

(
u2x + u2y

))
dxdy ≤M

∫∫
Ω0

(
u2t + a2

(
u2x + u2y

))
dxdy


其中

(x0, y0, t0) ∈ Ω, M = 4max{1, t0}, 0 ≤ τ ≤ t0

Ωτ : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = a2(τ − t0)
2, Ω0 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = a2t20

由初值条件 ∫∫
Ωτ

(
u2t + a2

(
u2x + u2y

))
dxdy ≤ 0

因此 ∫∫
Ωτ

(
u2t + a2

(
u2x + u2y

))
dxdy = 0

从而在 Ωr 上，成立

ux = uy = ut = 0
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4.4 能量积分

因此 u为常数。由初始条件，u ≡ 0，进而原方程解唯一。

4.4.2 解对初值条件的连续依赖性

引理 4.4.3

♥

对于区域

Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

如果在 Ω上的二阶连续可微、在 Ω上一阶连续可微的函数 u为二维波动方程
utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t), Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

的解，那么成立不等式∫∫∫
Kτ

u2dxdydt ≤ N

∫∫
Ω0

(
φ2 + ψ2 + a2(φ2

x + φ2
y)
)
dxdy +

∫∫∫
Kτ

f2dxdydt


其中

(x0, y0, t0) ∈ Ω, 0 ≤ τ ≤ t0

M = 4max{1, t0}, N = 3max{t0, t30M}

Kτ : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ a2(τ − t0)
2, Ω0 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = a2t20

定理 4.4.2 (解对初值条件的连续依赖性)

♥

对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得若

max


∫∫
Ω0

|φ1 − φ2|2dxdy,
∫∫
Ω0

∣∣∣∣∂φ1

∂x
−
∂φ2

∂x

∣∣∣∣2 dxdy,

∫∫
Ω0

∣∣∣∣∂φ1

∂y
−
∂φ2

∂y

∣∣∣∣2 dxdy,

∫∫
Ω0

|ψ1 − ψ2|2dxdy,
∫∫∫
Kτ

|f1 − f2|2dxdydt

 < δ

则相应的二维波动方程
utt = a2(uxx + uyy) + f(x, y, t), Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

的解 u1, u2 成立 ∫∫∫
Kτ

|u1 − u2|2dxdydt < ε

其中

(x0, y0, t0) ∈ Ω, M = 4max{1, t0}, 0 ≤ τ ≤ t0

Kτ : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ a2(τ − t0)
2, Ω0 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = a2t20

证明 由于 u1 − u2 为二维波动方程
utt = a2(uxx + uyy) + f1(x, y, t)− f2(x, y, t), Ω : (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ1(x, y)− φ2(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ1(x, y)− ψ2(x, y), (x, y) ∈ R2
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4.4 能量积分

的解，由引理4.4.3∫∫∫
Kτ

|u1 − u2|2dxdydt

≤N

∫∫
Ω0

(
|φ1 − φ2|2 + |ψ1 − ψ2|2 + a2

(∣∣∣∣∂φ1

∂x
− ∂φ2

∂x

∣∣∣∣2 + ∣∣∣∣∂φ1

∂y
− ∂φ2

∂y

∣∣∣∣2
))

dxdy +

∫∫∫
Kτ

|f1 − f2|2dxdydt


<N(2a2 + 3)δ2

其中

(x0, y0, t0) ∈ Ω, 0 ≤ τ ≤ t0

M = 4max{1, t0}, N = 3max{t0, t30M}

Kτ : (x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ a2(τ − t0)
2, Ω0 : (x− x0)

2 + (y − y0)
2 = a2t20
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第五章 椭圆型方程

5.1 调和函数

定义 5.1.1 (调和函数)

♣称二阶连续可微函数 u为调和函数，如果 ∆u = 0。

定义 5.1.2 (Laplace方程)

♣

令 Ω ⊂ R3 或 Ω ⊂ R2 为有界连通区域。

1. 内问题
(a). 第一边值问题（Dirichlet问题）： ∆u = 0

u |∂Ω= φ

(b). 第二边值问题（Neumann问题）： ∆u = 0

∂u
∂n |∂Ω= φ

(c). 第三边值问题（Robin问题）： ∆u = 0

(u |∂Ω +σu) = φ

2. 外问题
(a). 对于 Ω ⊂ R3，要求无穷远处一致收敛于 0：

∆u = 0

lim
r→∞

sup√
x2+y2+z2=r

|u(x, y, z)| = 0

(b). 对于 Ω ⊂ R2，要求无穷远处有界：
∆u = 0

lim
r→∞

sup√
x2+y2+z2=r

|u(x, y, z)| ≤M

例题 5.1三维外问题 ∆u = 0

u |∂B3= 1

的解为

u(x, y, z) = 1, u(x, y, z) =
1√

x2 + y2 + z2



5.2 调和函数的基本性质

定理 5.1.1 (调和函数的基本积分表达式)

♥

1.

1

4π

∫∫
∂Ω

(
1

|PP0|
∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

|PP0|

)
dS =


u(P0), P0 ∈ Ω

u(P0)/2, P0 ∈ ∂Ω

u(P0), P0 /∈ Ω

2. ∆u = 0的解为

u(P0) =
1

4π

∫∫
∂Ω

(
1

|PP0|
∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

|PP0|

)
dS

3. ∆u = f 的解为

u(P0) =
1

4π

∫∫
∂Ω

(
1

|PP0|
∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

|PP0|

)
dS − 1

4π

∫∫∫
Ω

f

|PP0|
dV

定理 5.1.2

♥Laplace方程的 Dirichlet内问题的解是唯一的，且连续依赖于边界条件。

5.2 调和函数的基本性质

5.2.1 Neumann问题有解的等价条件

引理 5.2.1

♥

对于在 Ω上二阶连续可微、在 Ω上一阶连续可微的调和函数 u，成立∫∫
∂Ω

∂u

∂n
dS = 0

定理 5.2.1 (Neumann问题有解的等价条件)

♥

Neumann内问题 ∆u = 0

∂u
∂n |∂Ω= φ

有界的充分必要条件为： ∫∫
∂Ω

φdS = 0

5.2.2 平均值性质

定理 5.2.2 (平均值性质)

♥调和函数 u在其定义域 Ω内任一点 P 的值等于其在以该点为球心且包含于 Ω内的任意球面上的平均值。
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5.3 Green函数

5.2.3 极值原理

定理 5.2.3 (极值原理)

♥对于非常数调和函数 u，在其定义域 Ω内部不达到其上界或下界。

推论 5.2.1 (极值原理)

♥设 u在 Ω内调和，且连续到边界，则 u的最大值和最小值必在边界上达到。

推论 5.2.2 (比较原理)

♥设 u, v在 Ω内都调和，且连续到边界，若在 ∂Ω上成立 u ≤ v，则在 Ω上成立 u ≤ v。

推论 5.2.3 (比较原理)

♥设 u, v在 Ω内都调和，且连续到边界，若在 ∂Ω上成立 u = v，则在 Ω上成立 u = v。

5.3 Green函数

5.3.1 Green公式

定理 5.3.1 (Green第一公式)

♥

∫∫∫
Ω

(∇u · ∇v + u∆v)dV =

∫∫
∂Ω

u
∇v · ∇v
|∇v|

dS

定理 5.3.2 (Green第二公式)

♥

∫∫∫
Ω

(u∆v − v∆u)dV =

∫∫
∂Ω

(
u
∇v · ∇v
|∇v|

− v
∇u · ∇u
|∇u|

)
dS

定义 5.3.1 (Green函数)

♣

G(P, P0) =
1

4π|PP0|
− g(P, P0),

∆g = 0, P ∈ Ω

g |∂Ω= 1
4π|PP0|

定理 5.3.3 (三维 Laplace方程 Dirichlet问题)

♥

Laplace方程 Dirichlet问题 ∆u = 0

u |∂Ω= φ

的解为

u(P0) = −
∫∫
∂Ω

u
∂G

∂n
dS = −

∫∫
∂Ω

φ(P )
∂G(P, P0)

∂n
dS

Green函数的优点
1. Green函数只与区域有关，与边界条件无关。一旦求出了某区域上的 Green函数，就可以一劳永逸地解决
这个区域上的所有 Dirichlet边值问题，且其解可以用积分的形式表出。
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5.3 Green函数

2. Green函数只与区域有关，与边界条件无关。一旦求出了某区域上的 Green函数，就可以一劳永逸地解决
这个区域上的所有 Dirichlet边值问题，且其解可以用积分的形式表出

定理 5.3.4

♥

Poisson方程 Dirichlet问题 ∆u = f

u |∂Ω= φ

的解为

u(P0) = −
∫∫
∂Ω

φ(P )
∂G(P, P0)

∂n
dS −

∫∫∫
Ω

G(P, P0)f(P )dV

定理 5.3.5 (Green函数的性质)

♥

1. G(P, P0)除 P = P0 点外处处成立 ∆G = 0。

2. lim
P→P0

G(P, P0) = ∞
3. G(P, P0) |∂Ω= 0

4. 0 < G(P, P0) <
1

4π|PP0|
5. G(P,Q) = G(Q,P )

6.
∫∫
∂Ω

∂G

∂n
dS = −1

5.3.2 特殊区域上的 Green公式

定理 5.3.6 (球域 BR 上的 Green公式)

♥

G(P, P0) =
1

4π

(
1

|PP0|
− R

|OP0|
1

|PPi|

)
=

1

4π

(
1√

ρ2 + ρ20 − 2ρρ0 cos γ
− R√

R4 + ρ20ρ
2 − 2R2ρ0ρ cos γ

)
其中 Pi 为 P0 关于 ∂BR 的反演点

ρ = |OP |, ρ0 = |OP0|, γ = 〈OM0, OM〉

定理 5.3.7 (球域 BR 上的 Poisson公式)

♥

球域上的 Laplace方程 Dirichlet问题∆u = 0, Ω : x2 + y2 + z2 < R2

u |∂Ω= φ

的解为

u(P0) = −
∫∫
∂BR

φ(P )
∂G(P, P0)

∂n
dS

=
1

4πR

∫∫
∂BR

φ(P )(R2 − ρ20)

(R2 + ρ20 − 2Rρ cos γ)3/2
dS

称之为球域的 Poisson公式。
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5.4 调和函数的进一步性质——Poisson公式的应用

5.3.3 二维问题

定理 5.3.8 (二维 Laplace方程 Dirichlet问题)

♥

Laplace方程 Dirichlet问题 ∆u = f, (x, y) ∈ Ω

u |∂Ω= φ

的解为

u(P0) = −
∫
∂Ω

φ(P )
∂G(P, P0)

∂n
ds−

∫∫
Ω

G(P, P0)f(P )dS

称之为 Poission公式，其中

G(P, P0) =
1

2π
ln

1

|PP0|
− g(P, P0),

∆g = 0, (x, y) ∈ Ω

g |∂Ω= 1
2π ln 1

|PP0|

称之为 Green公式。

定理 5.3.9 (球域 BR 上的 Green公式)

♥

G(P, P0) =
1

2π

(
ln

1

|PP0| − ln R
ρ0|PPi|

)

=
1

2π

(
ln

1√
ρ20 + ρ2 − 2ρ0 cos γ

− ln
R√

R4 + ρ20ρ
2 − 2R2ρ0ρ cos γ

)
其中 Pi 为 P0 关于 ∂BR 的反演点

ρ = |OP |, ρ0 = |OP0|, γ = 〈OM0, OM〉

定理 5.3.10 (球域 BR 上的 Poission公式)

♥

Laplace方程 Dirichlet问题 ∆u = 0, (x, y) ∈ BR

u |∂Ω= φ

的解为

u(P0) =
1

2πR

∫
∂BR

R2 − ρ20
R2 + ρ20 − 2Rρ0 cos γ

φ(P )ds

=
1

2π

∫ 2π

0

R2 − ρ20
R2 + ρ20 − 2Rρ0 cos(θ − θ0)

φ(θ)dθ

5.4 调和函数的进一步性质——Poisson公式的应用

定理 5.4.1 (调和函数的解析性)

♥区域 Ω中的调和函数 u为解析函数。

定理 5.4.2 (Harnack第一定理)

♥

对于在区域 Ω上调和、在 Ω上连续的函数序列 {un}∞n=1，如果 un在 ∂Ω上一致收敛，那么 un在 Ω内一

致收敛，且其极限函数在 Ω内为调和函数。
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5.4 调和函数的进一步性质——Poisson公式的应用

定理 5.4.3 (Harnack不等式)

♥

如果 u在球 BR(Q)内非负、调和，那么对于任意 P ∈ BR(Q)，成立不等式

R(R− |OP |)
(R+ |OP |)2

u(Q) ≤ u(P ) ≤ R(R+ |OP |)
(R− |OP |)2

u(Q)

定理 5.4.4 (Liouville定理)

♥在 R2 上有上界或有下界的调和函数为常数。
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第六章 抛物型方程

6.1 齐次热传导方程的极值原理

定理 6.1.1 (极值原理)

♥

对于矩形开域 R : 0 < x < l, 0 < t < T，抛物边界

Γ = {0 ≤ x ≤ l, t = 0} ∪ {x = 0, 0 ≤ t ≤ T} ∪ {x = l, 0 ≤ t ≤ T}

如果 u(x, t)在 R上连续，在 R \ Γ内二阶连续可微，且在 R内成立 ut = a2uxx，那么 u(x, t)在 R上的

最大值于最小值在抛物边界 Γ上达到。

6.2 热传导方程混合问题的适定性

定理 6.2.1

♥

热传导方程第一边值问题 

ut = a2uxx + f(x, t), 0 < x < l, t > 0

u|t=0 = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

u|x=0 = µ1(x), t ≥ 0

u|x=l = µ2(x), t ≥ 0

的解唯一且连续依赖于定解条件。

6.3 热传导方程柯西问题的适定性

定理 6.3.1

♥

 ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u|t=0 = φ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

定理 6.3.2

♥齐次热传导方程柯西问题解在有界函数类中唯一且连续依赖于初始条件。



第七章 基本解与解的积分表达式

7.1 广义函数及其性质

7.1.1 广义函数与 δ函数的引出

定义 7.1.1 (支集)

♣

定义函数 φ(x)的支集为

supp(φ) = {x : φ(x) 6= 0}

定义 7.1.2 (基本函数空间)

♣

对于 a < b ∈ R，定义基本函数空间

D(a, b) = {φ : (a, b) → R为无穷此连续可微函数且supp(φ)为紧集}

定义 7.1.3 (弱收敛意义下的基本列)

♣

称 (a, b)上的可积函数序列 {un(x)}∞n=1为弱收敛意义下的基本列，如果对于任意 φ(x) ∈ D(a, b)，存在极

限

lim
n→∞

∫ b

a

un(x)φ(x)dx

定义 7.1.4 (弱收敛意义下的基本列的等价)

♣

称弱收敛意义下的基本列 {un(x)}∞n=1 与 {vn(x)}∞n=1 等价，如果对于任意 φ(x) ∈ D(a, b)，成立

lim
n→∞

∫ b

a

un(x)φ(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

vn(x)φ(x)dx

定义 7.1.5 (广义函数)

♣

对于弱收敛意义下的基本列 {un(x)}∞n=1，称泛函

u : D(a, b) −→ R

φ(x) 7−→ lim
n→∞

∫ b

a

un(x)φ(x)dx

为广义函数。引入记号

〈u, φ〉 =
∫ b

a

u(x)φ(x)dx = lim
n→∞

∫ b

a

un(x)φ(x)dx

注可积函数为广义函数。

定义 7.1.6 (Dirac函数)

♣

δ(x) : D(a, b) −→ R

φ(x) 7−→ φ(0)

δ(x− x0) : D(a, b) −→ R

φ(x) 7−→ φ(x0)



7.2 基本解与解的积分表达式

7.1.2 广义函数与 δ函数的基本性质

命题 7.1.1 (广义函数与 δ函数的基本性质)

♠

1. 对称性：δ(x) = δ(−x)
2. xδ(x) = 0

3. δ(ax) = δ(x)/|a|
4. Fourier变换：F [δ(x)] = 1,F [δ(x− x0)] = e−iλx0

7.1.3 广义函数的导数

定义 7.1.7 (广义函数的导数)

♣

称广义函数 f(x)的导数为广义函数 f ′(x)，如果对于任意 φ(x) ∈ D(R)，成立

〈f ′(x), φ(x)〉 = −〈f(x), φ′(x)〉

对于多元广义函数 f(x)，成立

〈f (α)(x), φ(x)〉 = (−1)|α|〈f(x), φα(x)〉

其中

f (α) =
∂α1+···+αn

∂xα1
1 · · · ∂xαn

n

命题 7.1.2 (广义函数导数的性质)

♠

1. 广义函数的任意阶导数存在。
2. 广义函数的导数与求导次序无关。
3. 广义函数的微分运算具有连续性。

7.1.4 广义函数的卷积

定理 7.1.1

♥
〈f ∗ g, φ〉 = 〈f, 〈g, φ〉〉

命题 7.1.3 (广义函数卷积的性质)

♠

1. f ∗ g = g ∗ f
2. (f ∗ g) ∗ h = f ∗ (g ∗ h)
3. δ ∗ f = f

4.
∂

∂xk
f =

∂

∂xk
δ ∗ f

5.
∂

∂xk
(f ∗ g) = ∂

∂xk
f ∗ g = f ∗ ∂

∂xk
g
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7.2 基本解与解的积分表达式

7.2.1 L(u) = 0型方程的基本解

定义 7.2.1 (L(u) = 0型方程的基本解)

♣

对于常系数线性微分算子 L，称方程

L(u) = δ(P − P0)

的解 u(P, P0)为方程

L(u) = f(M)

的基本解。此时

u(P ) =

∫
R3

u(P, P0)f(P0)dV

为方程 L(u) = f(M)的解。

定理 7.2.1 (Laplace方程的基本解)

♥

1. 三维 Laplace方程
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂y2
= δ(x− x0, y − y0, z − z0)

的基本解为

u(P, P0) = − 1

4π

1

|PP0|

2. 二维 Laplace方程
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= δ(x− x0, y − y0)

的基本解为

u(P, P0) = − 1

2π
ln

1

|PP0|

7.2.2 ut = L(u)型方程的基本解

定理 7.2.2 (一维热传导方程的基本解)
称方程  vt = a2vxx, x ∈ R, t > 0

v(x, 0) = δ(x− ξ), x ∈ R

的解

v(x, t; ξ) =
1

2a
√
πt

e−
(x−ξ)2

4a2t

为一维热传导方程  ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

的基本解。
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7.2 基本解与解的积分表达式

♥

1. 一维齐次热传导方程  ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

的解为

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
φ(ξ)v(x, t; ξ)dξ =

1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

2. 一维非齐次热传导方程  ut = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

的解为

u(x, t) =

∫ +∞

−∞
φ(ξ)v(x, t; ξ)dξ +

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞
v(x, t− τ ; ξ)f(ξ, τ)dξ

=
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ +
1

2a
√
π

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

1√
t− τ

e
− (x−ξ)2

4a2(t−τ) f(ξ, τ)dξ

定理 7.2.3 (三维热传导方程的基本解)
称方程  vt = a2(vxx + vyy + vzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

v(x, y, z, 0) = δ(x− ξ, y − η, z − ζ), (x, y, z) ∈ R3

的解

v(x, y, z, t; ξ, η, ζ) =
1

(2a
√
πt)3

e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t

为三维热传导方程  ut = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), x ∈ R

的基本解。

1. 三维齐次热传导方程  ut = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), x ∈ R

的解为

u(x, y, z, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φ(ξ, η, ζ)v(x, y, z, t; ξ, η, ζ)dξdηdζ

=
1

(2a
√
πt)3

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φ(ξ, η, ζ)e−

(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t dξdηdζ

2. 三维非齐次热传导方程 ut = a2(uxx + uyy + uzz) + f(x, y, z, t), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), x ∈ R
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♥

的解为

u(x, y, z, t) =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φ(ξ, η, ζ)v(x, y, z, t; ξ, η, ζ)dξdηdζ

+

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
v(x, y, z, t− τ ; ξ, η, ζ)f(ξ, η, ζ, τ )dξdηdζ

=
1

(2a
√
πt)3

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞
φ(ξ, η, ζ)e−

(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t dξdηdζ

+
1

(2a
√
π)3

∫ t

0

dτ

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

1

(
√
t− τ)3

e−
(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2

4a2t f(ξ, η, ζ, τ )dξdηdζ

7.2.3 utt = L(u)型方程的基本解

定理 7.2.4 (一维波动方程的基本解)
称方程 

vtt = a2vxx, x ∈ R, t > 0

v(x, 0) = 0, x ∈ R

vt(x, 0) = δ(x− ξ), x ∈ R

的解

v(x, t; ξ) =


1
2a , |x− ξ| < at

1
4a , |x− ξ| = at

0, |x− ξ| > at

为一维波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的基本解。

1. 一维齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的解为

u(x, t) =
∂

∂t

∫ +∞

−∞
v(x, t; ξ)φ(ξ)dξ +

∫ +∞

−∞
v(x, t; ξ)ψ(ξ)dξ

=
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

2. 一维非齐次波动方程 
utt = a2uxx + f(x, t), x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R
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♥

的解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x− at) + φ(x+ at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ +

1

2a

∫ t

0

dτ

∫ x+a(t+τ)

x−a(t−τ)
f(ξ, τ)dξ
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附录 A 期末复习

A.1 填空题
填空题共 10题，20分，每题 2分，仅涉及前五章内容。

A.1.1 二元二阶线性偏微分方程的分类
�
笔记对于如下二元 2阶线性偏微分方程

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g

其中 a, b, c, d, e, f, g为关于 x, y的二元连续可微函数，且 a2 + b2 + c2 > 0，其判别式为

∆ = b2 − ac

1. ∆ > 0：双曲型方程

2. ∆ = 0：抛物型方程

3. ∆ < 0：椭圆型方程

A.1.2 简单二元二阶线性偏微分方程的通解
�
笔记

1. uxy = 0 ⇐⇒ u(x, y) = f(x) + g(y)

2. uxx = 0 ⇐⇒ u(x, y) = a(y)x+ b(y)

3. uyy = 0 ⇐⇒ u(x, y) = a(x)y + b(x)

A.1.3 一维弦振动方程的通解
�
笔记弦振动方程 

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

�
笔记弦振动方程 

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, t ≥ 0

的形式解为

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
cos

nπ

l
x



A.1 填空题

A.1.4 特征值问题
�
笔记特征值问题

X ′′(x) + λX(x) = 0

1. 若 X(0) = X(l) = 0，则

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

2. 若 X ′(0) = X ′(l) = 0，则

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = An cos

nπ

l
x, n ∈ N

3. 若 X ′(0) = X(l) = 0，则

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = An cos

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

4. 若 X(0) = X ′(l) = 0，则

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

A.1.5 Fourier变换
�
笔记

1. Fourier变换：

F (λ) =

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ

2. Fourier逆变换：

f(x) =
1

2π

∫ +∞

−∞
F (λ)eiλxdλ

3. Fourier积分：
1

π

∫ +∞

0

dλ

∫ +∞

−∞
f(ξ) cosλ(x− ξ)dξ

1

2π

∫ +∞

−∞
dλ

∫ +∞

−∞
f(ξ)eiλ(x−ξ)dξ

例题 A.1

F
[
e−α|x|

]
=

2α

λ2 + α2

F

[
sin ax

x

]
=


π, |λ| < a

π/2, |λ| = a

0, |λ| > a

性质

1. 线性性：
F [f(x) + g(x)] = F [f(x)] + F [g(x)], F [λf(x)] = λF [f(x)]

2. 位移性：
F [f(x− b)] = e−iλbF [f(x)], b ∈ R

3. 相似性：
F [f(αx)] =

1

|α|
F [f ](λ/α), α ∈ R \ {0}
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4. 微分性：
F [f ′] = iλF [f ]

5. 积分性：
F

[∫ x

−∞
f(ξ)dξ

]
=

1

iλ
F [f ]

A.1.6 Laplace变换
�
笔记 Laplace变换：

F (p) =

∫ +∞

0

f(t)e−ptdt, p ∈ C

例题 A.2
1. 常值函数：

L [c] =
c

p
, Re(p) > 0

2. 指数函数：
L [eαt] =

1

p− α
, Re(p) > Re(α)

3. 三角函数：

L [cosωt] =
p

p2 + ω2
, Re(p) > 0

L [sinωt] =
p

p2 + ω2
, Re(p) > 0

4. 幂函数：
L [tn] =

n!

pn+1
, Re(p) > 0

性质

1. 线性性：
L [f(t) + g(t)] = L [f(t)] + L [g(t)], L [λf(t)] = λL [f(t)]

2. 位移性：
L [eatf(t)] = F (p− a), Re(p) > a

3. 延迟性：
L [f(t− τ)] = e−pτL [f(t)], t ≥ τ

4. 相似性：
L [f(ct)] =

1

c
F
(p
c

)
5. 微分性：

L [f ′(t)] = pL [f(t)]− f(0)

进而

L [f (n)(t)] = pnL [f(t)]− (pn−1f(0) + · · ·+ pf (n−2)(0)− f (n−1)(0))

6. 卷积性：
L [f(t) ∗ g(t)] = L [f(t)] · L [g(t)]

例题 A.3求函数的 Laptops变换：
f(t) = sinhωt
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解

L [f(t)] =

∫ +∞

0

e−pt sinhωtdt

=

∫ +∞

0

e−pt
eωt − e−ωt

2
dt

=
1

2

∫ +∞

0

e−(p−ω)tdt− 1

2

∫ +∞

0

e−(p+ω)tdt

=
ω

p2 − ω2
, Re(p) > |Re(ω)|

A.1.7 卷积
�
笔记卷积：

(f ∗ g)(x) =
∫ +∞

−∞
f(x− t)g(t)dt

性质

1. 交换律：f ∗ g = g ∗ f
2. 结合律：f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h
3. 分配律：f ∗ (g + h) = f ∗ g + f ∗ h
4. 卷积的 Fourier变换：

F [f ∗ g] = F [f ] · F [g], F [f · g] = 1

2π
F [f ] ∗ F [g]

A.1.8 D’Alembert公式
�
笔记齐次波动方程 

utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的形式解为 D’Alembert公式：

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

例题 A.4用 D’Alembert公式求解定解问题：
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = x2, x ∈ R

ut(x, 0) = x, x ∈ R

解由 D’Alembert公式

u(x, t) =
1

2
((x+ at)2 + (x− at)2) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ξdξ

= x2 + a2t2 + xt
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A.1.9 依赖区间
�
笔记一维齐次波动方程 

utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

1. 依赖区间：点 (x, t)的依赖区间为 [x− at, x+ at]。

2. 决定区域：区间 [x1, x2]的决定区域为

D1 = {(x, t) : x1 + at ≤ x ≤ x2 − at, t ≥ 0}

3. 影响区域：点 x0 的影响区域为

D2 = {(x, t) : x0 − at ≤ x ≤ x0 + at, t ≥ 0}

区间 [x1, x2]的影响区域为

D3 = {(x, t) : x1 − at ≤ x ≤ x2 + at, t ≥ 0}
�
笔记二维齐次波动方程 

utt = a2(uxx + uyy), (x, y) ∈ R2, t > 0

u(x, y, 0) = φ(x, y), (x, y) ∈ R2

ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2

1. 依赖区域：点 (x0, y0, t0)的依赖区域为圆域

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (at0)
2

2. 决定区域：圆域
(x− x0)

2 + (y − y0)
2 ≤ (at0)

2

的决定区域为特征锥体

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ a2(t0 − t)2, t0 ≥ t

3. 影响区域：点 (x0, y0, 0)的影响区域为

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 ≤ (at)2, t ≥ 0

例题 A.5在上半平面 {(x, t) : x ∈ R, t > 0}上给出一点M(2, 5)，对于弦振动 utt = uxx 方程来说，点M 的依赖

区间是什么？它是否落在点 (1, 0) 的影响区间内？
解由于点 (x, t)的依赖区间为 [x− t, x+ t]，因此点M 的依赖区间为 [−3, 7]。

由于点 x0 的影响区域为

D3 = {(x, t) : x0 − at ≤ x ≤ x0 + at, t ≥ 0}

因此点 (1, 0)的影响区域为

D3 = {(x, t) : 1− t ≤ x ≤ 1 + t, t ≥ 0}

显然 (2, 5) ∈ D3，因此M 落在点 (1, 0)的影响区域内。

A.1.10 Green公式
�
笔记 Green公式：

G(M,M0) =
1

4π
ln

1

rMM0

− g(M,M0),

∆g = 0, (x, y) ∈ Ω

g |∂Ω= 1
4π ln 1

rMM0
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A.2 问答题

A.1.11 调和函数的基本解
�
笔记

1. 三维：
v(M,M0) =

1

rMM0

2. 二维：
v(M,M0) = ln

1

rMM0

A.1.12 调和函数的积分表达式
�
笔记

1. 三维
(a). ∆u = 0：

u(M0) =
1

4π

∫∫
∂Ω

(
1

rMM0

∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

rMM0

)
dS

(b). ∆u = f：

u(M0) =
1

4π

∫∫
∂Ω

(
1

rMM0

∂u

∂n
− u

∂

∂n

1

rMM0

)
dS − 1

4π

∫∫∫
Ω

f

rMM0

dV

2. 二维
(a). Laplace方程 Dirichlet问题 ∆u = 0, (x, y) ∈ Ω

u |∂Ω= φ

的解为

u(M0) = −
∫
∂Ω

φ(M)
∂G(M,M0)

∂n
ds

(b). Laplace方程 Dirichlet问题 ∆u = f, (x, y) ∈ Ω

u |∂Ω= φ

的解为 Poission公式

u(M0) = −
∫
∂Ω

φ(M)
∂G(M,M0)

∂n
ds−

∫∫
Ω

G(M,M0)f(M)dS

A.1.13 球面平均值公式
�
笔记球面平均值公式：

h(M, r) =
1

4πr2

∫∫
∂Br(M)

hdS

A.2 问答题
问答题共 7题，80分，前六题每题 10分，最后一题 10分。

76



A.2 问答题

A.2.1 二元二阶线性偏微分方程的化简

命题 A.2.1

♠

对于如下二元 2阶线性偏微分方程

auxx + 2buxy + cuyy + dux + euy + fu = g

其中 a, b, c, d, e, f, g为关于 x, y的二元连续可微函数，且 a2 + b2 + c2 > 0，其判别式为

∆ = b2 − ac

1. ∆ > 0：双曲型方程

2. ∆ = 0：抛物型方程

3. ∆ < 0：椭圆型方程

证明

1. ∆ > 0—双曲型方程：特征方程

ay2x − 2byx + c = 0

存在两个实特征解

φ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2

作变量代换

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y)

那么原方程化为双曲型方程的第一标准型

uξη = Auξ +Buη + Cu+D

进一步，作变量代换

α = ξ + η, β = ξ − η

那么原方程化为双曲型方程的第二标准型

uαα − uββ = Auα +Buβ + Cu+D

2. ∆ = 0—抛物型方程：特征方程

ay2x − 2byx + c = 0

仅存在一个实特征解

φ(x, y) = C

任取与 φ线性无关的函数 ψ，作变量代换

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y)

那么原方程化为抛物型方程的标准型

uηη = Auξ +Buη + Cu+D

进一步，作变量代换

v = u exp

(
−1

2

∫
B(η, τ)dτ

)
那么原方程化为抛物型方程的标准型

vηη = Auξ + Cu+D

3. ∆ < 0—椭圆型方程：特征方程

ay2x − 2byx + c = 0
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A.2 问答题

仅存在复特征解

φ(x, y) + iψ(x, y) = C1, φ(x, y)− iψ(x, y) = C2

作变量代换

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y)

那么原方程化为椭圆型方程的标准型

uξξ + uηη = Auξ +Buη + Cu+D

例题 A.6判断方程的类型。
uxx + xyuyy = 0

解特征方程为

y2x + xy = 0

判别式为

∆ = −xy

1. xy > 0 ：椭圆型方程。
2. xy = 0 ：抛物型方程。
3. xy < 0 ：双曲型方程。

例题 A.7化下列方程为标准形式。
uxx + 4uxy + 5uyy + ux + 2uy = 0

解特征方程为

y2x − 4yx + 5 = 0

特征解为

(2x− y) + ix = C1, (2x− y)− ix = C2

作变量代换

ξ = 2x− y, η = x

那么

ux =
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
= 2uξ + uη

uy =
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
= −uξ

uxx =
∂ux
∂x

=
∂ux
∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂ux
∂η

∂η

∂x
= 4uξξ + 4uξη + uηη

uyy =
∂uy
∂y

=
∂uy
∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂uy
∂η

∂η

∂y
= uξξ

uxy =
∂ux
∂y

=
∂ux
∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂ux
∂η

∂η

∂y
= −2uξξ − uξη

代入原方程，化为椭圆型方程的标准型

uξξ + uηη + uη = 0

例题 A.8化下列方程为标准形式。
uxx + yuyy = 0

解特征方程为

y2x + y = 0
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A.2 问答题

当 y > 0时，特征解为

2
√
y + ix = C1, 2

√
y − ix = C2

作变量代换

ξ = x, η = 2
√
y

那么

ux =
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
= uξ

uy =
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
=

2

η
uη

uxx =
∂ux
∂x

=
∂ux
∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂ux
∂η

∂η

∂x
= uξξ

uyy =
∂uy
∂y

=
∂uy
∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂uy
∂η

∂η

∂y
=

4

η2
uηη −

4

η3
uη

代入原方程，化为椭圆型方程的标准型

uξξ + uηη =
uη
η

当 y < 0时，特征解为

x+ 2
√
−y = C1, x− 2

√
−y = C2

作变量代换

ξ = x+ 2
√
−y, η = x− 2

√
−y

那么

ux =
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
= uξ + uη

uy =
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
=

4

ξ − η
(uη − uξ)

uxx =
∂ux
∂x

=
∂ux
∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂ux
∂η

∂η

∂x
= uξξ + 2uξη + uηη

uyy =
∂uy
∂y

=
∂uy
∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂uy
∂η

∂η

∂y
=

1

y
(2uξη − uξξ − uηη)

代入原方程，化为双曲型方程的第一标准型

uξη =
uη − uξ
2(ξ − η)

例题 A.9确定下列方程的通解。
uxx − 3uxy + 2uyy = 0

解特征方程为

y2x + 3yx + 2 = 0

特征解为

x+ y = C1, 2x+ y = C2

作变量代换

ξ = x+ y, η = 2x+ y
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A.2 问答题

那么

ux =
∂u

∂x
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂u

∂η

∂η

∂x
= uξ + 2uη

uy =
∂u

∂y
=
∂u

∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂u

∂η

∂η

∂y
= uξ + uη

uxx =
∂ux
∂x

=
∂ux
∂ξ

∂ξ

∂x
+
∂ux
∂η

∂η

∂x
= uξξ + 4uξη + 4uηη

uyy =
∂uy
∂y

=
∂uy
∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂uy
∂η

∂η

∂y
= uξξ + 2uξη + uηη

uxy =
∂ux
∂y

=
∂ux
∂ξ

∂ξ

∂y
+
∂ux
∂η

∂η

∂y
= uξξ + 3uξη + 2uηη

代入原方程，化为双曲型方程的第一标准型

uξη = 0

从而通解为

u(ξ, η) = f(ξ) + g(η)

即

u(x, y) = f(x+ y) + g(2x+ y)

其中 f, g  为任意二阶连续可微函数。

A.2.2 特征值问题

命题 A.2.2

♠

特征值问题

X ′′(x) + λX(x) = 0 (*)

1. 若 X(0) = X(l) = 0，则

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

2. 若 X ′(0) = X ′(l) = 0，则

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = An cos

nπ

l
x, n ∈ N

3. 若 X ′(0) = X(l) = 0，则

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = An cos

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

4. 若 X(0) = X ′(l) = 0，则

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

证明

1. 若 λ > 0，则线性微分方程 (*)的特征方程为

t2 + λ = 0

其解为

t1 = i
√
λ, t2 = −i

√
λ

因此线性微分方程 (*)的通解为

X(x) = A cos(
√
λx) +B sin(

√
λx), X ′(x) = −A

√
λ sin(

√
λx) +B

√
λ cos(

√
λx)
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A.2 问答题

(a). 若 X(0) = 0，则 A = 0，因此

X(x) = B sin(
√
λx), X ′(x) = B

√
λ cos(

√
λx)

I. 若 X(l) = 0，则 B sin(
√
λl) = 0，因此

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

II. 若 X ′(l) = 0，则 B
√
λ cos(

√
λl) = 0，因此

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = Bn sin

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

(b). 若 X ′(0) = 0，则 B = 0，因此

X(x) = A cos(
√
λx), X ′(x) = −A

√
λ sin(

√
λx)

I. 若 X(l) = 0，则 A cos(
√
λl) = 0，因此

λn =

(
n− 1

2

)2
π2

l2
, Xn(x) = An cos

(
n− 1

2

)
π

l
x, n ∈ N∗

II. 若 X ′(l) = 0，则 −A
√
λ sin(

√
λl) = 0，因此

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = An cos

nπ

l
x, n ∈ N∗

2. 若 λ = 0，则线性微分方程 (*)的特征方程为
t2 = 0

其解为

t1 = t2 = 0

因此线性微分方程 (*)的通解为
X(x) = Ax+B, X ′(x) = A

(a). 若 X(0) = 0，则 B = 0，因此

X(x) = Ax, X ′(x) = A

I. 若 X(l) = 0，则 Al = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 A = 0，因此

X(x) = 0

(b). 若 X ′(0) = 0，则 A = 0，因此

X(x) = B, X ′(x) = 0

I. 若 X(l) = 0，则 B = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 0 = 0，因此

X(x) = B

3. 若 λ < 0，则线性微分方程 (*)的特征方程为

t2 + λ = 0

其解为

t1 =
√
−λ, t2 = −

√
−λ
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因此线性微分方程 (*)的通解为

X(x) = Ae
√
−λx +Be−

√
−λx, X ′(x) = A

√
−λe

√
−λx −B

√
−λe−

√
−λx

(a). 若 X(0) = 0，则 A+B = 0。

I. 若 X(l) = 0，则 Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0。联立方程A+B = 0

Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0。联立方程A+B = 0

A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

(b). 若 X ′(0) = 0，则 A
√
−λ−B

√
−λ = 0。

I. 若 X(l) = 0，则 Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0。联立方程A

√
−λ−B

√
−λ = 0

Ae
√
−λl +Be−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

II. 若 X ′(l) = 0，则 A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0。联立方程A

√
−λ−B

√
−λ = 0

A
√
−λe

√
−λl −B

√
−λe−

√
−λl = 0

解得 A = B = 0，因此

X(x) = 0

A.2.3 分离变量法

命题 A.2.3
对于弦振动方程 

utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

求解加之如下边界条件的形式解。

1. u(0, t) = u(l, t) = 0：

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x
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♠

2. ux(0, t) = ux(l, t) = 0：

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
cos

nπ

l
x

证明

1. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = An cos
anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t, n ∈ N∗

从而原微分方程的解为

un(x, t) =
(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
sin

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

An sin
nπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

Bn
anπ

l
sin

nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

An =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ, Bn =

2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ, n ∈ N∗

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ
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即  T ′′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = cos

nπ

l
x, n ∈ N

代入原方程

T ′′
n (t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N

通解为

Tn(t) = An cos
anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t, n ∈ N

从而原微分方程的解为

un(x, t) =
(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
cos

nπ

l
x, n ∈ N

由迭加原理

u(x, t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
cos

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =
A0

2
+

∞∑
n=1

An cos
nπ

l
x, ψ(x) =

∞∑
n=1

Bn
anπ

l
cos

nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

An =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ, Bn =

2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ, n ∈ N

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
cos

nπ

l
x

命题 A.2.4

♠

对于热传导方程  ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

求解加之如下边界条件的形式解。

1. u(0, t) = u(l, t) = 0：

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x

2. ux(0, t) = ux(l, t) = 0：

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t cos

nπ

l
x

证明
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1. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X(0) = X(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

代入原方程

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N∗

通解为

Tn(t) = Cne
−( anπ

l )
2
t, n ∈ N∗

从而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( anπ

l )
2
t sin

nπ

l
x, n ∈ N∗

由迭加原理

u(x, t) =

∞∑
n=1

Cne
−( anπ

l )
2
t sin

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =

∞∑
n=1

Cn sin
nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

Cn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ, n ∈ N∗

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x

2. 令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

85



A.2 问答题

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0

由定理2.2.2

λn =
n2π2

l2
, Xn(x) = cos

nπ

l
x, n ∈ N

代入原方程

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N

通解为

Tn(t) = Cne
−( anπ

l )
2
t, n ∈ N

从而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( anπ

l )
2
t cos

nπ

l
x, n ∈ N

由迭加原理

u(x, t) =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cne
−( anπ

l )
2
t cos

nπ

l
x

考虑到初始条件

φ(x) =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cn cos
nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

Cn =
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ, n ∈ N

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t cos

nπ

l
x

例题 A.10使用分离变量法求解定解问题：
ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ l

ux(0, t) = ux(l, t) = 0, t ≥ 0

解令 u(x, t) = T (t)X(x)，代入方程

T ′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x)

于是存在 λ ∈ R，使得成立
T ′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ

即  T ′(t) + a2λT (t) = 0

X ′′(x) + λX(x) = 0

考虑到边界条件 X ′′(x) + λX(x) = 0

X ′(0) = X ′(l) = 0
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A.2 问答题

由定理2.2.2
λn =

n2π2

l2
, Xn(x) = cos

nπ

l
x, n ∈ N

代入原方程

T ′
n(t) +

(anπ
l

)2
Tn(t) = 0, n ∈ N

通解为

Tn(t) = Cne
−( anπ

l )
2
t, n ∈ N

从而原微分方程的解为

un(x, t) = Cne
−( anπ

l )
2
t cos

nπ

l
x, n ∈ N

由迭加原理

u(x, t) =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cne
−( anπ

l )
2
t cos

nπ

l
x

考虑到初始条件

x =
C0

2
+

∞∑
n=1

Cn cos
nπ

l
x

由 Fourier级数2.1.12

Cn =
2

l

∫ l

0

ξ cos
nπ

l
ξdξ =


l, n = 0

0, n ≥ 1且2 | n
−4l
n2π2 , n ≥ 1且2 ∤ n

从而原微分方程的形式解为

u(x, t) =
l

2
− 4l

π2

∞∑
n=1

e−(
a(2n−1)π

l )
2
t

(2n− 1)2
cos

(2n− 1)π

l
x

A.2.4 圆域上的 Laplace方程

命题 A.2.5

♠

Laplace方程  uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = φ(x, y)

的形式解为

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

其中

f(θ) = φ(a cos θ, a sin θ), An =
1

π

∫ 2π

0

f(θ) cosnθdθ, Bn =
1

π

∫ 2π

0

f(θ) sinnθdθ

例题 A.11求解 Laplace方程  uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = x+ y
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A.2 问答题

解令 f(θ) = a(cos θ + sin θ)，求解其 Fourier系数

An =
1

π

∫ 2π

0

f(θ) cosnθdθ =
a

π

∫ 2π

0

(cos θ + sin θ) cosnθdθ =


0, n = 0

a, n = 1

0, n ≥ 1

Bn =
1

π

∫ 2π

0

f(θ) sinnθdθ =
a

π

∫ 2π

0

(cos θ + sin θ) sinnθdθ =


0, n = 0

a, n = 1

0, n ≥ 1

从而微分方程的形式解为

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

= ρ cos θ + ρ sin θ

进而

u(x, y) = x+ y

例题 A.12求解 Laplace方程  uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = sin θ cos 2θ

其中 θ = arctan(y/x)。

解令 f(θ) = sin θ cos 2θ，求解其 Fourier系数

An =
1

π

∫ 2π

0

f(θ) cosnθdθ =
1

π

∫ 2π

0

sin θ cos 2θ cosnθdθ = 0

Bn =
1

π

∫ 2π

0

f(θ) sinnθdθ =
1

π

∫ 2π

0

sin θ cos 2θ sinnθdθ =



−1/2, n = 1

0, n = 2

1/2, n = 3

0, n ≥ 4

从而微分方程的形式解为

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

=
ρ3

2a3
sin 3θ − ρ

2a
sin θ

进而

u(x, y) =
ρ3

2a3
sin 3θ − ρ

2a
sin θ

=
ρ3

2a3
(3 sin θ − 4 sin3 θ)− ρ

2a
sin θ

=
1

2a3
(3(x2 + y2)y − 4y3)− y

2a

=
1

2a3
(3x2y − y3)− y

2a

=
3x2y − y3

2a3
− y

2a
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A.2 问答题

A.2.5 Fourier变换
�
笔记 Fourier变换：

F (λ) =

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ

例题 A.13对于 η > 0，求函数的 Fourier变换：

f(x) = e−ηx
2

, x ∈ R

解

F [f ] =

∫ +∞

−∞
f(ξ)e−iλξdξ

=

∫ +∞

−∞
e−ηξ

2−iλξdξ

=
1
√
η

e−
λ2

4η

∫ +∞

−∞
e−ζ

2

dζ

(
ζ =

√
η

(
ξ +

iλ

2η

))
=

1
√
η

e−
λ2

4η Γ(1/2)

=

√
π

η
e−

λ2

4η

A.2.6 三维波动方程
�
笔记球面平均值函数：

h(M, r) =
1

4πr2

∫∫
∂Br(M)

hdS

对于 (ξ, η, ζ) ∈ ∂Br(P )作换元

ξ = x+ r sin θ cosφ, η = y + r sin θ sinφ, ζ = z + r cos θ

那么

E = ξ2θ + η2θ + ζ2θ = r2, F = ξθξφ + ηθηφ + ζθζφ = 0, G = ξ2φ + η2φ + ζ2φ = r2 sin2 θ

因此

dS =
√
EG− F 2dθdφ = r2 sin θdθdφ

因此

h(x, y, z, r) =
1

4πr2

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

h(x+ r sin θ cosφ, y + r sin θ sinφ, z + r cos θ)r2 sin θdθ

=
1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

h(x+ r sin θ cosφ, y + r sin θ sinφ, z + r cos θ) sin θdθ

命题 A.2.6
三维波动方程 

utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

的形式解为

u(M, t) =
∂

∂t
(tφ(M,at)) + tψ(M,at)
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A.2 问答题

♠

换言之

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

例题 A.14求解三维波动方程初值问题
utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = x2 + yz, (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = 0, (x, y, z) ∈ R3

解令 ψ(x, y, z) = x2 + yz，求其平均值函数

ψ(x, y, z, r) =
1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ r cos θ, y + r sin θ cosφ, z + r sin θ sinφ) sin θdθ

=
1

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

((x+ r cos θ)2 + (y + r sin θ cosφ)(z + r sin θ sinφ)) sin θdθ

=
1

4π

(∫ 2π

0

dφ

)(∫ π

0

((x+ r cos θ)2 + yz) sin θdθ

)
+

r

4π

(∫ 2π

0

(y sinφ+ z cosφ)dφ

)(∫ π

0

sin2 θdθ

)
+
r2

4π

(∫ 2π

0

sinφ cosφdφ

)(∫ π

0

sin3 θdθ

)
=
1

2

∫ π

0

((x+ r cos θ)2 + yz) sin θdθ

=x2 + yz +
1

3
r2

从而方程的形式解为

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
tψ(x, y, z, at)

)
=

∂

∂t

(
t

(
x2 + yz +

1

3
a2t2

))
= x2 + yz + a2t2

A.2.7 调和函数的定义

例题 A.15判断函数 u(x, y) = x3 − 3xy2 是否为调和函数。

解由于

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 6x− 6x = 0

因此 u为调和函数。

例题 A.16判断函数 u(x, y) = 3x2y − y3 是否为调和函数。

解由于

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 6y − 6y = 0

因此 u为调和函数。
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A.3 经典方程

A.2.8 Green函数的基本性质

命题 A.2.7

♠

Green函数在区域 Ω内成立不等式

0 < G(M,M0) <
1

4πrMM0

证明 由 Green函数的定义

G(M,M0) =
1

4πrMM0

− g(M,M0),

∆g = 0, P ∈ Ω

g |∂Ω= 1
4πrMM0

从而 g在 Ω内调和，且

g |∂Ω=
1

4πrMM0

> 0

由调和函数极值原理，在 Ω内成立 g > 0 ，因此

G(M,M0) =
1

4πrMM0

− g(M,M0) <
1

4πrMM0

另一方面，由于 lim
M→M0

G(M,M0) = +∞，从而存在充分小的 ε > 0，使得成立 Bε(M0) ⊂ Ω，且在 Bε(M0)

上成立 G > 0。在 Ω \ Bε(M0) 上，∆G = 0，且 G |∂Ω= 0，同时 G |∂Bε(M0)> 0。由调和函数极值原理，在

Ω \Bε(M0)上成立 G > 0，进而在 Ω内成立 G > 0。

综上所述

0 < G(M,M0) <
1

4πrMM0

A.3 经典方程

定理 A.3.1 (弦振动方程)

♥

对于弦振动方程 
utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l

求解加之如下边界条件的形式解。

1. u(0, t) = u(l, t) = 0：

u(x, t) =

∞∑
n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
sin

nπ

l
x

2. ux(0, t) = ux(l, t) = 0：

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +
∞∑

n=1

((
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
cos

anπ

l
t+

(
2

anπ

∫ l

0

ψ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
sin

anπ

l
t

)
cos

nπ

l
x

定理 A.3.2 (热传导方程)
对于热传导方程  ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l

求解加之如下边界条件的形式解。
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A.3 经典方程

♥

1. u(0, t) = u(l, t) = 0：

u(x, t) =

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) sin
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t sin

nπ

l
x

2. ux(0, t) = ux(l, t) = 0：

u(x, t) =
1

l

∫ l

0

φ(ξ)dξ +

∞∑
n=1

(
2

l

∫ l

0

φ(ξ) cos
nπ

l
ξdξ

)
e−(

anπ
l )

2
t cos

nπ

l
x

定理 A.3.3

♥

Laplace方程  uxx + uyy = 0, x2 + y2 < a2

u|x2+y2=a2 = φ(x, y)

的形式解为

u(ρ, θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(ρ
a

)n
(An cosnθ +Bn sinnθ)

其中

f(θ) = φ(a cos θ, a sin θ), An =
1

π

∫ 2π

0

f(τ) cosnτdτ, Bn =
1

π

∫ 2π

0

f(τ) sinnτdτ

定理 A.3.4 (齐次热传导方程)

♥

齐次热传导方程  ut = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2a
√
πt

∫ +∞

−∞
φ(ξ)e−

(x−ξ)2

4a2t dξ

定理 A.3.5 (齐次波动方程)

♥

齐次波动方程 
utt = a2uxx, x ∈ R, t > 0

u(x, 0) = φ(x), x ∈ R

ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R

的形式解为

u(x, t) =
1

2
(φ(x+ at) + φ(x− at)) +

1

2a

∫ x+at

x−at
ψ(ξ)dξ

定理 A.3.6 (三维波动方程)
三维波动方程 

utt = a2(uxx + uyy + uzz), (x, y, z) ∈ R3, t > 0

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3

ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3
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A.3 经典方程

♥

的形式解为

u(P, t) =
∂

∂t
(tφ(P, at)) + tψ(P, at)

换言之

u(x, y, z, t) =
∂

∂t

(
t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

φ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ

)
+

t

4π

∫ 2π

0

dφ

∫ π

0

ψ(x+ at sin θ cosφ, y + at sin θ sinφ, z + at cos θ) sin θdθ
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