
抽象代数基础 -丘维声 -笔记

作者：若水

邮箱：ethanmxzhou@163.com

主页：helloethanzhou.github.io

时间：July 18, 2024



目录

第一章 群 1
1.1 群的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 群的例子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.3 对称群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.4 子群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.5 陪集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.6 群的同构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.7 群的直积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.8 群同态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.9 正规子群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.10 商群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.11 单群与换位子群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.12 群作用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.13 轨道与稳定子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.14 Sylow定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
1.15 有限 Abel群的结构 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

第二章 环 14
2.1 环的定义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 可逆元与零因子 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
2.3 无零因子环、整环、除环与域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.4 理想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
2.5 环的同态 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
2.6 商环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.7 环的直和 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.8 素理想与极大理想 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.9 有限域的构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.10 代数数域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
2.11 Galois环的构造 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

第三章 整环 23
3.1 整除 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.2 唯一因子分解整环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
3.3 主理想整环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.4 Euclid整环 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
3.5 分式域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

第四章 域 29
4.1 域扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.2 域的特征 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.3 单扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30
4.4 有限扩张与代数扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32



目录

4.5 分裂域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33
4.6 Galois域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
4.7 Galois群 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
4.8 Galois扩张 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
4.9 Galois基本定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

ii



第一章 群

1.1 群的定义

定义 1.1.1 (群)

♣

称 (G, ∗)为群，如果二元运算 ∗ : G×G→ G满足如下运算法则。

1. 单位元：存在 e ∈ G，使得对于任意 a ∈ G，成立 ea = ae = a。

2. 逆元：对于任意 a ∈ G，存在 b ∈ G，使得成立 ab = ba = e。

3. 结合律：(ab)c = a(bc)

定义 1.1.2 (Abel群)

♣称满足交换律 ab = ba的群为 Abel群。

定义 1.1.3 (群的阶)

♣
群的阶 |G|表示 G中元素的个数。

命题 1.1.1 (群的性质)

♠

1. 单位元存在且存在唯一。
2. 逆元存在且存在唯一。
3. 不同元素的逆元不同。
4. 左右消去律成立。

1.2 群的例子

定义 1.2.1 (数域群)

♣
(Z,+), (Z \ {0},×), (R,+), (R \ {0},×), (R+,×)

定义 1.2.2 (n次单位根乘法群)

♣
Un = {ω : ωn = 1} = {ωk : 0 ≤ k < n, k ∈ N} = 〈ω〉

定义 1.2.3 (模 p剩余类加法群)

♣
Zp = {n : 0 ≤ n < p, n ∈ N} = 〈1〉

定义 1.2.4 (Zp 的单位乘法群)

♣
Z∗
p = {n : ∃m,mn = 1} = {n : (n, p) = 1}



1.3 对称群

定义 1.2.5 (二面体群)

♣

对于正 n边形，令 σ表示绕中心旋转 2π
n ，τ 表示关于某条对称轴的反射，那么正 n边形的对称群为

Dn = 〈σ, τ : σn = τ2 = στστ = 1〉 = {σiτ j : σn = τ2 = στστ = 1, 0 ≤ i < n, j ∈ {0, 1}}

定义 1.2.6 (矩阵群)

♣

GLn(R) = {可逆n阶实矩阵}

SLn(R) = {M ∈ GLn(R) : det(M) = 1}

On(R) = {M ∈ GLn(R) :MM t =M tM = In}

SOn(R) = {M ∈ GLn(R) : det(M) = 1,MM t =M tM = In}

GLn(C) = {可逆n阶复矩阵}

SLn(C) = {M ∈ GLn(C) : det(M) = 1}

Un(C) = {M ∈ GLn(C) :MM† =M†M = In}

SUn(C) = {M ∈ GLn(C) : det(M) = 1,MM † =M†M = In}

1.3 对称群

定义 1.3.1 (全变换群)

♣

对于非空集合 Ω，定义 Ω 的全变换群为

SΩ = (F , ◦), F = {σ : Ω → Ω为双射}

定义 1.3.2 (对称群)

♣

对于 n个元素的集合 Ω，定义 Ω的 n元对称群为

Sn = (F , ◦), F = {σ : Ω → Ω为双射}

定义 1.3.3 (置换群)

♣称 n元对称群 Sn 的子群为 n元置换群。

定义 1.3.4 (变换群)

♣称全变换群 SΩ 的子群为变换群。

定义 1.3.5 (置换)

♣对于 n个元素的集合 Ω，称 Ω的一个置换为双射 f : Ω → Ω。

定义 1.3.6 (r-轮换)

♣

定义 n元置换 σ关于元素 i1, · · · , ir 的 r-轮换为

(i1 · · · ir) = i1 7→ i2 7→ i3 7→ · · · 7→ ir 7→ i1

2



1.4 子群

定义 1.3.7 (对换)

♣定义 2-轮换为对换。

定理 1.3.1 (轮换的逆)

♥
(i1 · · · ir)−1 = (i1irir−1 · · · i2)

定理 1.3.2 (轮换的分解)

♥

任意一个非单位元的置换都存在且存在唯一的两两不相交的轮换积，其中唯一性是建立在轮换次序意义

上。

(i1 · · · ir) = (i1ir)(i1ir−1) · · · (i1i2)

定义 1.3.8 (不交轮换)

♣
称轮换 (i1 · · · ir)和 (j1 · · · js)是不相交的，如果对于任意 k和 l，成立 ik 6= jl。

定义 1.3.9 (奇置换)

♣如果置换可表示为奇数个对换的乘积，那么称该置换为奇置换。

定义 1.3.10 (偶置换)

♣如果置换可表示为偶数个对换的乘积，那么称该置换为偶置换。

命题 1.3.1 (置换的奇偶性的性质)

♠

1. 置换具有且仅具有一种奇偶性。
2. 奇奇得偶，偶偶得偶，奇偶得奇。
3. 置换与其逆置换具有相同奇偶性。
4. 奇偶置换数相同。
5. r-轮换的奇偶性与 r的奇偶性相反。

定义 1.3.11 (交错群)

♣
An = {σ ∈ Sn 为偶置换}

1.4 子群

定义 1.4.1 (子群)

♣

称非空集合 (H, ∗)为群 (G, ∗)的子群，记作 H < G，如果满足如下其中一个命题。

1. H ⊂ G，且 (H, ∗)构成群。
2. H ⊂ G，且对于任意 a, b ∈ H，成立 ab ∈ H 且 b−1 ∈ H。

3. H ⊂ G，且对于任意 a, b ∈ H，成立 ab−1 ∈ H。
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1.5 陪集

定义 1.4.2 (生成群)

♣

对于群 (G, ∗)的非空子集 S ⊂ G，定义由 S 生成的生成群为

〈S〉 =
∩

S⊂H<G
H = {am1

1 ∗ · · · ∗ amn
n : ak ∈ S,mk ∈ Z}

定义 1.4.3 (生成元集)

♣
称 S ⊂ G为群 G的生成元集，如果 〈S〉 = G。

定义 1.4.4 (有限生成群)

♣
称 G为有限生成群，如果存在有限集 S ⊂ G，使得成立如果 〈S〉 = G。

定义 1.4.5 (循环群)

♣
称群 (G, ∗)为循环群，如果存在 a ∈ G，使得成立 G = 〈a〉。

定义 1.4.6 (群元素的阶)

♣

对于群 (G, ∗)，定义元素 a ∈ G的阶为

|a| =

min{n ∈ N∗ : an = e}, ∃n ∈ N∗, an = e

∞, ∀n ∈ N∗, an 6= e

命题 1.4.1 (群元素阶的性质)

♠

1. 如果 |a| = n，那么

〈ap〉 < 〈a〉 ⇐⇒ p | n

2. 如果 |a| = n，那么

am = e ⇐⇒ n | m

3. 如果 |a| = n，那么对于任意m ∈ N∗，成立 |am| = n

(m,n)
。

4. 如果 |a| = m, |b| = n，且 ab = ba，同时 (m,n) = 1，那么 |ab| = mn。

1.5 陪集

定义 1.5.1 (左陪集)

♣

对于群 (G, ∗)，定义子群 H ⊂ G关于元素 a ∈ G的左陪集为

aH = {a ∗ h : h ∈ H}

定理 1.5.1 (左陪集的等价关系)

♥

对于群 (G, ∗)的子群 H ⊂ G，定义等价关系

a ∼ b ⇐⇒ b−1a ∈ H

那么

aH = a
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1.5 陪集

定义 1.5.2 (左商集)

♣

定义群 G关于子群 H ⊂ G的左商集为

(G/H)l = {aH : a ∈ G}

定义 1.5.3 (右陪集)

♣

对于群 (G, ∗)，定义子群 H ⊂ G关于元素 a ∈ G的右陪集为

Ha = {h ∗ a : h ∈ H}

定理 1.5.2 (右陪集的等价关系)

♥

对于群 (G, ∗)的子群 H ⊂ G，定义等价关系

a ∼ b ⇐⇒ ab−1 ∈ H

那么

Ha = a

定义 1.5.4 (右商集)

♣

定义群 G关于子群 H ⊂ G的右商集为

(G/H)r = {Ha : a ∈ G}

定理 1.5.3 (左右商集的同构)

♥

对于群 G以及其子群 H ⊂ G，存在群同构映射

f : (G/H)l −→ (G/H)r

aH 7−→ Ha−1

定义 1.5.5 (子群的指数)

♣
群 G关于其子群 H ⊂ G的左/右商集的基数称为 H 在 G中的指数，记作 [G : H]。

定义 1.5.6 (左陪集分解式)

♣

对于群 G以及其子群H ⊂ G，如果 [G : H] = r，那么存在左陪集代表系 {a1, · · · , ar}，使得成立群 G关

于子群 H 的左陪集分解式

G =

r⊔
k=1

akH

定理 1.5.4 (Lagrange定理)

♥

对于有限群群 G以及其子群 H ⊂ G，成立

|G| = |H|[G : H]

推论 1.5.1

♥
对于有限群 G，以及任意 a ∈ G，成立 |a| | |G|。

5



1.6 群的同构

推论 1.5.2

♥素数阶群为循环群，且任意非单位元元素为其生成元。

定理 1.5.5 (Fermat小定理)

♥

对于素数 p，如果 p ∤ a，那么
ap−1 ≡ 1 mod p

命题 1.5.1 (循环群的生成元结构)

♠

对于 n阶循环群 〈a〉，成立
〈ap〉 = 〈a〉 ⇐⇒ (p, n) = 1

命题 1.5.2 (循环群的子群结构)

♠

1. 循环群的子群为循环群。
2. Z的子群为 Zn，其中 n ∈ N∗。

3.
Zp < Zn ⇐⇒ p | n

4. 如果 p | n，那么
|Zp| =

n

p

引理 1.5.1

♥
对于有限阶 Abel群 G，存在 g ∈ G，使得对于任意 a ∈ G，成立 |a| | |g|。

定理 1.5.6 (有限 Abel群为循环群的充要条件)

♥

对于有限阶 Abel群 G，G为循环群，当且仅当对于任意 n ∈ N∗，方程 xn = e在 G中的解的个数不多于

n。

定理 1.5.7 (Wilson定理)

♥

对于素数 p，成立

(p− 1)! ≡ −1 mod p

1.6 群的同构

定义 1.6.1 (同构映射)

♣

对于群 (G, ∗) 和 (H, ∗)，称映射 σ : G → H 为同构映射，如果 σ 为双射，且对于任意 a, b ∈ G，成立

σ(ab) = σ(a)σ(b)。

命题 1.6.1 (群同构映射的性质)
1. σ(eG) = eH

2. σ(a−1) = σ(a)−1

3. |σ(a)| = |a|
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1.7 群的直积

♠
4. 如果K < G，那么 σ(K) < H。

定义 1.6.2 (同构)

♣
称群 (G, ∗)和 (H, ∗)是同构的，且记为 G ∼= H，如果存在同构映射 σ : G→ H。

命题 1.6.2 (群同构的性质)

♠

1. |G| = |H|
2. 如果 G为循环群，那么 H 为循环群。

3. 如果 G为交换群，那么 H 为交换群。

定理 1.6.1 (循环群的结构)

♥无限循环群与 Z同构，n阶循环群与 Zn 同构。

1.7 群的直积

定义 1.7.1 (Klein群)

♣Z2 × Z2，4阶非循环 Abel群。

定义 1.7.2 (直积)

♣

对于群 (G, ∗)和 (H, ∗)，定义其直积为

G×H = {(a, b) : a ∈ G, b ∈ H}, (a1, b1)(a2, b2) = (a1a2, b1b2)

命题 1.7.1 (群直积的性质)

♠

1. 如果 |G| = ∞或 H = ∞，那么 |G×H| = ∞。
2. 如果 |G| <∞且 |H| <∞，那么 |G×H| = |G||H|。
3. 如果 G和 H 为 Abel群，那么 G×H 为 Abel群。
4. G×H ∼= H ×G，其同构映射为 (a, b) 7→ (b, a)。

5. G× {eH} < G×H，且 G ∼= G× {eH}，其同构映射为 a 7→ (a, eH)。

6. {eG} ×H < G×H，且 H ∼= {eG} ×H，其同构映射为 b 7→ (eH , b)。

定理 1.7.1 (循环群的直积)

♥
Zm × Zn ∼= Zmn ⇐⇒ (m,n) = 1

定义 1.7.3 (内直积)

♣

对于群 (G, ∗)，称 G为子群H,K < G的内直积，且记作 G = H ×K，如果 G ∼= H ×K，其同构映射为

h ∗ k 7→ (h, k)。

定理 1.7.2 (内直积定理)

♥

对于群 (G, ∗)，以及子群 H,K < G，如果 G = HK，且 H ∩K = {e}，同时对于任意 a ∈ H, b ∈ K，成

立 a ∗ b = b ∗ a，那么 G ∼= H ×K。
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1.8 群同态

1.8 群同态

定义 1.8.1 (同态映射)

♣
对于群 (G, ∗)和 (H, ∗)，称映射 σ : G→ H为群同态映射，如果对于任意 a, b ∈ G，成立 σ(ab) = σ(a)σ(b)。

定义 1.8.2 (自同态映射)

♣
群 G的自同态映射为同态映射 σ : G→ G。群 G的自同态映射构成群 Aut(G)。

定义 1.8.3 (内自同态映射)

♣
群 (G, ∗)的内自同态映射为自同态映射 γa(x) = a ∗ x ∗ a−1。群 G的内自同态映射构成群 Inn(G)。

1.9 正规子群

定义 1.9.1 (正规子群)

♣

称群 (G, ∗)的子群 (N, ∗)为正规子群，并记做 N ◁ G，如果满足如下命题之一。

1. 对于任意 g ∈ G，以及 n ∈ N，成立 g ∗ n ∗ g−1 ∈ N。

2. 对于任意 g ∈ G，成立 g ∗N = N ∗ g。
3. 对于任意 g ∈ G，成立 g ∗N ⊂ N ∗ g。
4. 对于任意 g ∈ G，成立 N ∗ g ⊂ g ∗N。
5. 对于任意 g ∈ G，成立 g ∗N ∗ g−1 = N。

6. 对于任意 g ∈ G，成立 g ∗N ∗ g−1 ⊂ N。

7. 对于任意 g ∈ G，成立 N ⊂ g ∗N ∗ g−1。

命题 1.9.1 (正规子群的性质)

♠

1. 对于群同态映射 σ : G→ H，成立 Ker σ ◁ G。
2. Abel群的子群为正规子群。
3. 对于群 G的子群 N，如果 [G : N ] = 2，那么 N ◁ G。

1.10 商群

定义 1.10.1 (商群)

♣
定义群 (G, ∗)关于正规子群 (N, ∗)的商群为 G/N = {a ∗N : a ∈ G}。

定理 1.10.1 (群同构定理)

♥

对于群同态映射 σ : G→ H，成立

G/Ker σ ∼= Im σ

定理 1.10.2 (第一同构定理)

♥
H < G, N ◁ G =⇒ HN < G, (H ∩N) ◁ H,

H

H ∩N
∼=
HN

N
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1.11 单群与换位子群

定理 1.10.3 (第二同构定理)

♥
N ⊂ H, N,H ◁ G =⇒ H

N
◁
G

N
,

G/N

H/N
∼=
G

H

1.11 单群与换位子群

定义 1.11.1 (单群)

♣称仅存在平凡正规子群的群为单群。

命题 1.11.1

♠Abel群 G为单群 ⇐⇒ G为素数阶群。

定义 1.11.2 (换位子群/导群)

♣

对于群 (G, ∗)，定义其换位子群为

[G,G] = 〈g ∗ h ∗ g−1 ∗ h−1 : g, h ∈ G〉

命题 1.11.2 (换位子群的性质)

♠

1. 群 G为 Abel群 ⇐⇒ [G,G] = {e}
2. 对于群 G，成立 [G,G] ◁ G，且 G/[G,G]为 Abel群。
3. 对于群同态映射 φ : G→ H  ，成立

im φ为 Abel群 ⇐⇒ [G,G] ⊂ kerφ

4. 如果 N 为群 G 的正规子群，那么
G

N
为 Abel群 ⇐⇒ [G,G] ⊂ N

定义 1.11.3 (导群列)

♣
对于群 (G, ∗)，定义 G(1) = [G,G]，G(n+1) = [G(n), G(n)]，可得递减正规子群列 · · · ◁ G(2) ◁ G(1) ◁ G。

定义 1.11.4 (可解群)

♣
称群 (G, ∗)为可解群，如果存在 n ∈ N∗，使得成立 G(n) = {e}。

命题 1.11.3

♠非 Able群可解群不为单群。
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1.12 群作用

1.12 群作用

定义 1.12.1 (作用)

♣

称集合函数 ◦ : G× Ω → Ω为群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用，如果成立

e ◦ x = x, (a ∗ b) ◦ x = a ◦ (b ◦ x)

定理 1.12.1 (作用的本质)

♥

1. 如果 ◦ : G×Ω → Ω为群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用，那么可定义群同态映射Ψ : G→ SΩ, a 7→ ψa，

其中集合函数 ψa : Ω → Ω, x 7→ a ◦ x。
2. 如果 Ψ : G → SΩ, a 7→ ψa 为群同态映射，那么可定义群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G × Ω →

Ω, (a, x) 7→ ψa(x)。

定义 1.12.2 (作用的核)

♣

定义群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G × Ω → Ω的核 ker ◦为群同态映射 Ψ : G → SΩ, a 7→ ψa 的核

kerΨ，其中集合函数 ψa : Ω → Ω, x 7→ a ◦ x。事实上

ker ◦ = kerΨ = {a ∈ G : ψa = ⊮Ω} = {a ∈ G : a ◦ x = x, ∀x ∈ Ω}

定义 1.12.3 (忠实的)

♣

称群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G× Ω → Ω为忠诚的/有效的，如果满足如下性质之一。
1. ◦是单的。
2. 作用 ◦ : G × Ω → Ω对应的群同态映射 Ψ : G → SΩ, a 7→ ψa 为单态射，其中集合函数 ψa : Ω →

Ω, x 7→ a ◦ x。
3. ker ◦ = kerΨ = {e}
4. {a ∈ G : a ◦ x = x, ∀x ∈ Ω} = {e}

定义 1.12.4 (可传递的)

♣

称群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G×Ω → Ω为可传递的，如果对于任意 x, y ∈ Ω，存在 a ∈ G，使得成

立 y = a ◦ x。

定义 1.12.5 ((关于群的)左作用)

♣
群 (G, ∗)关于集合 G的忠实的左作用为 (a, x) 7→ a ∗ x。

定义 1.12.6 ((关于群的)右作用)

♣
群 (G, ∗)关于集合 G的忠实的右作用为 (a, x) 7→ x ∗ a。

定义 1.12.7 ((关于左商集的)左作用)

♣
群 (G, ∗)关于左商集 (G/H)l 的左作用为 (a, x ∗H) 7→ (a ∗ x) ∗H。

定义 1.12.8 ((关于右商集的)右作用)

♣
群 (G, ∗)关于右商集 (G/H)r 的右作用为 (a,H ∗ x) 7→ H ∗ (x ∗ a)。
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1.13 轨道与稳定子

定义 1.12.9 (共轭作用)

♣
群 (G, ∗)关于集合 G的共轭作用为 (a, x) 7→ a ∗ x ∗ a−1。

定理 1.12.2 (共轭作用的本质)

♥

群 (G, ∗)关于集合 G的共轭作用为 (a, x) 7→ a ∗ x ∗ a−1 对应的群同态映射为 Γ : G → SΩ, a 7→ γa，其

中群自同构态射 γa : G→ G, x 7→ a ∗ x ∗ a−1 为群内自同构态射。

定理 1.12.3 (Cayley定理)

♥群同构于对称群的子群。

证明 给定群 (G, ∗)，可诱导忠实作用，即群同态映射Ψ : G→ SΩ, a 7→ ψa，其中集合函数 ψa : Ω → Ω, x 7→
a ◦ x。由于 Ψ为单态射，那么 G ∼= im Ψ < SG。

定义 1.12.10 (群的中心)

♣
定义群 (G, ∗)的中心为 Z(G) = {x ∈ G : a ∗ x = x ∗ a, ∀a ∈ G}。

命题 1.12.1

♠群的中心为正规子群

证明 Z(G)为群 (G, ∗)关于集合G的共轭作用 (a, x) 7→ a ∗x ∗a−1的核。亦为群同态映射 Γ : G→ SΩ, a 7→ γa

的核，其中群内自同构态射 γa : G→ G, x 7→ a ∗ x ∗ a−1。因此 Ker Γ = Z(G) ◁ G。

1.13 轨道与稳定子

定义 1.13.1 (轨道)

♣

对于群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G× Ω → Ω，定义 x ∈ Ω的轨道为

OrbG(x) = {a ◦ x : a ∈ G}

命题 1.13.1 (轨道的等价关系)

♠

1. 对于任意 x, y ∈ Ω，或 OrbG(x) = OrbG(y)，或 OrbG(x) ∩OrbG(y) = ∅。
2. 可传递作业的轨道存在且存在唯一。

定义 1.13.2 (稳定子)

♣

对于群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G× Ω → Ω，定义 x ∈ Ω 的稳定子为

StabG(x) = {a ∈ G : a ◦ x = x}

定义 1.13.3 (不动点集)

♣

定义群 (G, ∗)关于集合 Ω的作用 ◦ : G× Ω → Ω的不动点集为

F(Ω) = {x ∈ Ω : a ◦ x = x, ∀a ∈ G}

定义 1.13.4 (p-群)

♣
对于素数 p，称群 G为 p-群，如果存在 n ∈ N∗，使得成立 |G| = pn。
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1.14 Sylow定理

命题 1.13.2

♠
如果 p-群在有限集合 Ω上存在作用 ◦ : G× Ω → Ω，那么 |F(Ω)| ≡ |Ω| mod p。

命题 1.13.3

♠p-群存在非平凡中心。

定义 1.13.5 (共轭类)

♣

定义 x ∈ G关于群 (G, ∗)的共轭作用的轨道为 x 的共轭类，即

OrbG(x) = {a ∗ x ∗ a−1 : a ∈ G}

定义 1.13.6 (中心化子)

♣

定义 x ∈ G关于群 (G, ∗)的共轭作用的稳定子为 x 的中心化子，即

StabG(x) = {a ∈ G : a ∗ x = x ∗ a}

定理 1.13.1 (p2 阶群的结构)

♥
对于素数 p，p2 阶群 G成立或 G ∼= Zp2，或 G ∼= Zp × Zp。

定理 1.13.2 (轨道-稳定子定理)

♥

如果群 (G, ∗)在集合 Ω上存在作用 ◦ : G× Ω → Ω，那么对于任意 x ∈ Ω，存在双射

φ : (G/StabG(x))l −→ OrbG(x)

gStabG(x) 7−→ g ◦ x

特别的，如果 |G| <∞，那么
|G| = |StabG(x)||OrbG(x)|

1.14 Sylow定理

引理 1.14.1

♥

对于素数 p，如果 (n, p) = 1，那么对于任意 0 ≤ k ≤ r，成立

pr−k | Cp
k

npr , pr−k+1Not | Cp
k

npr

定义 1.14.1 (Sylow p-群)

♣
对于素数 p，如果 (n, p) = 1，那么称 npr 阶群的 pr 阶子群为该群的 Sylow p-子群。

定理 1.14.1 (Sylow第一定理存在性定理)

♥
对于素数 p，如果 (n, p) = 1，那么对于任意 0 ≤ k ≤ r，npr 阶群存在 pk 阶子群。

定理 1.14.2 (Sylow第二定理包含定理与共轭定理)

♥

对于素数 p，如果 (n, p) = 1，那么对于任意 0 ≤ k ≤ r，npr 阶群的任意 pk 阶子群包含于某一 pr 阶子群，

且 pr 阶子群共轭。
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1.15 有限 Abel群的结构

定理 1.14.3 (Sylow第三定理计数定理)

♥
对于素数 p，如果 (n, p) = 1，那么 npr 阶群的 pr 阶子群数m成立m ≡ 1 mod p，且m | n。

推论 1.14.1

♥

1. 有限群的 Sylow p-子群为正规子群 ⇐⇒ 其存在且存在唯一 Sylow p-子群。
2. 如果 p为 |G|的素因子，那么群 G存在 p阶元。

3. 如果素数 p, q满足 (p, q) = 1，那么如果 (pm − 1)! < qn，那么 pmqn 阶群不为单群。

1.15 有限 Abel群的结构

定义 1.15.1 (p-Abel群的初等因子)

♣

对于素数 p，称如下多重集合为 pr 阶 Abel群的初等因子。

{pr1 , · · · , prk : r1 ≤ · · · ≤ rk, r1 + · · ·+ rk = r}

定义 1.15.2 (Abel群的初等因子)

♣

对于互异素数 p1, · · · , pn，称如下多重集合为 pr 阶 Abel群的初等因子。{
p
r
(j)
i
i : 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ ki, r

(1)
i ≤ · · · ≤ r

(ki)
i , r

(1)
i + · · ·+ r

(ki)
i = ri

}

定理 1.15.1 (p-Abel群的结构)

♥
对于素数 p，pr 阶 Abel群的结构为 Zpr1 × · · · × Zprk，其中 r1 ≤ · · · ≤ rk，且 r1 + · · ·+ rk = r。

定理 1.15.2 (Abel群的结构)

♥

对于互异素数 p1, · · · , pn，pr11 · · · prnn 阶 Abel群的结构为
n∏
i=1

ki∏
j=1

Z
p
r
(j)
i

i

，其中 r
(1)
i ≤ · · · ≤ r

(ki)
i ，且 r

(1)
i +

· · ·+ r
(ki)
i = ri。
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第二章 环

2.1 环的定义

定义 2.1.1 (环)

♣

称 (R,+, ·)为群，如果加法运算 + : R×R→ R和乘法运算 · : R×R→ R满足如下运算法则。

1. 加法单位元：存在 0 ∈ R，使得对于任意 a ∈ R，成立 0 + a = a+ 0 = a。

2. 加法逆元：对于任意 a ∈ R，存在 −a ∈ R，使得成立 a+ (−a) = (−a) + a = 0。

3. 加法交换律：a+ b = b+ a

4. 加法结合律：(a+ b) + c = a+ (b+ c)

5. 乘法结合律：(ab)c = a(bc)

6. 左分配律：a(b+ c) = ab+ ac

7. 右分配律：(a+ b)c = ac+ bc

定义 2.1.2 (交换环)

♣

称环 R为交换环，如果

∀a, b, ab = ba

定义 2.1.3 (幺环)

♣

称环 R为幺环，如果

∃1, ∀a ∈ R, 1a = a1 = a

2.2 可逆元与零因子

定义 2.2.1 (可逆元)

♣

称 a ∈ R为幺环 R的可逆元，如果

∃a−1, aa−1 = a−1a = 1

定义 2.2.2 (左零因子)

♣

称 a ∈ R为环 R的左零因子，如果

∃b 6= 0, ab = 0

定义 2.2.3 (右零因子)

♣

称 a ∈ R为环 R的右零因子，如果

∃b 6= 0, ba = 0

定义 2.2.4 (零因子)

♣

左零因子与右零因子统称为零因子；换言之，称 a ∈ R为环 R的零因子，如果

∃b 6= 0, ab = 0或ba = 0



2.3 无零因子环、整环、除环与域

定义 2.2.5 (非零因子)

♣

称 a ∈ R为环 R的非零因子，如果成立如下性质之一。

1.
∀b, b 6= 0 =⇒ ab 6= 0且ba 6= 0

2.
∀b, ab = 0或ba = 0 =⇒ b = 0

2.3 无零因子环、整环、除环与域

定义 2.3.1 (无零因子环)

♣

称无非平凡零因子的环为无零因子环；换言之，称环 R为无零因子环，如果

∀a, b, ab = 0 =⇒ a = 0或b = 0

定义 2.3.2 (整环)

♣

称无零因子非零交换幺环为整环；换言之，称环 R 为整环，如果

∀a, b, ab = ba

∃1 6= 0, ∀a ∈ R, 1a = a1 = a

∀a, b, ab = 0 =⇒ a = 0或b = 0

定义 2.3.3 (除环)

♣

称非零元可逆的非零幺环为除环；换言之，称环 R为除环，如果

∃1 6= 0, ∀a ∈ R, 1a = a1 = a

∀a 6= 0, ∃a−1, aa−1 = a−1a = 1

定义 2.3.4 (域)

♣

交换除环称为域；换言之，称环 R 为域，如果

∀a, b, ab = ba

∃1 6= 0, ∀a ∈ R, 1a = a1 = a

∀a 6= 0, ∃a−1, aa−1 = a−1a = 1

2.4 理想

定义 2.4.1 (子环)

♣称 S ⊂ R为环 R的子环，如果 S 构成环。
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2.4 理想

定义 2.4.2 (理想)

♣

称 I ⊂ R为环 R的理想，如果

∀a, b ∈ I a− b ∈ I

∀a ∈ R, aI ⊂ I 且Ia ⊂ I

命题 2.4.1 (理想的性质)

♠

1. I ⊂ Z为 Z的理想 ⇐⇒ 存在 n ∈ N∗，使得成立 I = nZ。
2. 对于任意 f(x) ∈ R[x]，f(x)R[x]为 R[x]的理想。

3. 对于幺环 R，以及 a ∈ R，aR为 R的理想。

定义 2.4.3 (理想的运算)

♣

对于环 R的理想 I, J  ，定义理想的加法和乘法

I + J = {a+ b : a ∈ I, b ∈ J}

IJ = {a1b1 + · · ·+ anbn : ak ∈ I, bk ∈ J, n ∈ N∗}

命题 2.4.2 (理想运算的性质)

♠

1. 如果 I, J 为环 R的理想，那么 IJ ⊂ I ∩ J ⊂ I + J 为 R的理想。

2. 如果如果 I, J,K 为环 R 的理想，那么成立如下性质。
(a). 加法交换律：

I + J = J + I

(b). 加法结合律：
(I + J) +K = I + (J +K)

(c). 乘法结合律：
(IJ)K = I(JK)

(d). 左分配律：
I(J +K) = IJ + IK

(e). 右分配律：
(I + J)K = IK + JK

3. 对于整数环 Z，成立

(m)(n) = (mn)

(m) ∩ (n) = ([m,n])

(m) + (n) = ((m,n))

定义 2.4.4 (主理想)

♣

对于环 R，定义由 a ∈ R生成的主理想为

(a) =
∩
INia

I

特别的，对于交换幺环 R，由 a ∈ R生成的主理想为 (a) = aR。
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2.5 环的同态

命题 2.4.3

♠

1. 对于任意 n ∈ Z，(n)为 Z的主理想。
2. 对于任意 f(x) ∈ R[x]，(f(x))为 R[x]的主理想。

定义 2.4.5 (生成理想)

♣

对于环 R，定义由子集 S ⊂ R生成的理想为

(S) =
∩
I⊃S

I

特别的，对于交换幺环 R，由 {a1, · · · , an}生成的主理想为

(a1, · · · , an) = {r1a1 + · · ·+ rnan : rk ∈ R}

定义 2.4.6 (互素)

♣称幺环 R的理想 I 与 J 互素，如果 I + J = R。

命题 2.4.4

♠

1. 对于幺环 R的理想 I, J,K，如果 I 与K 互素且 J 与K 互素，那么 I 与 J 互素。

2. 对于交换幺环 R的理想 I 与 J，如果 I 与 J 互素，那么 IJ = I ∩ J。

2.5 环的同态

定义 2.5.1 (环同态映射)

♣

对于环 R与 S，称 φ : R→ S 为环同态映射，如果成立

φ(a+ b) = φ(a) + φ(b)

φ(ab) = φ(a)φ(b)

φ(1) = 1

定义 2.5.2 (环同构映射)

♣对于环 R与 S，称环同态映射 φ : R→ S 为环同构映射，如果 φ为双射。

定义 2.5.3 (环同构)

♣称环 R与 S 同构，并记为 R ∼= S，如果存在环同构映射 φ : R→ S。

定理 2.5.1 (核为理想)

♥环同态映射 φ : R→ S 的核 Ker φ为 R的理想。

定理 2.5.2 (理想为核)

♥
理想 I 为环同态映射 φ : R→ R/I 的核 Ker φ。
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2.6 商环

2.6 商环

定义 2.6.1 (商环)

♣

定义环 R关于理想 I 的商环为

R/I = {r + I : r ∈ R}

(a+ I) + (b+ I) = (a+ b) + I

(a+ I)(b+ I) = (ab) + I

定理 2.6.1 (群同构定理)

♥

对于环同态映射 σ : R→ S，成立

R/Ker σ ∼= Im σ

定理 2.6.2 (第一同构定理)

♥

对于环 R，S 为 R的子环，I 为 R的理想，那么 S + I 为 R的子环，S ∩ I 为 R的理想，并且
S

I ∩ S
∼=
S + I

I

定理 2.6.3 (第二同构定理)

♥

对于环 R，I, J 为 R的理想，I 为 J 的子环，那么 J/I 为 R/I 的理想，并且

R/I

J/I
∼=
R

J

2.7 环的直和

定义 2.7.1 (环的直和)

♣

定义环 R与 S 的直和为

R⊕ S = {(r, s) : r ∈ R, s ∈ S}

(r1, s1) + (r2, s2) = (r1 + r2, s1 + s2)

(r1, s1)(r2, s2) = (r1r2, s1s2)

定义 2.7.2 (环直和的分解)

♣
R′ = {(r, 0) : r ∈ R}, S′ = {(0, s) : s ∈ S}

命题 2.7.1

♠

1. R′, S′ 为 R⊕ S 的理想。

2. R′ + S′ = R⊕ S

3. R′ ∩ S′ = (0, 0)

4. R′ ∼= R
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2.7 环的直和

定义 2.7.3 (内直和)

♣
称环 R为理想 I 与 J 的内直和，如果 R ∼= I ⊕ J，其环同构映射为 i+ j 7→ (i, j)。

定理 2.7.1 (内直和定理)

♥
对于环 R为理想 I 与 J，如果 R = I + J，且 I ∩ J = {0}，那么 R ∼= I ⊕ J。

定理 2.7.2 (内直和同构定理)

♥

对于非零幺环 R，如果理想 {Ik}nk=1 两两互素，那么

R

/ n∩
k=1

Ik ∼=
n⊕
k=1

R/Ik

定理 2.7.3 (中国剩余定理)

♥

对于非零幺环 R，，如果理想 {Ik}nk=1 两两互素，那么对于任意 {ak}nk=1 ⊂ R，同余方程组
x ≡ a1 mod I1

...

x ≡ an mod In

在 R内存在解；且对于两个解 x与 y，成立

x ≡ y mod

n∩
k=1

Ik

证明 由于理想 {Ik}nk=1 两两互素，那么对于任意 1 ≤ k ≤ n，成立

Ik + I1 · · · Ik−1Ik+1 · · · In = R

从而存在 bk ∈ Ik，ek ∈ I1 · · · Ik−1Ik+1 · · · In，使得成立 bk + ek = 1，因此

ek ≡ 1 mod Ik

由于当 i 6= j 时，成立

ei ∈ I1 · · · Ii−1Ii+1 · · · In ⊂
∩
j ̸=i

Ij ⊂ Ij

因此

ei ≡ 0 mod Ij , i 6= j

进而同余方程组 

x ≡ 0 mod I1
...

x ≡ 0 mod Ik−1

x ≡ 1 mod Ik

x ≡ 0 mod Ik+1

...

x ≡ 0 mod In
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2.8 素理想与极大理想

在 R内存在解 ek。那么同余方程组在 R内的解为

x =

n∑
k=1

akek

如果 x, y 满足同余方程组 
x ≡ a1 mod I1

...

x ≡ an mod In

,


y ≡ a1 mod I1

...

y ≡ an mod In

那么 
x ≡ y mod I1

...

x ≡ y mod In

因此对于任意 1 ≤ k ≤ n，成立 x− y ∈ Ik，进而

x− y ∈
n∩
k=1

Ik ⇐⇒ x ≡ y mod

n∩
k=1

Ik

命题 2.7.2

♠
对于互异奇素数 p, q，求方程 x2 = n2 在 Z/pqZ中的解。

证明 方程 x2 = n2 在 Z/pqZ中的解满足x ≡ n mod p

x ≡ n mod q
,

x ≡ n mod p

x ≡ −n mod q
,

x ≡ −n mod p

x ≡ n mod q
,

x ≡ −n mod p

x ≡ −n mod q

由于 (p, q) = 1，那么存在 a, b，使得成立 ap+ bq = 1。因此方程 x2 = n2 在 Z/pqZ中的解为

n, −n, n− 2anp, 2anp− n

2.8 素理想与极大理想

定义 2.8.1 (素理想)

♣称非零交换幺环 R的真理想 P ⊊ R为素理想，如果对于任意 r, s ∈ R，成立 rs ∈ P =⇒ r ∈ P 或s ∈ P。

命题 2.8.1 (素理想的性质)

♠

1. P 为环 R的素理想 ⇐⇒ R/P 为整环。

2. p为素数 ⇐⇒ (p)为 Z的素理想。
3. 对于域 F，I 为 F [x]的理想 ⇐⇒ 存在 f(x) ∈ F [x]，使得成立 I = (f(x))。

4. 对于域 F，p(x) ∈ F [x]为不可约多项式 ⇐⇒ (p(x))为 F [x]的素理想。

5. (0)为环 R的素理想 ⇐⇒ R为整环。

定义 2.8.2 (谱)

♣称非零交换环 R的素理想族为 R的谱，记作 Spec R。

20



2.9 有限域的构造

命题 2.8.2 (谱的性质)

♠

1. Spec Z = {(p) : p0}
2. 对于代数封闭域 F，Spec F [x] = {(0)} ∪ {(x+ a0) : a0 ∈ F}。

定义 2.8.3 (代数封闭域)

♣
称域 F 为代数封闭域，如果 F [x]中的一次多项式在 F 中存在根。

定义 2.8.4 (极大理想)

♣

称环 R的真理想M ⊊ R为极大理想，如果成立

I ⊃M 为R的理想 =⇒ I =M 或I = R

命题 2.8.3 (极大理想的性质)

♠

1. 对于非零交换幺环 R，M 为 R的极大理想 ⇐⇒ R/M 为域。

2. p为素数 ⇐⇒ (p)为 Z的极大理想。
3. 对于域 F，p(x) ∈ F [x]为不可约多项式 ⇐⇒ (p(x))为 F [x]的极大理想。

4. (0)为环 R的极大理想 ⇐⇒ R为域。

5. 非零幺环存在极大理想。

2.9 有限域的构造

定理 2.9.1 (有限域的阶)

♥有限域的阶为素数幂。

定理 2.9.2 (域扩张)

♥

对于 pr 阶域 Fp，如果 f(x)为 Fp[x]的 n次不可约多项式，那么 Fp[x]/(f(x))为 pnr 阶域，且对于任意

F (x) ∈ Fp[x]/(f(x))可唯一表示为

F (x) =

n−1∑
k=0

akx
k + (f(x)) =

n−1∑
k=0

(ak + (f(x)))(x+ (f(x)))k, ak ∈ Fp

2.10 代数数域

定义 2.10.1 (扩环)

♣称非零交换幺环 R为非零交换幺环 R0 的扩环，如果存在单的环同态映射 R0 → R。

定义 2.10.2 (生成子环)

♣

对于非零交换幺环 R的非零交换幺扩环 S，定义 R关于 x ∈ S 的生成子环为

R[x] =
∩

K⊃R∪{x}S

K =

{
n∑
k=0

akx
k : ak ∈ R,n ∈ N

}
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2.11 Galois环的构造

定义 2.10.3 (代数数)

♣
称 x ∈ C为代数数，如果存在非零多项式 f(x) ∈ Q[x]，使得成立 f(z) = 0；否则，称为超越数。

定义 2.10.4 (代数整数)

♣
称 x ∈ C为代数整数，如果存在首一多项式 f(x) ∈ Z[x]，使得成立 f(z) = 0。

定义 2.10.5 (代数数域)

♣
称 Q[z]为代数数域，如果 z为代数数。

定义 2.10.6 (本原 n次单位根)

♣
称 x ∈ C为本原 n次单位根，如果 〈x〉 = {z ∈ C : zn = 1}。

定义 2.10.7 (第 n个分圆域)

♣
称 Q[ei

2π
n ]为第 n个分圆域。

2.11 Galois环的构造

定义 2.11.1 (基本不可约多项式)

♣
对于素数 p，称 f(x) ∈ Zpr [x]为 Zpr [x]的基本不可约多项式，如果 f(x)在 Zp[x]中不可约。

定义 2.11.2 (Galois环)

♣

对于素数 p，如果 f(x) ∈ Zpr [x]为 Zpr [x]的 n次基本不可约多项式，那么商环 Zpr [z]/(f(x))为 pnr 阶环，

称之为 Galois环，记作 GR(pr, n)。

定理 2.11.1

♥

对于 f(x) =

n∑
k=0

anx
n ∈ Z[x]，其中 an 6= 0，如果 f(x)存在即约有理根 q/p，那么

q | a0, p | an

特别的，如果首一多项式 f(x) ∈ Z[x]存在有理根，那么其为 a0 的因子。

定理 2.11.2 (Eisenstein判别法)

♥

对于 f(x) =

n∑
k=0

anx
n ∈ Z[x]，其中 an 6= 0，如果存在素数 p，使得成立

p ∤ an, p2 ∤ a0, p | ak, 0 ≤ k < n

那么 f(x)在 Q[x]上不可约。
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第三章 整环

3.1 整除

定义 3.1.1 (整除)

♣
对于整环 R，称 b ∈ R整除 a ∈ R，并记做 b | a，如果存在 c ∈ R，使得成立 a = bc。

命题 3.1.1 (整除的性质)

♠

1. 整除具有自身性和传递性。
2. b | a ⇐⇒ (a) ⊂ (b)

3. e为单位 ⇐⇒ e | 1 ⇐⇒ (e) = R ⇐⇒ ∀a ∈ R, (a) ⊂ (e) ⇐⇒ ∀a ∈ R, e | a
4. b | a1, b | a2 =⇒ ∀r1, r2 ∈ R, b | (r1a1 + r2a2)

5. ∀a ∈ R, a | 0

定义 3.1.2 (因子)

♣
对于整环 R，称 b ∈ R为 a ∈ R的因子，如果 b | a。

定义 3.1.3 (倍元)

♣
对于整环 R，称 a ∈ R为 b ∈ R的倍元，如果 b | a。

定义 3.1.4 (相伴)

♣
对于整环 R，称 a ∈ R与 b ∈ R相伴，并记做 a ∼ b，如果 a | b且 b | a。

命题 3.1.2 (相伴的性质)

♠

1. 相伴为等价关系。
2. a ∼ b ⇐⇒ (a) = (b) ⇐⇒ 存在单位e, a = be

3. a ∼ b, c ∼ d =⇒ ac ∼ bd

定义 3.1.5 (真因子)

♣
对于整环 R，称 b ∈ R为 a ∈ R的真因子，如果 b | a，且 a ∤ b。

命题 3.1.3 (真因子的性质)

♠

1. 真因子为因子，但不为相伴元。
2. 任意非零元为 0的真因子。

3. 单位没有真因子。

定义 3.1.6 (平凡因子)

♣对于整环 R，称 a ∈ R的平凡因子为单位和相伴元。



3.2 唯一因子分解整环

命题 3.1.4 (平凡因子的性质)

♠

1. 非平凡因子为真因子。
2. 单位没有非平凡因子。

定义 3.1.7 (不可约元)

♣对于整环 R，称非零非单位 a ∈ R为不可约元，如果 a仅存在平凡因子。

命题 3.1.5 (不可约元的性质)

♠

1. 不可约元的因子为单位或相伴元。
2. 不可约元的相伴元为不可约元。
3. 不可约元为非单位。

定义 3.1.8 (素元)

♣

对于整环 R，称非零非单位 a ∈ R为素元，如果

p | ab =⇒ p | a或p | b

命题 3.1.6 (素元的性质)

♠

1. 素元为不可约元。
2. a为素元 ⇐⇒ (a)为非零素理想

定义 3.1.9 (公因子)

♣
对于整环 R，称 c ∈ R为 a ∈ R与 b ∈ R的公因子，如果 c | a且 c | b。

定义 3.1.10 (最大公因子)

♣

对于整环 R，称 a ∈ R与 b ∈ R的公因子 (a, b) ∈ R为最大公因子，如果

∀b, c ∈ R, c | a, c | b =⇒ c | (a, b)

命题 3.1.7 (最大公因子的性质)

♠

1. 最大公因子不一定存在。
2. 最大公因子互为相伴元。
3. (0, a) ∼ a, (e, a) ∼ a，其中 e为单位。

3.2 唯一因子分解整环

定义 3.2.1 (唯一因子分解整环/Gauss整环/UFD)

♣

称整环为唯一因子分解整环/Gauss整环，如果其任意非零非单位的元素在相伴与置换顺序意义下存在且
存在唯一有限不可约元分解。

定义 3.2.2 (最大公因子条件)

♣
称整环 R成立最大公因子条件，如果对于任意 a, b ∈ R，存在 a, b的最大公因子 (a, b)。
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3.2 唯一因子分解整环

定义 3.2.3 (素元性条件)

♣称整环 R成立素元性条件，如果 R的不可约元为素元。

定义 3.2.4 (因子链条件)

♣
称整环 R成立因子链条件，如果序列 {an}对于任意 n，an+1 为 an 的真因子，那么该序列为有限序列。

引理 3.2.1

♥
如果整环 R满足元素间最大公因子条件，那么对于任意 a, b, c ∈ R，成立 (ab, ac) ∼ a(b, c)。

证明 果 a = 0，那么 (ab, ac) ∼ a(b, c) ∼ 0。如果 (b, c) = 0，那么 b = c = 0，从而 (ab, ac) ∼ a(b, c) ∼ 0。下面

不妨假设 a 6= 0且 (b, c) 6= 0，记 d = (b, c)且 e = (ab, ac)，那么

d | b, d | c =⇒ ad | ab, ad | ac =⇒ ad | (ab, ac) ⇐⇒ ad | e ⇐⇒ ∃u ∈ R, e = adu

注意到

e | ab ⇐⇒ ∃v ∈ R, ab = ev =⇒ ab = aduv ⇐⇒ b = duv

e | ac ⇐⇒ ∃v′ ∈ R, ac = ev′ =⇒ ac = aduv′ ⇐⇒ c = duv′

那么

du | (b, c) ⇐⇒ du | d ⇐⇒ ∃u′ ∈ R, d = duu′ ⇐⇒ uu′ = 1 ⇐⇒ u为单位 =⇒ e = ad

定理 3.2.1 (最大公因子条件 =⇒ 素元性条件)

♥如果整环成立元素间最大公因子条件，那么成立素元性条件。

证明 任取整环 R的不可约元 a，以及 b, c ∈ R，成立 a | bc。由于 (a, b) | a，那么 (a, b) ∼ a，或 (a, b)为单位。

如果 (a, b) ∼ a，那么 a | (a, b)，进而 a | b；如果 (a, b)为单位，那么由引理3.2.1

(a, b) ∼ 1 =⇒ c(a, b) ∼ c =⇒ (ac, bc) ∼ c

由于 a | bc且 a | ac，那么 a | (ac, bc)，因此 a | c。综上所述，a为素元。

定理 3.2.2 (UFD =⇒ 最大公因子条件)

♥如果整环为唯一因子分解整环，那么成立最大公因子条件。

证明 对于整环 R，任取 a, b ∈ R，如果 a = 0，那么 b = (0, b)；如果 a为单位，那么 a = (a, b)。下面假设 a, b

均为非零的非单位元。由于 R为唯一因子分解整环，那么存在两两不相伴的不可约元 {pk}nk=1 与单位 u, v，使

得成立

a = upα1
1 · · · pαn

n , αk ≥ 0

b = vpβ1

1 · · · pβn
n , βk ≥ 0

其中存在 ka, kb，使得成立 αka > 0且 βkb > 0。令

d = p
min{α1,β1}
1 · · · pmin{αn,βn}

n

那么 d为 a, b的公因子。如果 c为 a, b的公因子，那么存在单位 w，使得成立

c = wpγ11 · · · pγnn , γk ≤ min{αk, βk}

因此 c | d，进而 d = (a, b)。

定理 3.2.3 (UFD =⇒ 因子链条件)

♥如果整环为唯一因子分解整环，那么成立因子链条件。
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3.3 主理想整环

证明 对于整环 R，任取序列 {an} ⊂ R，满足对于任意 n，an+1为 an的真因子。如果 a1为单位，那么 a1没有

真因子，因此该序列仅存在第一项。如果 a1 = 0，那么 a1的真因子为非零元。因此不妨假设 a1非零且非单位。

由于 R为唯一因子分解整环，那么存在两两不相伴的不可约元 {pk}nk=1 与单位 u，使得成立

a1 = upα1
1 · · · pαn

n , αk ≥ 1

那么 a1 的因子为

vpβ1

1 · · · pβn
n , 0 ≤ βn ≤ αn, v为单位

那么显然 a1 的真因子有限。

定理 3.2.4 (素元性条件 +因子链条件 =⇒ UFD)

♥如果整环成立素元性条件与因子链条件，那么为唯一因子分解整环。

证明 对于存在性，任取非零非单位的元素 a ∈ R，如果 a不可约，那么命题得证！下面不妨假设 a可约，由因

子链条件，a存在不可约真因子 p1，于是 a = p1c1。如果 c1不可约，那么命题得证！如果 c1可约，容易知道 c1

非零且非单位，那么由因子链条件，c1存在不可约真因子 p2，于是 c1 = p2c2。递归的，可得因子链 {pk}nk=1，那

么 a = p1 · · · pn。
对于唯一性，如果非零非单位的元素 a ∈ R存在因子分解式

a = p1 · · · pn, a = q1 · · · qm

对 n进行归纳。当 n = 1时，a = p1 = q1 · · · qm，如果m ≥ 2，那么

p1 = q1(q2 · · · qm)

由于 p1不可约，那么 q1为 p1的平凡因子。由于 q1不为单位，因此 q1 ∼ p1，于是 q1 = p1u，其中 u为单位，从

而

p1 = p1u(q2 · · · qm) =⇒ 1 = u(q2 · · · qm)

进而 q2 为单位，矛盾！从而m = 1，因此 a = p1 = q1。

如果 n = k时命题成立，那么当 n = k + 1时，由于 p1不可约，那么 p1为素元。由于 p1 | q1 · · · qm可得不
妨 p1 | q1。由于 q1 不可约，那么 p1 ∼ q1，于是 p1 = q1v，其中 v为单位，进而

q1vp2 · · · pk+1 = q1 · · · qm =⇒ vp2 · · · pk+1 = q2 · · · qm

由归纳假设m = k + 1，命题得证！

3.3 主理想整环

定义 3.3.1 (主理想整环/PID)

♣称整环为主理想整环，如果其理想为主理想。

引理 3.3.1

♥
对于主理想整环 R，如果 p不可约，那么 (p)为极大理想。

证明 如果 p不可约，那么 p非零且非单位，因此 (0) ⊊ (p) ⊊ R。任取理想 I ⊃ (p)，由于 R为主理想整环，那

么存在 a ∈ R，使得成立 I = (a) ⊃ (p)，进而 a | p。由于 p仅存在平凡因子，那么 a ∼ p，或 a为单位。如果

a ∼ p，那么 (a) = (p)；如果 a为单位，那么 (a) = R。综上，(p)为极大理想。

定义 3.3.2 (PID =⇒ UFD)

♣主理想整环为唯一因子分解整环。
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3.4 Euclid整环

证明 对于主理想整环 R，由引理3.3.1，如果 p为不可约元，那么 (p)为非零极大理想，从而 (p)为非零素理想，

因此 p为素元，进而 R满足素元性条件。

任取 R的序列 {an}，其中对于任意 n，an+1为 an的真因子，于是 (an) ⊊ (an+1)。令 I =
∪
n

(an)，那么 I

为 R的理想。由于 R为主理想整环，那么存在 d ∈ R，使得成立 I = (d)。由于 d ∈
∪
n

(an)，那么存在 k，使得

成立 d ∈ (ak)，从而 ak | d，于是 (d) ⊂ (ak)。又由于 (ak) ⊂ (d)，因此 (ak) = (d) = I，进而序列 {an}仅存在 k

项，那么 R满足因子链条件。

综上所述，R为唯一因子分解整环。

3.4 Euclid整环

定义 3.4.1 (Euclid整环/ED)

♣

称整环 R为 Euclid整环，如果存在映射 δ : R \ {0} → N，使得对于任意 a, b ∈ R且 b 6= 0，存在 h, r ∈ R，

使得成立

a = hb+ r, r = 0或r 6= 0, δ(r) < δ(b)

定义 3.4.2 (ED =⇒ PID)

♣Euclid整环为主理想整环。

证明 对于 Euclid整环 R，任取 R的非零理想 I，取 b ∈ I \ {0}，使得对于任意 x ∈ I \ {0}，成立 δ(b) ≤ δ(x)。

显然 (b) ⊂ I。反之，任取 a ∈ I，由于 R为 Euclid整环，那么存在 h, r ∈ R，使得成立

a = hb+ r, r = 0或r 6= 0, δ(r) < δ(b)

如果 r 6= 0，那么显然矛盾！因此 r = 0，进而 a = hb ∈ (b)，于是 I ⊂ (b)。综上 I = (b)。

3.5 分式域

定义 3.5.1 (分式域)

♣

称域 F 为整环 R的分式域，如果存在单的环同态映射 φ : R→ F，使得成立

F = {φ(a)φ(b)−1 : a, b ∈ R, b 6= 0}

定理 3.5.1 (分式域的存在性)

♥整环存在分式域。

证明 对于整环 R，记

T = {(a, b) : a, b ∈ R, b 6= 0}

定义 T 上的等价关系

(a, b) ∼ (c, d) ⇐⇒ ad = bc

记

[(a, b)]∼ =
a

b

在商集 F = T/ ∼中定义
a

b
+
c

d
=
ad+ bc

bd
,

a

b

c

d
=
ac

bd
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3.5 分式域

容易知道该运算的定义良好性，且满足交换律、结合律、分配律，同时 0/1为加法单位元，1/1为乘法单位元，

(−a)/b为 a/b的加法逆元，b/a为 a/b的乘法逆元，于是 F 构成域，且

φ : R −→ F

a 7−→ a

1

为单的环同态映射，进而域 F 为整环 R的分式域。

定理 3.5.2 (分式域的唯一性)

♥整环的分式域至多同构。

证明 如果整环 R存在分式域 F 与 G，那么存在单的环同态映射 φ : R→ F 与 ψ : R→ ψ，定义

π : F −→ G

φ(a)φ(b)−1 7−→ ψ(a)ψ(b)−1

由于

φ(a)φ(b)−1 = φ(c)φ(d)−1

⇐⇒ φ(a)φ(d) = φ(b)φ(c)

⇐⇒ φ(ab) = φ(bc)

⇐⇒ ab = bc

⇐⇒ ψ(ab) = ψ(bc)

⇐⇒ ψ(a)ψ(d) = ψ(b)ψ(c)

⇐⇒ ψ(a)ψ(b)−1 = ψ(c)ψ(d)−1

因此 π为定义良好的单射。π是满射是显然的。由于

π(φ(a)φ(b)−1 + φ(c)φ(d)−1) =π(φ(a)φ(d)φ(b)−1φ(d)−1 + φ(b)φ(c)φ(b)−1φ(d)−1)

=π(φ(ad+ bc)(φ(bd))−1)

=ψ(ad+ bc)(ψ(bd))−1

=ψ(a)ψ(d)ψ(b)−1ψ(d)−1 + ψ(b)ψ(c)ψ(b)−1ψ(d)−1

=ψ(a)ψ(b)−1 + ψ(c)ψ(d)−1

π(φ(a)φ(b)−1φ(c)φ(d)−1) =π(φ(ac)(φ(bd))−1)

=ψ(ac)(ψ(bd))−1

=ψ(a)ψ(b)−1ψ(c)ψ(d)−1

因此 π为环同构映射，进而 F ∼= G。

定理 3.5.3 (分式域的极小性)

♥整环 R的分式域为包含 R的最小域。

定理 3.5.4

♥整环同构 =⇒ 分式域同构
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第四章 域

4.1 域扩张

定义 4.1.1 (子域)

♣对于域K,F，称 F 为K 的子域，如果存在单的环同态映射 φ : F → K。

定义 4.1.2 (扩域)

♣
对于域K,F，称K 为 F 的扩域或域扩张，并记做K/F，如果存在单的环同态映射 φ : F → K。

定义 4.1.3 (域扩张)

♣
对于域K,F，称K/F 为域扩张，如果存在单的环同态映射 φ : F → K。

4.2 域的特征

定义 4.2.1 (中间域)

♣

称域 L为域扩张 K/F 的中间域，如果 F ⊂ L ⊂ K。特别的，称域 L为域扩张 K/F 的真中间域，如果

F ⊊ L ⊊ K。

定义 4.2.2 (素域)

♣称域 F 为素域，如果 F 存在且仅存在平凡子域。

例题 4.1
1. Q为素域。
2. 如果 p为素数，那么 Zp 为素域。

定义 4.2.3 (域的特征)

♣

定义域 F 的特征为单位元 1在加法群 (F,+)阶，并记作 char F；特别的，如果单位元 1在加法群 (F,+)

阶为∞，那么 char F = 0。

定义 4.2.4 (域的特征为 0或素数)

♣域的特征为 0或素数。

定理 4.2.1 (域特征的本质)

♥

记域 F 的特征为 p，如果 p = 0，那么 F 存在同构于 Q的子域；如果 p为素数，那么 F 存在同构域 Zp的
子域。

证明 考虑环同态映射

φ : Z −→ F

n 7−→ n1



4.3 单扩张

由域特征的定义，kerφ = pZ。由环同构定理，Z/pZ ∼= im φ。如果 p = 0，那么 F 存在同构于 Z的子环，因此
存在同构于 Q的子域；如果 p为素数，那么 F 存在同构域 Zp 的子域。

推论 4.2.1

♥域存在且仅存在唯一素域。

命题 4.2.1

♠
域 F 的非零元在群 (F,+)中阶相同。

证明 对于域 F，任取 a, b ∈ F \ {0}。如果 a 在群 (F,+) 中为有限阶 n，且 b 在群 (F,+) 中的阶为 ∞，那么
na = 0，且对于任意m ∈ N∗，成立mb 6= 0，因此

(nr)s = 0 ⇐⇒ r(ns) = 0 ⇐⇒ ns = 0

矛盾！因此 F 中非零元在群 (F,+)中的阶均为无限阶或均为有限阶。

如果 a, b在群 (F,+)中均为有限阶，那么记 a, b在群 (F,+)的阶为m,n，那么

ma = 0 =⇒ (ma)b = 0 ⇐⇒ a(mb) = 0 ⇐⇒ mb = 0 =⇒ n | m

同理可得，m | n，因此m = n。

综上所述，无零因子环的非零元在加法群中的阶相同。

4.3 单扩张

定义 4.3.1 (生成子域)

♣

对于域扩张K/F，定义域 F 关于子集 S ⊂ K 的生成子域为

F (S) =
∩

域L⊃F∪S

L

引理 4.3.1

♥
F (α, β) = F (α)(β)

定义 4.3.2 (代数元)

♣
对于域扩张K/F，称 α ∈ K 为 F 的代数元，如果存在非零多项式 f(x) ∈ F [x]，使得成立 f(α) = 0。

定义 4.3.3 (超越元)

♣
对于域扩张K/F，称 α ∈ K 为 F 的超越元，如果对于任意非零多项式 f(x) ∈ F [x]，成立 f(α) 6= 0。

定义 4.3.4 (极小多项式)

♣

对于域扩张 K/F，称 F 的代数元 α ∈ K 在 F 上的极小多项式为 p(x)，如果 p(x) ∈ F [x]为以 α为根的

F [x]的不可约首一多项式。

定理 4.3.1

♥代数元的极小多项式存在且存在唯一。
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4.3 单扩张

定义 4.3.5 (单扩张)

♣
称域扩张K/F 为单扩张，如果存在 α ∈ K，使得成立K = F (α)。

定义 4.3.6 (单代数扩张)

♣
称域扩张K/F 为单代数扩张，如果存在 F 的代数元 α ∈ K，使得成立K = F (α)。

定义 4.3.7 (单超越扩张)

♣
称域扩张K/F 为单超越扩张，如果存在 F 的超越元 α ∈ K，使得成立K = F (α)。

定理 4.3.2 (单代数扩张的结构)

♥

对于域扩张K/F，如果 α ∈ K 为 F 的代数元，那么

F [x]/(p(x)) ∼= F (α)

其中 p(x) ∈ F [x]为 α在 F [x]上的极小多项式。如果令 n = deg p(x)，那么

F (α) =

{
n−1∑
k=0

akα
k : ak ∈ F

}
且 F (α)中元素的多项式表示唯一。

证明 构造满的环同态映射

φ : F [x] −→ F [α]

f(x) 7−→ f(α)

那么

kerφ = {f(x) ∈ F [x] : f(α) = 0}

而 F [x]为域，进而为主理想整环，那么

kerφ = (p(x))

其中 p(x) ∈ F [x]为 α在 F 上的极小多项式，从而由环同构第一定理

F [x]/ kerφz ∼= im φz ⇐⇒ F [x]/(p(x)) ∼= F [α]

由于 p(x)为 F [x]的不可约多项式，那么 (p(x))为 F [x]的极大理想，进而 F [α]为域。而容易知道 F (α) ⊃ F [α]，

因此 F (α) = F [α]，进而

F [x]/(p(x)) ∼= F (α)

定理 4.3.3 (单超越扩张的结构)

♥

对于域扩张K/F，如果 α ∈ K 为 F 的超越元，那么

F [x]的分式域 ∼= F (α)

证明 构造满的环同态映射

φ : F [x] −→ F [α]

f(x) 7−→ f(α)

由于 α为 F 的超越元，那么

kerφ = {f(x) ∈ F [x] : f(α) = 0} = (0)
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4.4 有限扩张与代数扩张

由环同构第一定理

F [x]/ kerφz ∼= im φz ⇐⇒ F [x] ∼= F [α]

而容易知道 F (α) ⊃ F [α]，因此 F (α)为包含 F [α]的最小域。由定理3.5.3，F (α)为 F [α]的分式域。由定理3.5.4

F [x]的分式域 ∼= F (α)

推论 4.3.1 (有限域的扩张)

♥
对于 p阶域 F，如果 n次多项式 p(x)为 F (x)上的不可约多项式，那么域 F [x]/(p(x))的阶为 pn。

4.4 有限扩张与代数扩张

定义 4.4.1 (域扩张的向量空间性)

♣

对于域扩张 K/F，可将 K 看作域 F 上的向量空间，其加法运算为 + : K × K → K，数乘运算为 · :
F ×K → K。

定义 4.4.2 (域扩张的次数)

♣
定义域扩张K/F 的次数为域 F 上的向量空间K 的维数，并记作 [K : F ]。

定理 4.4.1

♥

对于有限域的域扩张K/F，成立

[K : F ] =
ln |K|
ln |F |

定义 4.4.3 (域扩张的基)

♣
定义域扩张K/F 的次数为域 F 上的向量空间K 的基。

定义 4.4.4 (有限扩张)

♣
称域扩张K/F 为有限扩张，如果域 F 上的向量空间K 为有限维向量空间。

定义 4.4.5 (代数扩张)

♣
称域扩张K/F 为代数扩张，如果对于任意 α ∈ K，α为域 F 上的代数元。

定理 4.4.2 (有限扩张 =⇒ 代数扩张)

♥有限扩张为代数扩张。

证明 对于有限扩张K/F，记 [K : F ] = n。任取 α ∈ K，那么 {αk}nk=0在 F 上线性相关，因此存在不全为 0的

元素 {ak}nk=0 ⊂ F，使得成立

a0 + a1α+ · · · anαn = 0

令

f(x) = a0 + a1α+ · · · anαn ∈ F [x]

那么 f(α) = 0且 f(x) 6= 0，因此 α为 F 上的代数元。由 α的任意性，域扩张K/F 为代数扩张。
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4.5 分裂域

定理 4.4.3 (单代数扩张的基)

♥

对于域扩张K/F，如果 α ∈ K 为 F 上的代数元，且 α在 F [x]上的极小多项式的次数为 n，那么

[F (α) : F ] = n

且 {αk}n−1
k=0 为 F (α)/F 的基。

证明 如果 {αk}n−1
k=0 在 F 上线性相关，那么存在不全为 0的元素 {ak}n−1

k=0 ⊂ F，使得成立

a0 + a1α+ · · · an−1α
n−1 = 0

令

f(x) = a0 + a1α+ · · · an−1α
n−1 ∈ F [x]

那么 f(α) = 0且 f(x) 6= 0，这与 α在 F [x]上的极小多项式的次数为 n矛盾！进而 {αk}n−1
k=0 在 F 上线性无关。

由定理4.3.2，F (α) = span {αk}n−1
k=0，因此 [F (α) : F ] = n，且 {αk}n−1

k=0 为 F (α)/F 的基。

定理 4.4.4 (望远镜定理)

♥

对于域 F ⊂ L ⊂ K，成立

[K : F ] <∞ ⇐⇒ [K : L] <∞且[L : F ] <∞

此时成立

[K : F ] = [K : L][L : F ]

证明 对于必要性，如果 [K : F ] = n，那么由于 L为 K 的子空间，因此 [L : F ] ≤ n。设 {αk}nk=1 为向量空间

K/F 的基，那么对于任意 β ∈ K，存在且存在唯一 {bk}nk=1 ⊂ F，使得成立

β = b1α1 + · · ·+ bnαn

由于 F ⊂ L，那么 {bk}nk=1 ⊂ L，从而 {αk}nk=1 为向量空间K/L的生成元，因此 [K : L] ≤ n。

对于充分性，如果 [K : L] = m，[L : F ] = n，且 {βk}mk=1为向量空间K/L的基，{γk}nk=1为向量空间 L/F

的基。对于任意 α ∈ K，存在且存在唯一 {ak}mk=1 ⊂ L，且存在且存在唯一 {bij}m×n ⊂ F，使得成立

α = a1β1 + · · ·+ amβm, ai = bi1γ1 + · · ·+ binγn

从而

α =
∑
i,j

bij(γjβi)

由于

{γjβi : 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n} ⊂ K

在 F 上线性无关，那么其为K/F 的基，因此

[K : F ] = mn = [K : L][L : F ]

4.5 分裂域
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4.5 分裂域

定义 4.5.1 (分裂域)

♣

对于域扩张K/F，称域K 为多项式 f(x) ∈ F [x]在 F 上的分裂域，如果 f(x)在K[x]可完全分解为

f(x) = a(x− α1) · · · (x− αn), αk ∈ K

且

K = F (α1, · · · , αn)

例题 4.2
x2 − 1 ∈ R[x]在 R上的分裂域为 R。
x2 + 1 ∈ R[x]在 R上的分裂域为 C。
xp − 1 ∈ Q[x]在 Q上的分裂域为 Q(ω)，其中 p为素数，且 ω = ei

2π
p 。ω的极小多项式为

xp−1 + · · ·+ x+ 1

因此域扩张 Q(ω)/Q的扩张次数为 p− 1。

x3 − 2 ∈ Q[x]在 Q上的分裂域为 Q( 3
√
2, ω)，其中 ω = ei

2π
3 ，域扩张 Q( 3

√
2, ω)/Q的扩张次数为

[Q(
3
√
2, ω) : Q] = [Q(

3
√
2, ω) : Q(

3
√
2)][Q(

3
√
2) : Q] = 2× 3 = 6

定理 4.5.1 (分裂域的存在性)

♥

域 F 的 n ≥ 1次多项式 f(x) ∈ F [x]在 F 上存在分裂域K，且

[K : F ] ≤ n!

证明 对于多项式 f(x) ∈ F [x]的次数 n作数学归纳。当 n = 1时，f(x) = a(x− α1)，那么 α1 ∈ F，因此 F 为

多项式 f(x)在 F 上存在分裂域，且 [F : F ] = 1 ≤ 1!。

如果当 n ≤ N 时，命题得证，那么当 n = N + 1时，任取 f(x)的不可约因式 p(x)，由于 F [x]/(p(x))为域，

那么由定理4.3.2，令 α1 = x+(p(x))，可得 F [x]/(p(x)) = F (α1)，且 p(α1) = 0，从而 f(α1) = 0。记 L = F (α1)，

那么

f(x) = (x− α1) · · · (x− αm)g(x), αk ∈ L

其中 g(x) ∈ L[x]。

如果 deg g(x) = 0，那么 L为多项式 f(x)在 F 上的分裂域，且由定理4.4.3

[L : F ] = [F (α1) : F ] ≤ deg p(x) ≤ deg f(x) = N + 1 ≤ (N + 1)!

如果 deg g(x) ≥ 1，那么由于 deg g(x) = N + 1−m ≤ N，结合归纳假设，g(x)在 L上存在分裂域K，且

[K : L] ≤ (N + 1−m)! ≤ N !

于是

g(x) = c(x− β1) · · · (x− βN+1−m)

且

K = L(β1, · · · , βN+1−m)

从而

f(x) = c(x− α1) · · · (x− αm)(x− β1) · · · (x− βN+1−m)

且由定理4.3.1
K = F (α1)(β1, · · · , βN+1−m) = (α1, β1, · · · , βN+1−m)

于是K 为 f(x)在 F 上的分裂域，且由望远镜定理4.4.4

[K : F ] = [K : L][L : F ] ≤ N !(N + 1) = (N + 1)!

34



4.6 Galois域

由数学归纳原理，原命题得证！

引理 4.5.1

♥

如果 φ : F → F ′ 为域同构映射，且 n ≥ 1次多项式

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ F [x]

在 F 上的分裂域为K，多项式

fφ(x) = φ(a0) + φ(a1)x+ · · ·+ φ(an)x
n ∈ F ′[x]

在 F ′ 上的分裂域为K ′，那么 φ可扩张为域同构映射K → K ′。

证明 对于 [K : F ]作数学归纳法，当 [K : F ] = 1时，K = F，从而

f(x) = an(x− α1) · · · (x− αn), αk ∈ F

于是

fφ(x) = φ(an)(x− φ(α1)) · · · (x− φ(αn)), φ(αk) ∈ F ′

于是 F ′ 为 fφ(x)在 F ′ 上的分裂域，因此K ′ = F ′，于是 φ为域同构映射 F → F ′。

假设当 [K : F ] < m时，命题成立，其中 m ≥ 2，那么当 [K : F ] = m时，由m ≥ 2可知 f(x)存在 r ≥ 2

次不可约因式 p(x)。记 α1 为 p(x)在 K 上的根，那么由定理4.4.3，[F (α1) : F ] = r > 1。由于 K 为 f(x)在 F

上的分裂域，那么

f(x) = c(x− α1) · · · (x− αl)(x− β1) · · · (x− βn−l), αk ∈ F (α1), βk ∈ K \ F (α1)

由定理4.3.1

K = F (α1, · · · , αl, β1, · · · , βn−l) = F (α1, · · · , αl)(β1, · · · , βn−l) = F (α1)(β1, · · · , βn−l)

因此K 为 f(x)在 F (α1)上的分裂域。

由于 p(x)在 F [x]中不可约，那么 pφ(x)在 F ′[x]中不可约，且 deg pφ(x) = deg p(x) = r。记 γ1为 pφ(x)在

K ′ 中的根，那么同理可知K ′ 为 fφ(x)在 F ′(γ1)上的分裂域。构造映射

ψ : F (α1) −→ F ′(γ1)

r−1∑
k=0

akα
k
1 7−→

r−1∑
k=0

φ(ak)γ
k
1

由定理4.3.1，{αk1}r−1
k=0为域扩张 F (α1)/F 的基，且 {γk1}r−1

k=0为域扩张 F ′(γ1)/F
′的基，那么该映射定义良好，且

为双射，同时容易知道 ψ为域同构。由望远镜定理4.4.4

m > [K : F ] = [K : F (α1)][F (α1) : F ] = r[K : F (α1)] > [K : F (α1)]

由归纳假设，域同构 ψ : F (α1) → F ′(γ1)，可扩张为域同构K → K ′。由归纳假设原理，命题得证！

定理 4.5.2 (分裂域的唯一性)

♥

如果 K 与 L均为域 F 的 n ≥ 1次多项式 f(x) ∈ F [x]在 F 上的分裂域，那么 K ∼= L，且存在域同构映

射 φ : K → L，使得成立 φ|F = 1。

证明 由引理4.5.1，取 F ′ = F，且 φ = 1，那么 φ可扩张为域同构映射K → L，因此K ∼= L。
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4.6 Galois域

定义 4.6.1 (Galois域)

♣
对于素数 p，定义 pn 阶域为 Galois域，记作 GF(pn)。

定理 4.6.1 (有限域为 Galois域)

♥
对于有限域 F，其素域为 P，令 char F = p，且 [F : P ] = n，那么 |F | = pn。

证明 将 F 看作 P 上的向量空间，由于 [F : P ] = n，那么 {αk}nk=1 ⊂ F 为 P 上的向量空间 F 的基，那么

F = {a1α1 + · · ·+ anαn : ak ∈ P}

因此 |F | = pn。

定理 4.6.2 (Galois域的存在性)

♥
对于素数 p，存在 Galois域 GF(pn)。

证明 由定理4.5.1，多项式 xp
n − x ∈ Zp[x]在 Zp上存在分裂域K，那么 xp

n − x在K 上存在且仅存在 pn个互

异根 A = {αk}p
n

k=1，因此K = Zp(A)。由于在 Zp[x]中，成立

(αi − αj)
pn = αp

n

i − αp
n

j = αi − αj =⇒ αi − αj ∈ A

(αiα
−1
j )p

n

= αp
n

i (αp
n

j )−1 = αiα
−1
j αiα

−1
j ∈ A

因此A为域。容易知道 1 ∈ A，那么 Zp ⊂ A，因此K = A，进而存在 Galois域 GF(pn)为多项式 xp
n −x ∈ Zp[x]

在 Zp 上的分裂域K，亦为多项式 xp
n − x在K 上的 pn 个互异根 A = {αk}p

n

k=1。

定理 4.6.3 (Galois域的唯一性)

♥
对于素数 p，Galois域 GF(pn)同构于多项式 xp

n − x ∈ Zp[x]在 Zp 上的分裂域。

证明 对于 pn 阶域 F，其素域为

P = {k1 : 0 ≤ k < p} ∼= Zp

由于 F \ {0} ∼= Zpn−1，那么对于任意 α ∈ F \ {0}，成立 αp
n−1 = 1，从而 αp

n − α = 0，因此 F 中的元素均为

多项式 xp
n − x ∈ P [x]在 F 中的根，进而 F 同构于多项式 xp

n − x ∈ Zp[x]在 Zp 上的分裂域。

定义 4.6.2 (正规扩张)

♣

称代数扩张 K/F 为正规扩张，如果 F [x]的在 K 中存在根的不可约多项式在 K[x]中完全分解为一次因

式的积。

定理 4.6.4

♥

对于有限扩张K/F，成立

K/F为正规扩张 ⇐⇒ 存在f(x) ∈ F [x],使得K为f(x)在F上的分裂域
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4.7 Galois群

定义 4.7.1 (F -同态映射)

♣
对于域扩张K/F 与 L/F，称域同态映射 φ : K → L为 F -同态映射，如果 φ|F = 1。

定义 4.7.2 (F -同构映射)

♣
对于域扩张K/F 与 L/F，称域同构映射 φ : K → L为 F -同构映射，如果 φ|F = 1。

定义 4.7.3 (F -自同构映射)

♣
对于域扩张K/F，称域同构映射 φ : K → K 为 F -自同构映射，如果 φ|F = 1。

定义 4.7.4 (Galois群)

♣

对于域扩张 K/F，称域 K 的 F -自同构映射全体对于映射复合运算构成的群为域 K 在域 F 上的 Galois
群，记作 Gal(K/F )。

引理 4.7.1

♥

对于域扩张K/F 与K ′/F ′，φ : F → F ′ 为域同构映射，α ∈ K 为 F 上的代数元，其在 F 上的极小多项

式为

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1 + xn ∈ F [x]

令

fφ(x) = φ(a0) + φ(a1)x+ · · ·+ φ(an−1)x
n−1 + xn ∈ F ′[x]

成立

φ可扩张为单的域同态映射F (α) → K ′ ⇐⇒ fφ(x)在K
′存在根

此时 φ的扩张数目为 fφ(x)在K ′ 中的不同根的数目。

定理 4.7.1

♥

如果 φ : F → F ′ 为域同构映射，且 n ≥ 1次多项式

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ F [x]

在 F 上的分裂域为K，多项式

fφ(x) = φ(a0) + φ(a1)x+ · · ·+ φ(an)x
n ∈ F ′[x]

在 F ′上的分裂域为K ′，那么 φ可扩张为域同构映射K → K ′，且 φ的扩张数目≤ [K : F ]，同时当 fφ(x)

在K ′ 中的存在且仅存在单根时等号成立。

定义 4.7.5 (可分不可约多项式)

♣
对于域 F，称 F 上的不可约多项式 p(x) ∈ F [x]为可分的，如果 p(x)在其分裂域中存在且仅存在单根。

定义 4.7.6 (可分多项式)

♣
对于域 F，称 F 上的非常数项多项式 f(x) ∈ F [x]为可分的，如果其不可约因式为可分的。
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定义 4.7.7 (可分代数元)

♣
对于域扩张K/F，称 F 上的代数元 α ∈ K 为可分的，如果 α在 F 上的极小多项式为可分的。

定义 4.7.8 (可分扩张)

♣
称域扩张K/F 为可分扩张，如果对于任意 α ∈ K，α为可分的。

定理 4.7.2

♥

如果域K 为可分多项式 f(x) ∈ F [x]在域 F 上的分裂域，那么

|Gal(K/F )| = [K : F ]

证明 设 f(x)在 F [x]中的标准分解式为

f(x) = apr11 (x) · · · prnn (x)

其中 p1(x), · · · , pn(x) ∈ F [x]为 F 上的互异首一不可约多项式。令

f0(x) = ap1(x) · · · pn(x)

那么 K 为 f0(x) ∈ F [x]在 F 上的分裂域。由于 f(x)在 F 上可分，那么每一个 pk(x)在 F 上可分，因此 f0(x)

在 K 中的根均互异。由定理4.7.1，域同构映射 1 : F → F 的扩张为域同构映射 φ : K → K 的数目为 [K : F ]，

即K 的 F -自同构映射数目为 [K : F ]，进而K 的每一个的 F -自同构映射均由域同构映射 1 : F → F 扩张而成，

从而

|Gal(K/F )| = [K : F ]

定理 4.7.3 (有限域的 Galois群)

♥

对于素数 p，成立

Gal(GF(pn)/GF(p)) ∼= Zn

证明 由定理4.6.2与4.6.3，Galois域GF(pn)同构于多项式 xp
n −x ∈ Zp[x]在 Zp上的分裂域，且 xp

n −x在GF(pn)
上存在且仅存在 pn 个互异根。由定理4.8.2，GF(pn)/GF(p)为 Galois扩张。由推论4.8.1与定理4.4.1

|GF(pn)/GF(p)| = [GF(pn) : GF(p)] = n

定义映射

φp : GF(pn) −→ GF(pn)

α 7−→ αn

由于

φp(α+ β) = (α+ β)p = αp + βp = φp(α) + φp(β)

φp(αβ) = (αβ)p = αpβp = φp(α)φp(β)

那么 φp为域自同态映射。由于 kerφp为域 GF(pn)的理想，而域为主理想整环，因此 kerφp = (0)，因此 φp为

单射。而域 GF(pn)为有限域，因此 φp 为满射，进而 φp 为域自同构映射。由于对于任意 α ∈ GF(p)，成立

φp(α) = αp = α

因此 φp|GF(p) = 1，进而 φp 为 GF(p)-自同构映射，从而 φp ∈ GF(pn)/GF(p)。容易知道 φp 的阶为 n，那么

Gal(GF(pn)/GF(p)) = 〈φp〉 ∼= Zn

110
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4.8 Galois扩张

定义 4.8.1 (G-不动域)

♣

定义域 F 关于自同构映射群 G的 G-不动域为

InvF (G) = {α ∈ F : φ(α) = α, ∀φ ∈ G}

定理 4.8.1 (Artin引理)

♥

对于域 F 的有限自同构映射群 G，成立

[F : InvF (G)] ≤ |G|

定义 4.8.2 (Galois扩张)

♣
称域扩张K/F 为 Galois扩张，如果 InvK(Gal(K/F )) = F。

定理 4.8.2

♥

对于域扩张K/F，如下命题等价。

1. K/F 为有限可分正规扩张。
2. K 为可分多项式 f(x) ∈ F [x]在 F 上的分裂域。

3. K/F 为有限 Galois扩张。

推论 4.8.1

♥

如果域扩张K/F 为有限 Galois扩张，那么

|Gal(K/F )| = [K : F ]

证明 由定理4.8.2与4.7.2，命题得证！

推论 4.8.2

♥

如果域扩张K/F 为有限 Galois扩张，那么对于任意 α ∈ K，α在 F 上的极小多项式 p(x) ∈ F [x]为可分

的，且 p(x)在K 中的全部根为

A = {φ(α) : φ ∈ Gal(K/F )}

进而由于 F (A)为 p(x)在 F 上的分裂域，于是 F (A)/F 为有限 Galois扩张，且存在 G < SA，使得成立

Gal(F (A)/F ) ∼= G。

证明 由定理4.8.2，对于任意 α ∈ K，α在 F 上的极小多项式 p(x) ∈ F [x]为可分的，且 p(x)在K 中的全部根为

A = {φ(α) : φ ∈ Gal(K/F )}

同理，对于域扩张 F (A)/F，可知对于任意 φ ∈ Gal(F (A)/F )，成立 φ(A) = A，因此 φ诱导置换

πφ : A −→ A

α 7−→ φ(α)

令

Ψ : Gal(F (A)/F ) −→ SA

φ 7−→ πφ

由于

πφψ(α) = (φψ)(α) = φ(ψ(α)) = φ(πψ(α)) = πφ(πψ(α)) = (πφπψ)(α), ∀α ∈ A
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4.9 Galois基本定理

因此 Ψ(φψ) = Ψ(φ)Ψ(ψ)，于是 Ψ为群同态映射。容易知道 Ψ为单的，那么由群同构定理

Gal(F (A)/F ) ∼= im Ψ

命题 4.8.1

♠
如果域 F 存在有限自同构群 G，那么 F/InvF (G)为有限 Galois扩张，且 Gal(F/InvF (G)) = G。

命题 4.8.2

♠

对于域 F ⊂ L ⊂ K，如果K/F 为有限 Galois扩张，那么K/L为有限 Galois扩张，且

Gal(K/L) < Gal(K/F ), InvK(Gal(K/L)) = L

4.9 Galois基本定理

定理 4.9.1 (Galois基本定理)

♥

对于有限 Galois扩张K/F，成立如下命题

1. 存在双射

φ : {域L : K ⊂ L ⊂ F} −→ {群G : G ⊂ Gal(K/F )}

L 7−→ Gal(K/L)

其逆映射为

φ−1 : {群G : G ⊂ Gal(K/F )} −→ {域L : K ⊂ L ⊂ F}

G 7−→ InvK(G)

2.
InvK(Gal(K/L)) = L, Gal(K/InvK(G)) = G

3.
E ⊂ F ⇐⇒ Gal(K/E) ⊃ Gal(K/F )

4.
|Gal(K/InvK(G))| = [K : InvK(G)], [Gal(K/F ) : G] = [InvK(G) : F ]

5.
φ−1(G) = L =⇒ φ−1(σGσ−1) = σ(L), ∀σ ∈ G

6.
G◁ Gal(K/F ) ⇐⇒ InvK(G)为F上的正规扩张

此时

Gal(InvK(G)/F ) ∼= Gal(K/F )/G

定理 4.9.2

♥

对于域 F 上的 n次多项式

f(x) = xn − a1x
n−1 + a2x

n−2 − · · ·+ (−1)nan ∈ F (a1, · · · , an)[x]

如果 f(x)在 F (a1, · · · , an)上的分裂域为K，那么 f(x)在K 中存在且仅存在 n个互异根，且

Gal(K/F (a1, · · · , an)) ∼= Sn
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定理 4.9.3 (方程根式可解的判别准则)

♥

对于无限域 F 上的多项式 f(x) ∈ F [x]，成立

方程f(x) = 0根式可解 ⇐⇒ f(x)的分裂域的 Galois群可解

定理 4.9.4 (Abel-Ruffini定理)

♥

对于无限域 F 上的 n次方程

xn − a1x
n−1 + a2x

n−2 − · · ·+ (−1)nan = 0

当且仅当 n ≥ 5时不为根式可解。
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