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第一章 曲线论

1.1 向量函数

定义 1.1.1 (向量函数)

♣

对于点集 G ⊂ Rn，定义的向量函数为

r : G −→ Rm

t 7−→ (f1(t), · · · , fm(t))

其中对于任意 1 ≤ k ≤ m，fk : Rn → R为函数。特别的，当 n = 1时，称之为 Rm 上的向量函数。

定义 1.1.2 (向量的数量积/内积)

♣

对于 Rn 上的向量 x与 y，定义其数量积/内积为

x · y =

n∑
k=1

xkyk

其中

x = (x1, · · · , xn), y = (y1, · · · , yn)

定义 1.1.3 (向量的向量积/外积)

♣

对于 R3 上的向量 x = (x1, x2, x3)与 y = (y1, y2, y3)，定义其向量积/外积为

x× y =

∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

x1 x2 x3

y1 y2 y3

∣∣∣∣∣∣∣∣
定义 1.1.4 (向量的向量积/外积)

♣

对于 R3 上的向量 x,y, z，定义其混合积为

(x,y, z) = x× y · z

定义 1.1.5 (模)

♣

定义 Rn 上的向量 x的模为

|x| =
√
x · x

1.1.1 向量函数的极限

定义 1.1.6 (向量函数的极限)
1. 称向量函数 r在 t0 处的极限为向量 a，并记作

lim
t→t0

r(t) = a

如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得成立

0 < |t− t0| < δ =⇒ |r(t)− a| < ε

2. 称 Rn上的向量函数 r = (f1, · · · , fm)在 t0处的极限为向量 (a1, · · · , am)，如果对于任意 1 ≤ k ≤ n，



1.1 向量函数

♣

成立

lim
t→t0

f(t) = ak

命题 1.1.1 (向量函数极限的性质)

♠

对于向量函数 r, s，以及函数 λ : R → R，如果

lim
t→t0

r(t) = a, lim
t→t0

s(t) = b, lim
t→t0

λ(t) = µ

那么成立如下命题。

1.
lim
t→t0

r(t)± s(t) = a± b

2.
lim
t→t0

λ(t)r(t) = µa

3.
lim
t→t0

r(t) · s(t) = a · b

4. 若 n = 3，则

lim
t→t0

r(t)× s(t) = a× b

1.1.2 向量函数的连续性

定义 1.1.7 (向量函数的连续性)

♣

称向量函数 r在 t0 处连续，如果

lim
t→t0

r(t) = r(t0)

命题 1.1.2 (向量函数连续性的性质)

♠

对于向量函数 r, s，以及函数 λ : R → R，如果 r, s以及 λ均在 t ∈ G处连续，那么向量函数 r±s, λr, r×s

与函数 r · s均在 t处连续。

1.1.3 向量函数的微商

定义 1.1.8 (向量函数的可微性)

♣

1. 称向量函数 r在 t0 处可微，如果存在极限

lim
t→t0

r(t)− r(t0)

t− t0

2. 称 Rn 上的向量函数 r = (f1, · · · , fn)在 t0 处可微，如果对于任意 1 ≤ k ≤ n，存在极限

lim
t→t0

f(t)− f(t0)

t− t0

2



1.1 向量函数

定义 1.1.9 (向量函数的微商)

♣

如果向量函数 r在 t0 处可微，那么定义其在 t0 处的微商为

dr

dt

∣∣∣∣
t=t0

= r′(t0) = lim
t→t0

r(t)− r(t0)

t− t0

命题 1.1.3 (向量函数可微性的性质)

♠

对于向量函数 r, s, t，以及函数 λ : R → R，如果 r, s, t以及 λ均可微，那么向量函数 r ± s, λr, r × s与

函数 r · s, (r, s, t)均可微，且成立

(r ± s)′ = r′ ± s′

(λr)′ = λr′

(r × s)′ = r′ × s+ r × s′

(r · s)′ = r′ · s+ r · s′

(r, s, t)′ = (r′, s, t) + (r, s′, t) + (r, s, t′)(r
s

)
=

r′s− rs′

s2

1.1.4 向量函数的 Taylor公式

定理 1.1.1 (向量函数的 Taylor公式)

♥

如果向量函数 r为 n+ 1次可微函数，那么成立 Taylor展式

r(t) =

n∑
k=0

(t− t0)
k

k!
r(k)(t0) +

(t− t0)
n+1

(n+ 1)!
(r(n+1)(t0) + ε(t))

其中

lim
t→t0

ε(t) = 0

特别的，如果 r为无限次可微函数，那么成立 Taylor展式

r(t) =

∞∑
n=0

(t− t0)
n

n!
r(n)(t0)

1.1.5 向量函数的积分

定义 1.1.10 (向量函数的可积性)

♣

称 Rn上的向量函数 r = (f1, · · · , fn)在 [a, b]上可积，如果对于任意 1 ≤ k ≤ n，函数 fk 在 [a, b]上可积，

且成立 ∫ b

a

r =

(∫ b

a

f1, · · · ,
∫ b

a

fn

)

命题 1.1.4 (向量函数可积性的性质)
对于向量函数 r，如果 r在 [a, b]上连续，那么 r在 [a, b]上可积，且成立

1. 若 a < c < b，则 ∫ b

a

r =

∫ c

a

r +

∫ b

c

r

3



1.1 向量函数

♠

2. 若 Rn 上的向量函数 s在 [a, b]上可积，则∫ b

a

r + s =

∫ b

a

r +

∫ b

a

s

3. 若 λ ∈ R，则 ∫ b

a

λr = λ

∫ b

a

r

4. 若 λ ∈ Rn，则 ∫ b

a

λ · r = λ ·
∫ b

a

r

5. 若 λ ∈ Rn，则 ∫ b

a

λ× r = λ×
∫ b

a

r

6.
d

dt

∫ t

a

r = r(t)

引理 1.1.1

♥

对于可微向量函数 r，成立

r ≡常向量 ⇐⇒ r′ ≡ 0

证明 必要性由微商定义1.1.9得出。充分性由向量函数的 Taylor公式1.1.1得出。

定理 1.1.2

♥

对于可微向量函数 r，成立

|r| ≡常数 ⇐⇒ r · r′ ≡ 0

证明

|r| ≡常数 ⇐⇒ r · r ≡常数 ⇐⇒ d

dt
r · r ≡ 0 ⇐⇒ 2r · r′ ≡ 0 ⇐⇒ r · r′ ≡ 0

定理 1.1.3

♥

对于 R3 上的可微向量函数 r，成立

∃λ : R → R与常向量e, r = λe ⇐⇒ r × r′ ≡ 0

证明 对于必要性，如果存在 λ : R → R与常向量 e，使得成立 r = λe，那么此时 r′ = λ′e，进而

λe× λ′e = (λλ′)e× e = 0

对于充分性，令 r = λe，其中 |e| ≡ 1，此时

r′ = λ′e+ λe′

因此

r × r′ = λe× (λ′e+ λe′) = λ2e× e′ ≡ 0 =⇒ e× e′ ≡ 0

又由于 |e| ≡ 1，那么由定理1.1.2，e · e = 0，因此 e为常向量。

定理 1.1.4

♥

对于 R3 上的二次可微向量函数 r，成立

∃常向量e, r · e = 0 ⇐⇒ (r, r′, r′′) ≡ 0

4



1.2 曲线

定义 1.1.11 (旋转速度)

♣

定义可微向量函数 r在 t0 处的旋转速度为

lim
t→t0

∣∣∣∣∣∣arccos
r(t)·r(t0)

|r(t)||r(t0)|

t− t0

∣∣∣∣∣∣
定理 1.1.5

♥
可微单位向量函数 r的旋转速度函数为 |r′|。

证明 考察 r在 t0 处的旋转速度为

lim
t→t0

∣∣∣∣arccos r(t) · r(t0)t− t0

∣∣∣∣
记 θ(t) = arccos r(t) · r(t0)，那么

|r(t)− r(t0)| = 2 sin
θ(t)

2

因此

lim
t→t0

∣∣∣∣arccos r(t) · r(t0)t− t0

∣∣∣∣ = lim
t→t0

|r(t)− r(t0)|
|t− t0|

· lim
t→t0

| arccos r(t) · r(t0)|
|r(t)− r(t0)|

= |r′(t0)| lim
t→t0

∣∣∣∣∣ θ(t)

2 sin θ(t)
2

∣∣∣∣∣
= |r′(t0)|

由 t0 的任意性，r的旋转速度函数为 |r′|。

1.2 曲线

1.2.1 曲线的定义

定义 1.2.1 (简单曲线段)

♣
称同胚映射 [0, 1] → R3 的像为简单曲线段。

定义 1.2.2 (参数方程)

♣


x = x(t)

y = y(t)

z = z(t)

a < t < b

例题 1.1开圆弧： x = a cos t

y = a sin t
0 < t < 2π

例题 1.2开椭圆弧： x = a cos t

y = b sin t
0 < t < 2π
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1.2 曲线

例题 1.3圆柱螺线： 
x = a cos t

y = a sin t

z = bt

t ∈ R

例题 1.4双曲螺线： 
x = a cosh t

y = a sinh t

z = at

t ∈ R

1.2.2 光滑曲线

定义 1.2.3 (光滑曲线)

♣称曲线 r为光滑曲线，如果其连续可微。

定义 1.2.4 (Cn 类曲线)

♣

称曲线 r为 Cn 类曲线，如果其 n阶连续可微；特别的，称曲线 r为 C∞ 类曲线，如果其无穷阶连续可

微。

定义 1.2.5 (正则点)

♣
称 t为光滑曲线 r的正则点，如果 r′(t) 6= 0。

定义 1.2.6 (正则曲线)

♣称光滑曲线 r为正则曲线，如果其任意一点均为正则点。

1.2.3 曲线的切线和法平面

定义 1.2.7 (切线)

♣

定义光滑曲线 r在正则点 t的切线为向量 r′(t)，切线参数方程为

p− r(t) = λr′(t) 或


X − x(t) = λx′(t)

Y − y(t) = λy′(t)

Z − z(t) = λz′(t)

, λ ∈ R

坐标方程为
X − x(t)

x′(t)
=
Y − y(t)

y′(t)
=
Z − z(t)

z′(t)

定义 1.2.8 (法平面)

♣

定义光滑曲线 r在正则点 t的法平面方程为

(p− r(t)) · r′(t) = 0 或 x′(t)(X − x(t)) + y′(t)(Y − y(t)) + z′(t)(Z − z(t)) = 0
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1.3 空间曲线

1.2.4 曲线弧

定理 1.2.1

♥

光滑曲线 r的弧长为

l =

∫ b

a

|r′| =
∫ b

a

√
x′2 + y′2 + z′2

定义 1.2.9 (曲线的自然参数表示)

♣

对于光滑曲线 r，定义

s(t) =

∫ t

a

|r′|

此时
ds

dt
= |r′| > 0

由隐函数定理，存在 s(t)的反函数 t(s)，因此得到以自然参数 s的曲线方程 r = r(s)。

命题 1.2.1

♠
ds = |r′(t)|dt, ds2 = r′2dt2 = dr2, ds2 = dx2 + dy2 + dz2, |ṙ| =

∣∣∣∣drds
∣∣∣∣ = 1

定理 1.2.2

♥

对于光滑曲线 r = r(t)，如果 s为自然参数，那么

t为自然参数 ⇐⇒ ∃c ∈ R, t = ±s+ c

定理 1.2.3

♥

对于光滑曲线 r = r(s)，成立

s为自然参数 ⇐⇒
∣∣∣∣drds

∣∣∣∣ = 1

例题 1.5圆柱螺线 
x = a cos t

y = a sin t

z = bt

t ∈ R

的自然参数为

t =
s√

a2 + b2

例题 1.6双曲螺线 
x = a cosh t

y = a sinh t

z = at

t ∈ R

的自然参数为

s =
√
2a sinh t
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1.3 空间曲线

1.3 空间曲线

1.3.1 空间曲线的密切平面

定义 1.3.1 (密切平面)

♣

定义二阶连续可微曲线 r在 t处的密切平面为

(p− r(t), r′(t), r′′(t)) = 0 或

∣∣∣∣∣∣∣∣
X − x(t) Y − y(t) Z − z(t)

x′(t) y′(t) z′(t)

x′′(t) y′′(t) z′′(t)

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

1.3.2 空间曲线的基本三棱形

定义 1.3.2 (单位切向量,主法向量,副法向量)

♣

对于二阶连续可微的曲线 r，分别定义单位切向量，主法向量，副法向量如下

α =
r′

|r′|
, β = γ ×α =

(r′ · r′)r′′ − (r′ · r′′)r′

|r′||r′ × r′′|
, γ =

r′ × r′′

|r′ × r′′|
特别的，若以自然参数表示曲线 r = r(s)，则单位切向量，主法向量，副法向量如下

α = ṙ, β =
α̇

|α̇|
, γ = α× β

定义 1.3.3 (密切平面,法平面,从切平面)

♣

对于二阶连续可微的曲线 r，定义密切平面为以 γ 为法向的平面，方程为

(p− r, r′, r′′) = 0

法平面为以 α为法向的平面，方程为

(p− r) · r′ = 0

从切平面为以 β为法向的平面，方程为

(p− r) · r′′ = 0

定义 1.3.4 (切线,主法线,副法线)

♣

对于二阶连续可微的曲线 r，定义切线为(p− r, r′, r′′) = 0

(p− r) · r′′ = 0

主法线为 (p− r, r′, r′′) = 0

(p− r) · r′ = 0

副法线为 (p− r) · r′ = 0

(p− r) · r′′ = 0
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1.3 空间曲线

定义 1.3.5 (Frenet标架)

♣称两两正交的单位向量 α,β,γ 为 Frenet标架。

定义 1.3.6 (基本三棱形)

♣称单位切向量，主法向量，副法向量密切平面，法平面，从切平面为基本三棱形。

1.3.3 空间曲线的曲率,挠率与 Frenet公式

定义 1.3.7 (曲率)

♣

定义二阶连续可微的曲线 r的曲率函数为

k =
|r′ × r′′|
|r′|3

特别的，若以自然参数表示曲线 r = r(s)，则曲率函数为

k = |α̇|

定义 1.3.8 (挠率)

♣

定义三阶连续可微的曲线 r的挠率函数为

τ =
(r′, r′′, r′′′)

|r′ × r′′|2

特别的，若以自然参数表示曲线 r = r(s)，则挠率函数为

τ =

|γ̇|, γ′与β异向

−|γ̇|, γ′与β同向

定义 1.3.9 (曲率圆,曲率中心,曲率半径)

♣

曲线 r = r(s)在 s处的曲率圆的曲率中心为

r∗(s) = r(s) +
1

k
β

曲率半径为 1/k。

定理 1.3.1 (Frenet公式)

♥

对于二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)，成立
α̇ = kβ

β̇ = −kα+ τγ

γ̇ = −τβ

或


α̇

β̇

γ̇

 =


0 k 0

−k 0 τ

0 −τ 0



α

β

γ



(* 使用 Mathematica 求解 Frenet 系统参数 *)
x[t_] := Cos[t]
y[t_] := Sin[t]
z[t_] := t
curve[t_] := {x[t], y[t], z[t]}
{{\[Kappa], \[Tau]}, {\[Alpha], \[Beta], \[Gamma]}} =
FrenetSerretSystem[curve[t], t] // Simplify
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1.3 空间曲线

1.3.4 空间曲线在一点邻近的结构

定理 1.3.2 (空间曲线在一点的邻近点)

♥

对于三阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)，成立

r(s+∆s)− r(s) = ∆sα+
1

2
k(∆s)2β +

1

6
kτ(∆s)3γ

建立新坐标系 {r(s) : α,β,γ}，从而 r(s)的邻近点 r(s+∆s)坐标为

(ξ, η, ζ) =

(
∆s,

1

2
k(∆s)2,

1

6
kτ(∆s)3

)
若以 ∆s为参数，那么该坐标表示曲线 r = (r)(s)在 r(s)邻近的近似方程。

1. 近似曲线在法平面 ξ = 0的投影为

ζ2 =
2τ2

9k
η3

2. 近似曲线在从切平面 η = 0的投影为

ζ =
1

2
kτξ3

3. 近似曲线在密切平面 ζ = 0的投影为

η =
1

2
kξ2

1.3.5 空间曲线论的基本定理

定义 1.3.10 (自然方程)

♣

称二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)的自然方程为

k = k(s), τ = τ(s)

定理 1.3.3 (空间曲线论的基本定理)

♥

对于闭区间 [s0, t]上的连续函数 φ(s) > 0与 ψ(s)，存在且存在唯一空间曲线 r = r(s)，使得 s为其自然

参数，且 φ(s)为其曲率，ψ(s)为其挠率。

1.3.6 一般螺线

定义 1.3.11 (直线)

♣

称二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)为直线，如果成立如下命题之一。

1. 参数表示：存在常向量 a与 b，使得成立

r(s) = as+ b

2. 切向量的微商为零向量：
r̈ = α̇ = 0

3. 曲率为零：
k = 0

证明

r = as+ b ⇐⇒ r̈ = 0 ⇐⇒ α̇ = 0 ⇐⇒ |r̈| = 0 ⇐⇒ k = 0
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1.4 平面上的特殊曲线

定义 1.3.12 (平面曲线)

♣

称二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)为平面曲线，如果成立如下命题之一。

1. 切线与固定方向垂直：存在非零常向量 p，使得成立

α · p = 0

2. 挠率为零：
τ = 0

定义 1.3.13 (圆周)

♣

称二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)为圆周，如果成立如下命题之一。

1. r为平面曲线，且存在常向量 a与常数 r，使得成立

|r − a| = r

2. 曲率为正常数，挠率为零：存在常数 r，使得成立

k =
1

r
, τ = 0

定义 1.3.14 (圆柱螺线)

♣
称二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)为圆柱螺线，如果其曲率与挠率均为非零常数。

定义 1.3.15 (一般螺线)

♣

称二阶连续可微且以自然参数表示的曲线 r = r(s)为一般螺线，如果成立如下命题之一。

1. 切线与固定方向成固定角：存在单位常向量 p与常数 ω，使得成立

α · p ≡ cosω

2. 主法线与固定方向垂直：存在非零常向量 p，使得成立

β · p ≡ 0

3. 副法线与固定方向成固定角：存在单位常向量 p与常数 ω，使得成立

γ · p ≡ cosω

4. 曲率与挠率成定比：存在常数 a，使得成立
k

τ
= a

定理 1.3.4

♥

一般螺线的方程为

r(s) = (x(s), y(s), s cosω)
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1.4 平面上的特殊曲线

1.4 平面上的特殊曲线

定义 1.4.1 (悬链线)

♣

悬链线方程 y = y(x)满足微分方程

ay′′ =
√
1 + y′2, y(0) = a, y′(0) = 0

悬链线方程 y = y(x)为

y = a cosh
x

a

定义 1.4.2 (旋轮线)

♣

x = a(θ − sin θ)

y = a(1− cos θ)
, θ为参数

定义 1.4.3 (内旋轮线)

♣

x = (R− r) cos θ + r cos R−r
r θ

y = (R− r) sin θ − r sin R−r
r θ

, θ为参数

定义 1.4.4 (外旋轮线)

♣

x = (R+ r) cos θ − r cos R+r
r θ

y = (R+ r) sin θ − r sin R+r
r θ

, θ为参数
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第二章 曲面论

2.1 曲面的概念

2.1.1 简单曲面及其参数表示

定义 2.1.1 (Jordan曲线)

♣称 J ⊂ R2 为 Jordan曲线，如果其同胚与单位圆周 S1。

定理 2.1.1 (Jordan曲线定理)

♥
如果 J 为 E2 上的 Jordan曲线，那么 E2 \ J 存在且仅存在两个连通分支，且其均以 J 为边界。

定义 2.1.2 (初等区域)

♣

称同胚映射 D2 → R2 的像为初等区域，其中

D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}

定义 2.1.3 (简单曲面)

♣

称同胚映射 D2 → R3 的像为简单曲面，其中

D2 = {(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 < 1}

定义 2.1.4 (简单曲面的参数表示)

♣


x = x(u, v)

y = y(u, v)

z = z(u, z)

, (u, v) ∈ G

定义 2.1.5 (参数变换)

♣

对于曲面 r = r(u, v)，称

u = u(u, v), v = v(u, v)

为参数变换，如果函数 u(u, v)与 v(u, v)连续，且存在连续偏导数，同时∣∣∣∣∣∂u∂u ∂v
∂u

∂u
∂v

∂v
∂v

∣∣∣∣∣ 6= 0

例题 2.1圆柱面： 
x = R cos θ

y = R sin θ

z = z

, (θ, z) ∈ [0, 2π]× R



2.1 曲面的概念

例题 2.2球面： 
x = R cos θ cosφ

y = R sin θ sinφ

z = R sin θ

, (θ, φ) ∈ [−π/2, π/2]× [0, 2π]

例题 2.3旋转曲面： 
x = φ(t) cos θ

y = φ(t) sin θ

z = ψ(t)

, (θ, z) ∈ [0, 2π]× R

定义 2.1.6 (坐标曲线)

♣
称曲面 r(u, v)关于 v0 的 u-曲线为 r(u, v0)，关于 u0 的 v-曲线为 r(u0, v)

定义 2.1.7 (曲纹坐标网)

♣
定义曲面 r(u, v)的曲纹坐标网为 u-曲线族与 v-曲线族。

2.1.2 光滑曲面、曲面的切平面与法线

定义 2.1.8 (光滑曲面)

♣称光滑曲线 r为光滑曲线，如果其连续可微。

定义 2.1.9 (Cn 类曲面)

♣称曲面 r为 Cn 类曲面，如果其 n阶连续可微。

定义 2.1.10 (正则点)

♣
称 (u0, v0)为光滑曲面 r的正则点，如果 ru × rv 在 (u0, v0)处不为 0。

定义 2.1.11 (正规坐标网)

♣

称曲面 r(u, v)的 u-曲线族与 v-曲线族为正规坐标网，如果任意 (u0, v0)存在且存在唯一 u-曲线与 v-曲线，
且其不相切。

定义 2.1.12 (切平面)

♣

定义光滑曲面 r在正则点 (u, v)的切平面方程为

(p− r(u, v), ru(u, v), rv(u, v)) = 0

其坐标形式为 ∣∣∣∣∣∣∣∣
X − x(u, v) Y − y(u, v) Z − z(u, v)

xu(u, v) yu(u, v) zu(u, v)

xv(u, v) yv(u, v) zv(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣∣
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2.1 曲面的概念

定义 2.1.13 (法向量)

♣

定义光滑曲面 r的法向量为 ru × rv，单位法向量为

n =
ru × rv
|ru × rv|

定义 2.1.14 (法线)

♣

定义光滑曲面 r切线为向量 r′(t)，切线参数方程为

p− r = λru × rv, λ ∈ R

坐标方程为
X − x(u, v)∣∣∣∣∣yu(u, v) zu(u, v)

yv(u, v) zv(u, v)

∣∣∣∣∣
=

Y − y(u, v)∣∣∣∣∣zu(u, v) xu(u, v)

zv(u, v) xv(u, v)

∣∣∣∣∣
=

Z − z(u, v)∣∣∣∣∣xu(u, v) yu(u, v)

xv(u, v) yv(u, v)

∣∣∣∣∣
定理 2.1.2

♥

对于曲面 r，如果作参数变换

u = u(u, v), v = v(u, v)

那么 (
ru

rv

)
=

(
∂u
∂u

∂v
∂u

∂u
∂v

∂v
∂v

)(
ru

ru

)

进而

ru × rv =

∣∣∣∣∣∂u∂u ∂v
∂u

∂u
∂v

∂v
∂v

∣∣∣∣∣ ru × rv

2.1.3 曲面上的曲线族与曲线网

对于光滑曲面 S：

r = r(u, v)

曲面 S 上一曲线的方程为

u = u(t), v = v(t)

或

r = r(u(t), v(t)) = r(t)

消去 t，可得曲面上曲线方程的其他形式

u = φ(v)

或

v = ψ(u)

或

f(u, v) = 0

线性微分方程

A(u, v)du+B(u, v)dv = 0
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2.2 曲面的第一基本形式

的解曲线为

u = φ(v, C)

其中 C 为待定参数，于是该微分方程表示曲面上的一族曲线。

二阶微分方程

A(u, v)du2 + 2B(u, v)dudv + C(u, v)dv2 = 0

其中 B2 > AC 表示曲面上的两族曲线。

2.2 曲面的第一基本形式

2.2.1 曲面的第一基本形式

定义 2.2.1 (曲面的第一基本形式与第一类基本量)

♣

定义曲面

S : r = r(u, v)

的第一基本形式为

Idr2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 =
(
du dv

)(E F

F G

)(
du

dv

)
其中

E = ru · ru, F = ru · rv, G = rv · rv

称为曲面 S 的第一类基本量。

(* 使用 Mathematica 求解曲面的第一类基本量 *)
(* 定义曲面的第一类基本量 *)
FirstFundamentalFormCoefficients[r_, {u_, v_}] := Module[{
du = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u\)]r\),
dv = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v\)]r\)},
{du . du, du . dv, dv . dv}]
(* 定义曲面 *)
r[u_, v_] := {u Cos[v], u Sin[v], a*v}
(* 计算曲面的第一类基本量 *)
FirstFundamentalFormCoefficients[r[u, v], {u, v}] // Simplify

2.2.2 曲面上曲线的长

定理 2.2.1 (曲面上曲线的长)
曲面

S : r = r(u, v)

上的曲线

u = u(t), v = v(t)
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2.2 曲面的第一基本形式

♥

在 [a, b]间的长为 ∫ b

a

√
E(u′(t))2 + 2Fu′(t)v′(t) +G(v′(t))2dt

2.2.3 曲面上两方向的交角

定义 2.2.2 (曲面上的方向)

♣

定义曲面 r = r(u, v)上的方向为

dr = rudu+ rvdv

定理 2.2.2 (曲面上的方向的交角)

♥

曲面 r = r(u, v)上的方向 dr与 δr的交角为

cos θ =
dr

|dr|
· δr
|δr|

=
Eduδu+ F (duδv + dvδu) +G(dvδv)√

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2
√
Eδu2 + 2Fδuδv +Gδv2

推论 2.2.1 (曲面上坐标曲线的交角)

♥

曲面 r = r(u, v)上的坐标曲线 u-曲线与 v-曲线的交角为

cosω =
ru
|ru|

· rv
|rv|

=
F√
EG

2.2.4 正交曲线族与正交轨线

定理 2.2.3

♥

曲面 r = r(u, v)上两族曲线

Adu+Bdv = 0, Cδu+Dδv = 0

正交的充分必要条件是

EBD − F (AD +BC) +GAC = 0

定理 2.2.4

♥

曲面 r = r(u, v)上与曲线族

Adu+Bdv = 0

正交的曲线族的微分方程为
δv

δu
= −BE −AF

BF −AG

2.2.5 曲面域的面积

定理 2.2.5 (曲面域的面积)

♥

曲面 r = r(u, v)在区域 D上的面积为 ∫∫
D

√
EG− F 2dudv

17



2.3 曲面的第二基本形式

2.2.6 等距变换

定理 2.2.6 (曲面变换)

♥

对于曲面

S : r = r(u, v), S : r = r(u, v)

称

u = u(u, v), v = v(u, v)

S 到 S 的变换，如果函数 u(u, v)与 v(u, v)连续，且存在连续偏导数，同时∣∣∣∣∣∂u∂u ∂u
∂v

∂v
∂u

∂v
∂v

∣∣∣∣∣ 6= 0

定义 2.2.3 (等距变换)

♣

称曲面间的变换为等距变换，如果成立如下命题之一。

1. 保持曲面上任意曲线的长不变。
2. 存在参数变换，使其第一基本形式相同。

2.2.7 保角变换

定义 2.2.4 (保角变换)

♣

称曲面间的变换为保角变换，如果成立如下命题之一。

1. 保持曲面上任意曲线间的夹角不变。
2. 其第一基本形式成比例。

2.3 曲面的第二基本形式

2.3.1 曲面的第二基本形式

定义 2.3.1 (曲面的第二基本形式)

♣

定义曲面

S : r = r(u, v)

的第二基本形式为

II = n · d2r = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 =
(
du dv

)(L M

M N

)(
du

dv

)
其中

L = ruu · n =
(ruu, ru, rv)√
EG− F 2

, M = ruv · n =
(ruv, ru, rv)√
EG− F 2

, N = rvv · n =
(rvv, ru, rv)√
EG− F 2

称为曲面 S 的第二类基本量。

(* 使用 Mathematica 求解曲面的第二类基本量 *)
(* 定义曲面的第二类基本量 *)
SecondFundamentalFormCoefficients[r_List, {u_, v_}] := Module[{
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2.3 曲面的第二基本形式

du = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u\)]r\),
dv = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v\)]r\),
dudu, dudv, dvdv},

dudu = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u\)]du\);
dudv = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v\)]du\);
dvdv = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v\)]dv\);
{Det[{dudu, du, dv}], Det[{dudv, du, dv}], Det[{dvdv, du, dv}]}/Sqrt[du . du dv . dv - (du . dv)^2]]
(* 定义曲面 *)
r[u_, v_] := {u, v, a (u^2 + v^2)}
(* 计算曲面的第二类基本量 *)
SecondFundamentalFormCoefficients[r[u, v], {u, v}] // Simplify

2.3.2 曲面上曲线的曲率

定义 2.3.2 (法截面)

♣

定义曲面

S : r = r(u, v)

在 P 点处的法截面为其方向 (d) = du : dv与其法方向 n所确定的平面。

定义 2.3.3 (法截线)

♣称曲面与法截面的交线为法截线。

定义 2.3.4 (法曲率)

♣

定义曲面的法曲率为

kn =
II

I

定理 2.3.1 (Meusnier定理)

♥

曲面曲线 (C)在点 P 处的曲率中心 C 为与曲线 (C)具有共同切线的法截线 (C0)上同一点 P 处的曲率中

心 C0 在曲线 (C)的密切平面上的投影。

2.3.3 Dupin指标线

定义 2.3.5 (Dupin指标线)

♣

定义曲面 r = r(u, v)的 Dupin指标线在仿射标架 {P, ru, rv}下的方程为

xru + yrv =
1√
|kn|

dr

|dr|
即

|Lx2 + 2Mxy +Ny2| = 1

平面上的点 P 由其 Dupin指标线进行分类：
1. 如果 LN > M2，那么 P 称为曲面的椭圆点，此时 Dupin指标线为椭圆。
2. 如果 LN < M2，那么 P 称为曲面的双曲点，此时 Dupin指标线为共轭双曲线。
3. 如果 LN =M2，那么 P 称为曲面的抛物点，此时 Dupin指标线为抛物线。
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2.3 曲面的第二基本形式

2.3.4 曲面的渐进方向和共轭方向

2.3.4.1 曲面的渐进方向

定义 2.3.6 (渐进方向)

♣

如果 P 点为曲面的双曲点，那么其 Dupin指标线存在渐近线，那么其渐近线满足方程

Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 = 0

定义 2.3.7 (渐进曲线)

♣

称曲面上的曲线为渐进曲线，如果其上任意一点的切方向均为渐进方向。渐进曲线的微分方程为

Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 = 0

定理 2.3.2

♥曲面上的一条曲线为渐进曲线当且仅当其为一条直线或其密切平面为曲面的切平面。

定义 2.3.8 (渐进网)

♣如果曲面上的点均为双曲点，那么曲面上存在两族渐进曲线，称之为曲面上的渐进网。

命题 2.3.1

♠

曲面的曲纹坐标网为渐进网的充分必要条件是

L = N = 0

2.3.4.2 曲面的共轭方向

定义 2.3.9 (共轭方向)

♣

称曲面上某点的两个方向 (d)和 (δ)为共轭方向，如果包含该方向的直线为该点的 Dupin指标线的共轭直
径。

定理 2.3.3

♥

曲面上某点的两个方向 (d)和 (δ)为共轭方向的充分必要条件为

Lduδu+M(duδv + dvδu) +Ndvδv = 0

定义 2.3.10 (共轭网)

♣

称曲面上的两族曲线为共轭网，如果对于曲面上任意一点，此两族曲线的两条曲线的切方向均为共轭方

向。

命题 2.3.2

♠

曲面的曲纹坐标网为共轭网的充分必要条件是

M = 0

20



2.3 曲面的第二基本形式

2.3.5 曲面的主方向和曲率线

定义 2.3.11 (主方向)

♣称曲面上某点的两个方向为主方向，如果其既正交又共轭。

定理 2.3.4

♥

曲面上某点的两个方向 (d)和 (δ)为主方向的充分必要条件为Eduδu+ F (duδv + dvδu) +Gdvδv = 0

Lduδu+M(duδv + dvδu) +Ndvδv = 0

消去 δu, δv ∣∣∣∣∣∣∣∣
dv2 −dudv du2

E F G

L M N

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

即

(EM − FL)du2 + (EN −GL)dudv + (FN −GM)dv2 = 0

因此除
E

L
=

F

M
=
G

N

外，该二次方程从存在两个不相等的实根。

定义 2.3.12 (脐点)

♣

称曲面上的点为脐点，如果成立
E

L
=

F

M
=
G

N

定义 2.3.13 (平点)

♣

称曲面上的脐点为平点，如果成立

L =M = N = 0

定义 2.3.14 (圆点)

♣

称曲面上的脐点为圆点，如果不成立

L =M = N = 0

定理 2.3.5 (Rodrigues定理)

♥

对于曲面 r上某点的方向 (d)，成立

(d)为主方向 ⇐⇒ Idn+ IIdr = 0

定义 2.3.15 (曲率线)

♣称曲面上的曲线为曲率线，如果其任意一点的切方向均为主方向。
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2.3 曲面的第二基本形式

定义 2.3.16 (曲率线网)

♣

称曲面上的两族曲率线为曲率线网，其方程为∣∣∣∣∣∣∣∣
dv2 −dudv du2

E F G

L M N

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0

命题 2.3.3

♠

曲面的曲纹坐标网为曲率线网的充分必要条件是

F =M = 0

2.3.6 曲面的主曲率、Gauss曲率与平均曲率

定义 2.3.17 (主曲率)

♣

称曲面上某点主方向上的法曲率 kN 为此点的主曲率，其计算公式为∣∣∣∣∣L− kNE M − kNF

M − kNF N − kNG

∣∣∣∣∣ = 0

即

(EG− F 2)k2N − (LG− 2MF +NE)kN + (LN −M2) = 0

特别的，沿 u-曲线方向对应的主曲率为
k1 =

L

E

沿 v-曲线方向对应的主曲率为
k2 =

N

G

定理 2.3.6 (Euler公式)

♥

对于方向 (d)与 u-曲线的夹角为 θ，那么

cos2 θ =
Edu2

Edu2 +Gdv2
, sin2 θ =

Gdv2

Edu2 +Gdv2

由于

kn =
II

I
=
Ldu2 +Ndv2

Edu2 +Gdv2

那么

kn = k1 cos
2 θ + k2 sin

2 θ

命题 2.3.4

♠曲面上非脐点的点的主曲率为曲面在该点所有方向的发曲率中的最大值和最小值。

定义 2.3.18 (Gauss曲率)

♣

对于曲面某点的主曲率为 k1, k2，称其积K = k1k2 为该点的 Gauss曲率，换言之

K = k1k2 =
LN −M2

EG− F 2
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2.3 曲面的第二基本形式

定义 2.3.19 (平均曲率)

♣

对于曲面某点的主曲率为 k1, k2，称其算术平均 H = (k1 + k2)/2为该点的平均曲率，换言之

H =
k1 + k2

2
=
LG− 2MF +NE

2(EG− F 2)

(* 使用 Mathematica 求解曲面的Gauss曲率 *)
(* 定义曲面的Gauss曲率 *)
GaussianCurvature[x_List, {u_, v_}] /; Length[x] == 3 :=
Module[{
du = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u\)]x\),
dv = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v\)]x\)},

Simplify[(
Det[{\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u, u\)]x\), du, dv}]
Det[{\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v, v\)]x\), du, dv}]
- Det[{\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u, v\)]x\), du, dv}]^2)
/(du . du dv . dv - (du . dv)^2)^2]]
(* 定义曲面 *)
r[u_, v_] := {u Cos[v], u Sin[v], a*v}
(* 计算曲面的Gauss曲率 *)
GaussianCurvature[r[u, v], {u, v}] // Simplify

(* 使用 Mathematica 求解曲面的平均曲率 *)
(* 定义曲面的平均曲率 *)
MeanCurvature[x_, {u_, v_}] := Module[{
du = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u\)]x\),
dv = \!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v\)]x\)},

Simplify[(
Det[{\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u, u\)]x\), du, dv}] dv . dv
- 2 Det[{\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(u, v\)]x\), du, dv}] du . dv
+ Det[{\!\(\*SubscriptBox[\(\[PartialD]\), \(v, v\)]x\), du, dv}] du . du)
/(2 (du . du dv . dv - (du . dv)^2)^(3/2))]]
(* 定义曲面 *)
r[u_, v_] := {u Cos[v], u Sin[v], a*v}
(* 计算曲面的平均曲率 *)
MeanCurvature[r[u, v], {u, v}] // Simplify

2.3.7 曲面在一点邻近的结构

对于正则曲面 S : r = r(u, v)

1. 若点 P 处K > 0，则称点 P 为椭圆点。

2. 若点 P 处K < 0，则称点 P 为双曲点。

3. 若点 P 处K = 0，则称点 P 为抛物点。
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2.3 曲面的第二基本形式

2.3.8 Gauss曲率的几何意义

2.3.8.1 Gauss映射与Weingarten变换

定义 2.3.20 (Gauss映射)

♣

对于曲面 S : r = r(u, v)，与单位球面 ∂B3，定义 Gauss映射为

g : S −→ ∂B3

r 7−→ n =
ru × rv
|ru × rv|

诱导切映射

g∗(dr) = dn

定义 2.3.21 (Weingarten变换)

♣

定义曲面 S : r = r(u, v)的Weingarten变换为

W (dr) = −dn

命题 2.3.5 (Weingarten变换的性质)

♠

W (rudu+ rvdv) = −(nudu+ nvdv)

W (λru + µrv) = −(λnu + µnv)

W (ru) = −nu, W (rv) = −nv

II = −dn · dr =W (dr) · dr

命题 2.3.6 (Weingarten变换的对称性)

♠

Weingarten变换为对称变换，换言之

dr ·W (δr) = δr ·W (dr)

定理 2.3.7

♥

W (xru + yrv) = λ(xru + yrv) ⇐⇒

(
L M

M N

)(
x

y

)
= λ

(
E F

F G

)(
x

y

)

推论 2.3.1

♥

1. Weingarten变换的特征值就是是法曲率，相应的特征向量为法曲率对应的方向。进一步Weingarten
变换的特征值是主曲率。

2. Weingarten变换有两个不同特征值时，有两个不同主曲率和主方向。
3. Weingarten变换有两个相同的特征值时，任意方向均为主方向，法曲率为常数，且此时第二基本量
与第一基本量成比例，即此时对应的曲面上的点为脐点。

4.
K = k1k2 = det(W ), H =

k1 + k2
2

=
tr(W )

2
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2.4 直纹面与可展曲面

2.3.8.2 曲面的第三形式

定义 2.3.22 (曲面的第三形式)

♣

定义曲面

S : r = r(u, v)

的第三基本形式为

III = dn2 = edu2 + 2fdudv + gdv2 =
(
du dv

)(e f

f g

)(
du

dv

)
其中

e = nu · nu, f = nu · nv, g = nv · nv

称为曲面 S 的第三类基本量。

定理 2.3.8 (三类基本量间的联系)

♥III− 2HII +KI = 0

命题 2.3.7

♠

记曲面上 P 点的邻域为 σ，对应与单位球面上的邻域为 σ∗，那么

|K| = lim
σ→P

σ∗ 的面积

σ的面积

2.4 直纹面与可展曲面

2.4.1 直纹面

定义 2.4.1 (直纹面)

♣

称由单参数直线族的轨迹形成的曲面称为直纹面，参数表示为

r(u, v) = a(u) + vb(u)

定义 2.4.2 (腰点)

♣

定义直纹面

r(u, v) = a(u) + vb(u)

的腰点为

r = a(u)− a′(u) · b′(u)
(b′(u))2

b(u)
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2.4 直纹面与可展曲面

2.4.2 可展曲面

定义 2.4.3 (可展曲面)

♣

称直纹面

r = a(u) + vb(u)

为可展曲面，如果 (a′, b, b′) = 0。

定理 2.4.1 (可展区面的刻画)

♥

1. 可展区面或为柱面，或为锥面，或为曲线的切线曲面。
2. 曲面为可展曲面当且仅当曲面为单参数平面族的包络。
3. 曲面为可展曲面当且仅当它的 Gauss曲率为 0。

4. 可展曲面局部上可以与平面成等距对应。

2.4.3 包络

定义 2.4.4 (包络)

♣

称曲面 S 为曲面族 {Sλ}λ∈Λ 的包络，如果成立如下命题。

1. 对于任意 P ∈ S，存在 Sλ ∈ {Sλ}λ∈Λ，使得 P ∈ S ∩ Sλ，且 S 与 Sλ 在 P 点处存在相同切平面。

2. 对于任意 Sλ ∈ {Sλ}λ∈Λ，存在点 P ∈ S ∩ Sλ，使得 S 与 Sλ 在 P 点处存在相同切平面。

定理 2.4.2 (包络的必要条件)

♥

如果曲面族

Sλ : F (x, y, z, λ) = 0, λ ∈ Λ

存在包络 S，那么 S 成立 F (x, y, z, λ) = 0

Fλ(x, y, z, λ) = 0

消去 λ，可得曲面族 {Sλ}λ∈Λ 的判别曲面 φ(x, y, z) = 0。

若曲面族和包络上的点都是正则的，则判别曲面就是包络。

定义 2.4.5 (特征线)

♣
对于曲面族 {Sλ}λ∈Λ，称与其包络 S 与曲线族中曲面 Sλ0 相切的曲线为特征线。

定理 2.4.3

♥曲面上的曲线是曲率线当且仅当沿此曲线的曲面的法线组成一可展曲面。
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2.5 曲面论的基本定理

2.4.4 线汇

定义 2.4.6 (线汇)

♣

称由双参数直线族的轨迹形成的曲面称为线汇，参数表示为

r(u, v) = a(u, v) + λb(u, v)

定义 2.4.7 (焦曲面)

♣

定义线汇

r(u, v) = a(u, v) + λb(u, v)

的焦曲面为

Adu2 +Bdudv + Cdv2 = 0

其中

A = (au, b, bu), B = (au, b, bv), C = (av, b, bv)

2.5 曲面论的基本定理
本节采用新的符号

u = u1, v = u2

ru = r1, rv = r2

ruu = r11, ruv = r12, rvu = r21, rvv = r2

E = r1 · r1 = g11, F = r1 · r2 = g12 = g21, G = r2 · r2 = g2

EG− F 2 =

∣∣∣∣∣g11 g12

g21 g22

∣∣∣∣∣ = g

L = r11 · n = L11, M = r12 · n = L12 = L21, N = r2 · n = L22

2.5.1 曲面的基本方程

定义 2.5.1 (Gauss方程)
称曲面

S : r = r(u1, u2)

的 Gauss方程为 

r11 = Γ1
11r1 + Γ2

11r2 + L11n

r12 = Γ1
12r1 + Γ2

12r2 + L12n

r21 = Γ1
21r1 + Γ2

21r2 + L21n

r22 = Γ1
22r1 + Γ2

22r2 + L22n

27



2.5 曲面论的基本定理

♣

其中

Γ1
11 =

GEu − F (2Fu − Ev)

2(EG− F 2)
, Γ2

11 =
E(2Fu − Ev)− FEu

2(EG− F 2)

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
, Γ2

12 =
GEu − FGv

2(EG− F 2)

Γ1
22 =

G(2Fv −Gu)− FGv

2(EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGv − F (2Fv −Gu)

2(EG− F 2)

定义 2.5.2 (Weingarten方程)

♣

称曲面

S : r = r(u1, u2)

的Weingarten方程为 n1 = µ1
1r1 + µ2

1r2

n2 = µ1
2r1 + µ2

2r2

其中

µ1
1 =

−LG+MF

EG− F 2
, µ2

1 =
LF −ME

EG− F 2

µ1
2 =

NF −MG

EG− F 2
, µ2

2 =
−NE +MF

EG− F 2

2.5.2 曲面的第二类 Christoffel符号，Riemann曲率张量与 Gauss-Codazzi-Mainardi公式

定义 2.5.3 (第二类 Christoffel符号)

♣

对于曲面

S : r = r(u1, u2)

定义其第二类 Christoffel符号为

Γ1
11 =

GEu − F (2Fu − Ev)

2(EG− F 2)
, Γ2

11 =
E(2Fu − Ev)− FEu

2(EG− F 2)

Γ1
12 =

GEv − FGu

2(EG− F 2)
, Γ2

12 =
GEu − FGv

2(EG− F 2)

Γ1
22 =

G(2Fv −Gu)− FGv

2(EG− F 2)
, Γ2

22 =
EGv − F (2Fv −Gu)

2(EG− F 2)

定义 2.5.4 (Riemann曲率张量)

♣

对于曲面

S : r = r(u1, u2)

定义其 Riemann曲率张量为

Rl
ijk =

∂Γl
ij

∂uk
− ∂Γl

ik

∂uj
+

2∑
p=1

(
Γp
ijΓ

l
pk − Γp

ikΓ
l
pj

)
, i, j, k, l = 1, 2

再定义其另一种 Riemann曲率张量为

Rmijk =

2∑
l=1

gmlR
l
ijk
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2.6 曲面上的测地线

命题 2.5.1

♠

曲面的 Riemann曲率张量成立

Rl
ijk +Rl

ikj = 0, Rl
ijj = 0

Rl
ijk +Rl

jki +Rl
kij = 0

Rmijk +Rimjk = 0, Rmmjk = 0

Rmijk +Rmikj = 0, Rmijj = 0

Rmijk = Rjkmi

Rmijk +Rmjki +Rmkij = 0

定理 2.5.1 (Gauss公式)

♥
Rmijk = LijLmk − LikLmj

推论 2.5.1

♥
K = −R1212

g

定理 2.5.2 (Codazzi-Mainardi公式)

♥

∂Lij

∂uk
− ∂Lik

∂uj
=

2∑
l=1

(
Γl
ikLlj − Γl

ijLlk

)

2.5.3 曲面论的基本定理

定理 2.5.3 (曲面论的基本定理)

♥

对于二次形式

Idr2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 =
2∑

i,j=1

gijdu
iduj

II = n · d2r = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 =

2∑
i,j=1

Lijdu
iduj

其中 I为正定二次形式，如果 I与 II的系数 gij 与 Lij 成立 g12 = g21, L12 = L21，且成立 Gauss-Codazzi-
Mainardi公式，那么存在且存在唯一曲面，使其第一形式与第二形式分别为 I与 II。

2.6 曲面上的测地线

2.6.1 曲面上曲线的测地曲率

对于曲面

S : r = r(u1, u2)
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2.6 曲面上的测地线

上的曲线

(C) :

u1 = u1(s)

u2 = u2(s)

令 α为 (C)的单位切向量，β为 (C)的主法向量，γ 为 (C)的副法向量，n为 S的单位法向量，θ = 〈β,n〉，那
么曲面 S 在切方向 α上的法曲率为

kn = k cos θ = kβ · n = r̈ · n

令 ε = n×α，则 α, ε,n为相互正交的单位向量，并构成右手系。

定义 2.6.1 (测地曲率)

♣

称曲线 (C)的测地曲率为曲率向量 r̈ = kβ在 ε上的投影

kg = r̈ · ε = kβ · ε = k(β,n,α) = kγ · n = ±k sin θ

命题 2.6.1

♠
k2 = k2g + k2n

命题 2.6.2 (测地曲率的几何意义)

♠
曲面 S 上的曲线 (C)的测地曲率的绝对值为 (C)在 S 的切平面上的正投影曲线 (C∗)的曲率。

命题 2.6.3 (测地曲率的一般计算公式)

♠

kg =
√
g

du1

ds

d2u2

ds2
+

2∑
i,j=1

Γ2
ij

dui

ds

duj

ds

− du2

ds

d2u1

ds2
+

2∑
i,j=1

Γ1
ij

dui

ds

duj

ds



2.6.2 曲面上的测地线

定义 2.6.2 (测地线)

♣

称曲面上的曲线为测地线，如果成立如下命题之一。

1. 曲线上上任意一点的测地曲率均为 0。

2. 除曲率为 0的点以外，曲线的主法线重合与曲面的法线。

定理 2.6.1

♥过曲面上任意一点，给定曲面的切方向，则存在且存在唯一一条测地线切于此方向。

2.6.3 曲面上的半测地坐标网

定义 2.6.3 (半测地坐标网)

♣称曲面上的坐标网为半测地坐标网，如果其中一族为测地线，另一族为这族测地线的正交轨线。

命题 2.6.4

♠给出曲面上一条曲线，总存在半测地坐标网，其非测地坐标曲线族中包含该曲线。
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2.6 曲面上的测地线

2.6.4 曲面上测地线的短程性

定理 2.6.2 (曲面上测地线的短程性)

♥

若给出曲面上充分小邻域内的两点 P 和 Q，则过 P,Q两点在小邻域内的测地线段是连接 P,Q两点的曲

面上的曲线中弧长最短的曲线。

2.6.5 Gauss-Bonnet公式

定理 2.6.3 (Gauss-Bonnet公式)

♥

对于曲面 S上由 n条光滑曲线段所围成的单连通曲面域G，∂G为曲面多边形，S的 Gauss曲率和测地曲
率分别为K 和 kg，∂G的第 k个内角的角度为 αk，那么∫∫

G

Kdσ +

∫
∂G

kgds+

n∑
k=1

(π − αk) = 2π

推论 2.6.1

♥

1. 若 ∂G为光滑曲线，则 ∫∫
G

Kdσ +

∫
∂G

kgds = 2π

2. 若 ∂G由测地线组成，则 ∫∫
G

Kdσ +

n∑
k=1

(π − αk) = 2π

3. 若 ∂G为测地三角形，则 ∫∫
G

Kdσ = α1 + α2 + α3 − π

2.6.6 曲面上向量的平行移动

定义 2.6.4 (绝对微分)

♣

对于曲面 S 上的曲线

(C) : u1 = u1(t), u2 = u2(t)

向量 a为 (C)的切向量，称 a的绝对微分为

Da = da− (n · da)n

定义 2.6.5 (Levi-Civita平行)

♣

称曲面 S 上的曲线

(C) : u1 = u1(t), u2 = u2(t)

的切向量 a为 (C)沿曲线 (C)平行，如果 Da = 0。

定理 2.6.4

♥
如果 x,y为曲面上沿曲线 (C)的平行向量场，那么 x · y为常数。
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2.7 常 Gauss曲率的曲面

推论 2.6.2

♥Levi-Citiva平移保持内积

推论 2.6.3

♥曲面上的平行移动保持切向量的长度不变；保持两切向量的夹角不变。

我们还可以用作图法来解释这一性质。

沿曲面曲线 (C)作曲面的切平面，所有这些切平面构成一个单参数平面族，其包络是可展曲面，即可展为平

面。显然曲线 (C)及曲线 (C)的切平面上的切向量在此可展曲面上。当把这一可展曲面展为平面时，曲线 (C)展

为平面曲线，切向量展为平面上的向量。由于曲面上的平行移动在等距变换下仍是平行移动而平面上 Levi-Civita
的平行移动就是普通意义下的欧式平行移动（这是因为对于平面而言，其切平面就是自身，自身上的向量在平

面的法向没有分量），故曲面上的平行移动保持向量的长度和夹角不变。因此，在展为平面之后，在平面上按照

通常的欧式平移进行平移向量，然后再按照上述过程的逆过程还原回去，就可得到曲面上的切向量沿曲线平行

移动的作图法。

注曲面上 Levi-Citiva平行是平面上的欧式平行的推广。

定义 2.6.6 (测地曲率)

♣测地曲率是单位切向量的绝对微分在切平面上的投影。

注绝对微分是平面普通微分在曲面上的推广

定理 2.6.5

♥
曲线 (C)为测地线的充要条件是其切向量在曲面上沿曲线 (C)自身是平行的。

注直线是平面上切方向平行的线，而测地线是曲面上切方向平行的线。

注如果要沿测地线平行移动一向量，只要在移动过程中始终保持这个向量与测地线交于定角即可得到。平面上

的直线显然也具有这个性质。

2.6.7 极小曲面

定义 2.6.7 (极小曲面)

♣

对于光滑闭曲线 (C)，称以 (C)为边界的曲面 S 为极小曲面，如果 S 为以 (C)为边界的曲面全体中面积

最小的。

定理 2.6.6

♥极小曲面的平均曲率为零。

极小曲面问题在 1866年由 Plateau提出。1930年 J.Douglas和 T.Rado分别独立地证明了极小曲面问题的存
在性，但其解中可能存在孤立奇点。1970年，R.Osserman证明了极小曲面问题的解不存在奇点。

2.7 常 Gauss曲率的曲面

2.7.1 常 Gauss曲率的曲面

在曲面

S : r = r(u, v)
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2.7 常 Gauss曲率的曲面

上选一条测地线作为 v-曲线：u = 0；再取与其正交的测地线族作为 u-曲线，测地线族的正交轨线作为 v-曲线，
对于这样的半测地坐标网，曲面的第一基本性质简化为

I = du2 +G(u, v)dv2

其中 G(0, v) = 1，Gu(0, v) = 0。

对于半测地坐标网，曲面的 Gauss曲率为

K = − 1√
G

∂2
√
G

∂u2

设 S 的 Gauss曲率为常数，则得微分方程
∂2

√
G

∂u2
+K

√
G = 0

由初值条件 G(0, v) = 1，Gu(0, v) = 0可分为如下不同情形。

1. K > 0：微分方程为 √
G = A(v) cos

√
Ku+B(v) sin

√
Ku

由初值条件 A(v) = 1, B(v) = 0，那么

I = du2 + cos2(
√
Ku)dv2

2. K = 0：此时
√
G = 1，那么

I = du2 + dv2

3. K < 0：此时

I = du2 + cosh2(
√
−Ku)dv2

2.7.2 伪球面

定义 2.7.1 (曳物线)

♣

称曲线 (C)为曳物线，z轴为其渐近线，如果其上任意一点的切向上介于切点与 z轴之间的线段始终保持

定长。

定理 2.7.1 (曳物线的参数方程)

♥

x− z平面上以 z轴为渐近线的曳物线方程为x = a sin t

z = ±a
(
ln tan t

2 + cos t
)

定义 2.7.2 (伪球面)

♣

x− z平面上以 z轴为渐近线的曳物线绕 z轴旋转所得曲面称为伪球面，其参数方程为
x = a sin t cos θ

y = a sin t sin θ

z = ±a
(
ln tan t

2 + cos t
)

伪球面 
x = a sin t cos θ

y = a sin t sin θ

z = ±a
(
ln tan t

2 + cos t
)
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2.7 常 Gauss曲率的曲面

的第一基本形式为

I = a2 cot2 tdt2 + a2 sin2 tdθ2

令 du = a cot tdt，取 u = a ln sin t, v = aθ，那么

I = du2 + e
2u
a dv2

其 Gauss曲率为

K = − (
√
G)uu√
G

,
√
G = e

u
a

定理 2.7.2

♥有相同常高斯曲率的曲面局部上可以建立等距对应。

推论 2.7.1

♥伪球面与平面可以建立保角变换。
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第三章 外微分形式与活动标架

3.1 外微分形式

3.1.1 Grassmann代数

设 V 为 R上的 n维向量空间，其基为 e1, · · · , en，形式的作如下元素

ei, 1 ≤ i ≤ n

ei ∧ ej , 1 ≤ i < j ≤ n

ei ∧ ej ∧ ek, 1 ≤ i < j < k ≤ n

· · ·

e1 ∧ e2 ∧ · · · ∧ en

连同 R中的单位元 1，共有

1 + C1
n + C2

n + · · ·+ Cn
n = 2n

个元素。用此 2n 个元素作基，作 Rn 上的 2n 维向量空间 G(V )。其中以 Cp
n 个元素

ei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eip , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < ip ≤ n

为基的 R上的向量空间记为 V p，这是 G(V )的子空间，其中的元素称为 G(V )的 p次齐次元素，可表示为∑
1≤i1<i2<···<ip≤n

ai1,··· ,ipei1 ∧ ei2 ∧ · · · ∧ eip , ai1,··· ,ip ∈ R

为方便起见，将 R记作 V 0，将 V 记作 V 1，于是 G(V )中的任意元素 w可唯一表示为

w = w0 +w1 + · · ·+wn, wk ∈ V p, 1 ≤ k ≤ n

于是

G(V ) = V 0 ⊕ V 1 ⊕ · · · ⊕ V n

注意到

V n ∼= R

定义 3.1.1 (Grassmann代数)

♣

定义 G(V )上的外乘 ∧，使得满足

ei ∧ ej = −ej ∧ ei

(ei1 ∧ · · · ∧ eip) ∧ (ej1 ∧ · · · ∧ ejq ) = ei1 ∧ · · · ∧ eip ∧ ej1 ∧ · · · ∧ ejq

(x ∧ y) ∧ z = x ∧ (y ∧ z)

(λx) ∧ y = λ(x ∧ y)

x ∧ (λy) = λ(x ∧ y)

x ∧ (y + z) = x ∧ y + x ∧ z

(x+ y) ∧ z = x ∧ z + y ∧ z



3.1 外微分形式

定理 3.1.1

♥

1. 对于任意 x ∈ V 1，成立

x ∧ x = 0

2. 对于 x ∈ V p 与 x ∈ V q，成立

x ∧ y = (−1)pqy ∧ x

3. 对于 x1, · · · ,xm ∈ V 1，将其表示为
x1

...
xm

 =


a11 · · · a1n

...
. . .

...
am1 · · · amn



e1
...
en


那么

x1 ∧ · · · ∧ xm =
∑

1≤i1<···<im≤n

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1,i1 · · · a1,im

...
. . .

...
am,i1 · · · am,im

∣∣∣∣∣∣∣∣ ei1 ∧ · · · ∧ eim

3.1.2 外微分形式

在上一小节中，如果把向量空间 V 的系数域 R换成交换环K，那么 V 称为环K 上的模。类似于上一小节，

从环K 的模 V 可作模 G(V )，且可类似引入外乘。

设K 为开集 U ⊂ Rn 上全体 C∞-函数所构成的环，再设 Rn 中坐标为 (x1, · · · , xn)，系数为 U 上的 C∞-函
数环，以 (dx1, · · · , dxn)为基的模为 V，然后作K 上的模

G(V ) = V 0 ⊕ · · · ⊕ V n

其中

V 0 = K ∼= V n, V 1 = V

V p 中元素可表示为

ωp =
∑

1≤i1<···<ip

ai1,··· ,ip(x
1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

其中 1 ≤ p ≤ n，称之为 U 上的 p次外形式。特别的，V 1 = V 中的元素可表示为

ω1 =

n∑
i=1

ai(x
1, · · · , xn)dxi

称之为 U 上的 1次外形式，又称为 Pfaff形式。
每一个 Pfaff形式

ω1 =

n∑
i=1

aidx
i = a1dx

1 + · · ·+ andx
n

对应向量 a = (a1, · · · , an)。称一组 Pfaff形式为线性无关的，如果其对应的向量在 U 中每一点均为线性无关的。

例题 3.1对于 n = 1，如果 R中的坐标为 x，那么

1. 0次形式为 ω0 = f(x)。

2. 1次形式为 ω1 = φ(x)dx。

例题 3.2对于 n = 2，如果 R2 中的坐标为 (x, y)，那么

1. 0次形式为 ω0 = f(x, y)。

2. 1次形式为 ω1 = P (x, y)dx+Q(x, y)dy。

3. 2次形式为 ω2 = φ(x, y)dx ∧ dy。
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3.1 外微分形式

例题 3.3对于 n = 3，如果 R3 中的坐标为 (x, y, z)，那么

1. 0次形式为 ω0 = f(x, y, z)。

2. 1次形式为 ω1 = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz。

3. 2次形式为 ω2 = P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy。

4. 3次形式为 ω3 = φ(x, y)dx ∧ dy ∧ dz。

定理 3.1.2 (Cartan引理)

♥

对于 U 上两族线性无关的 Pfaff形式 f1, · · · , fp 与 g1, · · · , gp，其中 1 ≤ p ≤ n，如果

f1 ∧ g1 + · · ·+ fp ∧ gp = 0

那么存函数族 aij ⊂ C∞(U)，使得成立

gi =

p∑
j=1

aijfj , 1 ≤ i ≤ p

并且

aij = aji, ≤ i, j ≤ p

推论 3.1.1

♥
对于 U 上的两个 Pfaff形式 f 与 g，如果 f ∧ g = 0，那么存在 a ∈ C∞(U)，使得成立 g = af。

在外形式模 G(V )中引入微分运算，称为外微分，称模 G(V )的元素为 U 上的外微分形式，V p的元素称为

p次外微分形式，简称为 p-形式。

定义 3.1.2 (外微分)

♣

外微分为映射

d : V p → V p+1

对于 ωp ∈ V p

ωp =
∑

1≤i1<···<ip

ai1,··· ,ip(x
1, · · · , xn)dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

定义

dωp =
∑

1≤i1<···<ip

dai1,··· ,ip ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

=
∑

1≤i1<···<ip

n∑
i=1

∂ai1,··· ,ip
∂xi

dxi ∧ dxi1 ∧ · · · ∧ dxip

延拓为映射

d : G(V ) → G(V )

对于 ω ∈ G(V )

ω = ω0 + · · ·+ ωn, ωp ∈ V p, 0 ≤ p ≤ n

定义

dω = dω0 + · · ·+ dωn

例题 3.4对于 n = 1，如果 R中的坐标为 x，那么

1. 0次形式 ω0 = f(x)的外微分为

dω0 = f ′(x)dx
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3.1 外微分形式

2. 1次形式 ω1 = φ(x)dx的外微分为

dω1 = φ′(x)dx ∧ dx = 0

例题 3.5对于 n = 2，如果 R2 中的坐标为 (x, y)，那么

1. 0次形式 ω0 = f(x, y)的外微分为

dω0 = fxdx+ fydy

2. 1次形式 ω1 = P (x, y)dx+Q(x, y)dy的外微分为

dω1 = (Pxdx+ Pydy) ∧ dx+ (Qxdx+Qydy) ∧ dy = (Qx − Py)dx ∧ y

3. 2次形式 ω2 = φ(x, y)dx ∧ dy的外微分为

dω2 = (φxdx+ φydy) ∧ dx ∧ dy = 0

例题 3.6对于 n = 3，如果 R3 中的坐标为 (x, y, z)，那么

1. 0次形式 ω0 = f(x, y, z)的外微分为

dω0 = fxdx+ fydy + fzdz

2. 1次形式 ω1 = P (x, y, z)dx+Q(x, y, z)dy +R(x, y, z)dz的外微分为

dω1 = (Pxdx+ Pydy + Pzdz) ∧ x+ (Qxdx+Qydy +Qzdz) ∧ y + (Rxdx+Rydy +Rzdz) ∧ z

= (Ry −Qz)dy ∧ dz + (Pz −Rx)dz ∧ dx+ (Qx − Py)dx ∧ dy

3. 2次形式 ω2 = P (x, y, z)dy ∧ dz +Q(x, y, z)dz ∧ dx+R(x, y, z)dx ∧ dy的外微分为

dω2 = (Pxdx+ Pydy + Pzdz)dy ∧ dz + (Qxdx+Qydy +Qzdz)dz ∧ dx+ (Rxdx+Rydy +Rzdz)dx ∧ dy

= (Px +Qy +Rz)dx ∧ dy ∧ dz

4. 3次形式 ω3 = φ(x, y)dx ∧ dy ∧ dz的外微分为

dω3 = (φxdx+ φydy + φzdz) ∧ dx ∧ dy ∧ dz = 0

定理 3.1.3 (Stokes公式)

♥

对于 p维区域 Ω ⊂ Rn，∂Ω存在诱导定向，如果 ω为 Ω上的 (p− 1)-形式，那么∫
∂Ω

ω =

∫
Ω

dω

定理 3.1.4 (Poincaré引理)

♥

对于 ω ∈ G(V )，成立

d(dω) = 0

定理 3.1.5 (Poincaré引理)

♥

对于 ωp ∈ V p 与 ωq ∈ V q，成立

d(ωp ∧ ωq) = dωp ∧ ωq + (−1)pωp ∧ dωq
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3.2 活动标架

3.1.3 Frobenius定理

定义 3.1.3 (Frobenius条件)

♣

称 U 上的 Pfaff形式 ωl 成立 Frobenius条件，如果存在 U 上的 Pfaff形式 f lk，使得成立

dωl =

p∑
k=1

f lk ∧ ωk

定理 3.1.6 (Frobenius定理)

♥

设Rn+p的坐标为 x1, · · · , xn, y1, · · · , yp，U 为Rn+p中开集，ωl为 U 上的 p个 Pfaff形式，其中 1 ≤ l ≤ p，

那么 Pfaff方程

ωl =

n∑
k=1

ψl
k(x,y)dx

k +

p∑
k=1

ψl
n+k(x,y)dy

k = 0, det(ψl
n+k) 6= 0, 1 ≤ l ≤ p

完全可积 ⇐⇒ Pfaff性质 ωl 成立 Frobenius条件。

3.2 活动标架

3.2.1 合同变换群

定义 3.2.1 (空间合同变换)

♣

称映射 T : R3 → R3 为空间合同变换，如果对于任意 x,y ∈ R3，成立

‖T (x)− T (y)‖ = ‖x− y‖

定义 3.2.2 (三种空间合同变换)

♣

1. 旋转：T (x) = Ax，其中 |A| = 1且A为正交矩阵。

2. 平移：T (x) = x+ a，其中 a为常向量。

3. 反射：T (x, y, z) = (x, y,−z)。

定理 3.2.1 (空间合同变换)

♥

如果映射 T : R3 → R3 为空间合同变换，那么存在且存在唯一正交矩阵A与常向量 a，使得成立

T (x) = Ax+ a, x ∈ R3

定义 3.2.3 (空间合同变换群)

♣R3 中合同变换全体构成群。

3.2.2 活动标架

定义 3.2.4 (标架)

♣
称 {r; e1, e2, e3}为 R3 的标架，如果 r =

−−→
OO′，e1, e2, e3 为以 O′ 为起点的两两正交的单位向量。

注标架与合同变换构成一一对应。
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3.2 活动标架

定义 3.2.5 (活动标架)

♣
称标架 {r; e1, e2, e3}为活动标架，如果 r, e1, e2, e3 为 p ≤ 6个参数 u1, · · · , up 的无穷阶连续可微函数。

定义 3.2.6 (活动标架的微分)

♣



dr =
∑3

k=1 ω
k(u, du)ek

de1 =
∑3

k=1 ω
k
1 (u, du)ek

de2 =
∑3

k=1 ω
k
2 (u, du)ek

de3 =
∑3

k=1 ω
k
3 (u, du)ek

其中 ωk(u, du), ωk
1 (u, du), ω

k
2 (u, du), ω

k
3 (u, du)为 du1, · · · , dup 的 Pfaff形式。

定理 3.2.2 (活动标架的结构方程)

♥


ωj
i + ωj

i = 0, i, j = 1, 2, 3

dωi =
∑3

j=1 ω
j ∧ ωi

j , i, j = 1, 2, 3

dωj
i =

∑3
k=1 ω

k
i ∧ ωj

k, i, j = 1, 2, 3

定理 3.2.3 (活动标架的基本定理)

♥

给出 p ≤ 6参数的 u1, · · · , up 的六个 Pfaff形式

ω1(u, du), ω2(u, du), ω3(u, du)

ω2
1(u, du), ω

3
2(u, du), ω

1
3(u, du)
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