
第一章  
1.1 第一节  

1.1.1 第一题  

证明：

证明：显然！

1.1.2 第二题  

证明：

证明：显然！

1.1.3 第三题  

1.1.4 第四题  

证明：

证明：显然！

1.1.5 第五题  

1.1.5.1 第一问  

设全集 ， ，证明：

证明：容易证明。

1.1.5.2 第二问  

设全集为

对于

证明：

证明：容易证明。

1.1.5.3 第三问  

记
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求证：

证明：

首先我们证明 为一个 -代数。

包含空集：注意到 ，因此 ，进而 。

对补封闭：任取集合 。

如果 ，那么 ，因此 ，进而 。

如果 ，那么 ，因此 ，进而 。

因此 。

集族 对于可数并封闭：任取集合列 ，那么

因此

进而

集族 对于可数并封闭：任取集合列 ，那么

因此

进而

集族 对可数并封闭：在集族 中任取集合列，由于 ，因此该集合列可分为两类，不妨仍记为

和 。注意，这里该集合列均存在集族 和集族 中的元素，因为上文已讨论过集族 和集

族 的可数并封闭性；同时，这里将两类集合列都写为无穷的形式，是因为倘若其中一类集合列仅有有限个元素，不妨记为

，那么将其写成 ，保证其无穷的形式。下面开始讨论集族 的可数并封闭性。

注意到

由于

因此存在 ，使得

同时又因为存在 ，使得
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因此

进而

至此，我们证明了 为一个 -代数。

下面我们证明 为包含 的最小 -代数。

任取全集 的子集的 -代数 ，满足 。

由于 对可数并封闭，因此 。特别的， ，因此 。

注意到

因此 。

进而

至此，我们证明了 为包含 的最小 -代数。

综上所述，

原命题得证！

1.1.6 第六题  

对于 ，定义 的示性函数为

给定 ，证明：

证明：

(i)：对于 。

当 时，那么对于任意 ，存在 ，使得成立 。注意到

从而

当 时，那么存在 ，使得对于任意 ，成立 。注意到
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从而

进而

(ii)：对于 。

当 时，那么存在 ，使得对于任意 ，成立 。注意到

从而

当 时，那么对于任意 ，存在 ，使得成立 。注意到

从而

进而

综上所述，原命题得证！

1.1.7 第七题  

对于定义在 上的实函数， ，证明：

证明：对于第一式。

首先，对于任意 ，显然成立

因此

而任取 ，存在 ，使得 ，取 ，那么

于是

因此

第4页

af://n1746


进而

对于第二式。

首先，对于任意 ，显然成立

因此

而任取

那么对于任意 ，成立 ，倘若 ，即 ，那么存在 ，使得

，取 ，那么

矛盾！

因此 ，于是

进而

综上所述，原命题得证！

1.1.8 第八题  

证明：如果实函数序列 在 上收敛于 ，那么对于任意 ，成立

证明：即证明

对于第一式。

首先，对于任意 ，显然成立

于是
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其次，任取

那么存在 ，使得对于任意 ，成立

由 的任意性，且 ，那么

由1.1.7，因为 的任意性 ，因此

进而

对于第二式。

首先，对于任意 ，显然成立

于是

其次，任取

那么存在 ，使得对于任意 ，成立

由 的任意性，且 ，那么

由1.1.7，因为 的任意性 ，因此

进而

综上所述，原命题得证！
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1.2 第二节  

1.2.1 第一题  

证明：

证明：

1.2.2 第二题  

证明：对于任意 ，成立

证明：

1.2.2 第三题  

证明：对于任意非空开集 ，成立

证明：记单位圆为 ，只需证明

表示为极坐标，只需证明

只需证明

定义双射

1.3 第三节  

1.3.1 第一题  

证明： 为可数集。

证明：注意到

因此命题得证！

1.3.2 第二题  

证明：以 上互不相交的开区间为元素的任意集合为至多可数集。

证明：若该集合为有限集，结论显然成立！

若该集合包含无穷多个互不相交的开区间，在每个开区间内 选取一个有理数 ，事实上这样的选取是该集合到 的

某子集的双射，因此未可数集。

原命题得证！
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1.3.3 第三题  

证明：系数为有理数的多项式构成可数集合。

证明：记系数为有理数的多项式构成集合为 ，系数为有理数的 次多项式构成集合为 ，那么

事实上

所以

进而 为可数集合。

1.3.4 第四题  

证明： 上的单调函数的不连续点至多可数。

证明：对于 上的单调函数 ，记

为 的不连续点

不妨 单调递增，那么对于 ，成立 ，且对于任意 ，成立

于是

为 的不连续点

构成 上的互不相交的开区间的并，由1.3.2，那么 为至多可数集，于是 为至多可数集。

1.3.5 第五题  

证明：对于无穷集合 ，存在 ，使得 且 可数。

证明：取可数集 ，记

令

定义

那么

且

原命题得证！

1.3.6 第六题  

证明：可数集合的有限子集构成的集族为可数集合。

证明：记可数集合 的有限子集构成的集族为 ，有 个元素的子集构成的集族为 ，那么

第8页

af://n1847
af://n1856
af://n1865
af://n1878


若要证明 为可数集合，只需证明 为可数集合。

当 时， 显然为可数集合。

假设当 时， 为可数集合，那么注意到

因此 为可数集合。

由数学归纳法， 为可数集合，原命题得证！

1.3.7 第七题  

证明：如果 是由非蜕化开区间构成的不可数集合，那么存在 ，使得 中存在无穷多个区间的长度大于 。

证明：反证，假设对于任意 ， 中不存在无穷多个区间的长度大于 ，那么记 为 中的长度大于 的区间构成的

集族，于是 为有限集合。而

因此 为至多可数集合，矛盾！因此存在 ，使得 中存在无穷多个区间的长度大于 。

1.3.8 第八题  

证明： 上的有理长方体构成可数集合。

证明：

1.4 第四节  

1.4.1 第一题  

证明：无理数集不可数。

证明：若 可数，考虑到 可数，那么 可数，显然矛盾！

1.4.2 第二题  

证明：代数数构成可数集合。

证明：由1.3.3，整系数多项式构成的集族 为可数集合，记 为整系数 次多项式构成的集族，那么由代数基本定理，对

于任意 ， 在 上至多存在 个根，因此全体代数数 满足

于是代数数集合 为可数集合。

1.4.3 第三题  

证明：

证明：

法一：一方面，定义映射
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容易证明 为单射，因此 。

另一方面，定义映射

容易证明 为单射，因此 。

由Bernstein定理，综合两方面

法二：记 的幂集为 ，即证明

记 为由 中有限元素（至少一个）构成的集合的集族，即

记 为由 中无限元素构成的集合的集族，即

那么成立

首先我们来证明集族 为可数集合，即证明

注意到

其中 为由 中 个元素构成的集合的集族，这里 ，即

我们来证明对于每一个 ， ​都是可数集合，即

一方面，我们来证明

构造映射 为

任取 ，显然有

即

因此映射 为单射，因此

另一方面，我们来证明

构造映射 为

任取
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显然有

即

因此映射 为单射，因此

由Bernstein定理，成立

因此

其次我们来证明集族 为具有连续基数的集合，即证明

构造映射 为

我们来证明映射 为双射。

对于其单射性。任取

不妨假设对于任意 ，成立 和 。注意到存在 ，使得成立

这里若 ，那么表示两者第一项不相等，即 。不妨假设 ​，那么

因此

进而映射 为单射。

对于其满射性。任取
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下面寻找 ，使得成立

如果 ，取 ​，那么

如果存在 中有限的元素 ，使得成立

那么取 ，此时成立

注意，如果 ，那么取 。

下面考察当 时，且不存在 中有限的元素 ，使得成立

我们来构造 ，使得

我们进行如下操作。

定义 。

第 步，将区间 分为三部分 。如果 ，即 ，那么存在 中有限的元素

，使得成立 ，矛盾！因此 且 ，那么成立或 ，或 。如果

，那么定义 ；如果 ，定义 。

递归的，假设当 时，已定义 。

第 步，将区间 分为三部分 。如果 ，即

，那么存在 中有限的元素，即集合 中的元素，使得成立

矛盾！因此 且 ，那么成立或 ，或 。如果

，那么定义 ；如果 ，定义 。

这样操作下去，我们得到集合列 ，定义

显然 且为可数无穷集合。下面我们来证明

首先证明无穷级数 收敛，注意到

因此

收敛。
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其次证明

注意到

同时

令 ，成立

那么取 即可满足

进而映射 为满射。

至此，我们证明了 为双射，因此

进而

即

综上所述，原命题得证！

1.4.4 第四题  

证明：如果 ，那么 之一的基数为 。

证明：由于 ，那么存在双射 。若要证明 之一的基数为 ，只需证明

或 ，而容易知道 且 ，因此只需证明

或 。

如果对于任意 ，成立 ，那么取 ，从而

，因此 。

如果存在 ，使得成立 ，那么 ，因此

。

综上所述，原命题得证！

1.4.5 第五题  

记 为 上的所有实函数构成的函数族，证明： 。

证明：一方面，定义映射

𝟙

容易证明 为单射，因此 。

另一方面，定义映射

容易证明 为单射，因此 。

由Bernstein定理，综合两方面
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第二章  
2.1 第一节  

2.1.1 第一题  

2.1.1.1 第一问  

证明： ，当且仅当对于任意包含 的邻域 ，成立 。

证明：充分性由定义显然。

对于必要性，任取包含 的邻域 ，由于 为开集，那么存在邻域 ，且 ，因此

，必要性得证！

2.1.1.2 第二问  

证明： ，当且仅当存在包含 的邻域 ，成立 。

证明：必要性由定义显然。

对于充分性，取包含 的邻域 ，由于 为开集，那么存在邻域 ，因此 ，充分性得证！

2.1.2 第二题  

令 ，证明：

证明：只需证明 ，这是因为 。

任取 ，那么由于有理数集的稠密性，存在 ，使得成立 ，因此 。

任取 ，那么存在 ，使得成立 ，那么由极限的保序性，可得 。

综合两方面， 。

2.1.3 第三题  

令

证明：

证明：显然！

2.1.4 第四题  

令

其中

证明：

证明：任取 ，那么
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如果 ，取 ，因此 。

如果 ，由 在 时的连续性，存在 ，因此 。

如果 ，其中 ，取 使得 ，令 ，那么 ，因

此 。

于是

任取 ，

2.1.5 第五题  

证明：如果 为不可数无穷点集，那么 不为有限集。

证明：反证，如果 为有限集，注意到 为孤立集，其至多为可数集，那么 至多为可数集，矛

盾！因此 不为有限集。

2.2 第二节  

2.2.1 第一题  

证明： 为闭集，当且仅当 。

证明：注意到

2.2.2 第二题  

对于 上的连续函数 ，证明对于任意 ， 为开集， 为闭集。

证明：由2.2.12，得证！

2.2.3 第三题  

证明： 为开集，且

证明：显然且易证！

2.2.4 第四题  

对于紧集 ， 为闭子集序列，证明：如果 ，那么存在 ，使得成立 。

证明：由于 ，那么 ，由开覆盖定理，存在 ，使得成立 ，于是

，而 ，因此 ，于是 。

2.2.5 第五题  

Lindelof定理：集合的任意开邻域覆盖存在可数开邻域覆盖。

证明：任取集合 ， 为 的开邻域覆盖。对于任意 ，存在 ，使得 ，又 为开集，那么

存在 ，使得成立 。取有理点 和正有理数 ，那么
。注意到 ，且 中以有理点为心，以有理数为半径的开邻域为可数个，那么 存在可数开邻域覆盖。

2.2.6 第六题  

证明：开集 可以表示为 ，其中 为不交开长方体族。

证明：由于 为开集，那么对于任意 ，存在 ，使得成立 ，定义
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显然 ，且 ，因此 ，由2.2.5，存在可数序列 ，使得成立

，因此 。

2.2.7 第七题  

利用Borel有限覆盖定理证明Bolzano-Weierstrass定理。

Borel有限覆盖定理：紧集的开覆盖存在有限子覆盖。

Bolzano-Weierstrass定理：有界无穷点集存在聚点。

证明：反证，假设 为有界无穷点集且无聚点，由于 ，因此 为闭集。由于任意 均为 的孤立点，那
么存在 ，使得成立 ，所以 ，由Borel有限覆盖定理，存在有限个 ，使得

成立 ，于是

因此 为有限点集，矛盾！

2.2.8 第八题  

证明： 中的非空开集 的基数为 。

证明：由于 为开集，那么存在 ，容易证明

且 。

2.2.9 第九题  

证明：对于任意 ，成立

为闭集

证明：即证明对于任意闭集 ，成立 ，即证明 。

任取 ，那么存在 ，使得 ，由于 为闭集，那么 ，因此 ，原命题得证！

2.2.10第十题  

对于函数 ，定义

证明：对于任意 ， 为开集。进而证明： 的不连续点构成 集。

证明：不妨设其非空，任取 ，由于 ，因此存在 ，使得

对于任意 ，存在 ，使得成立 ，因此

进而

于是 ，由 的任意性， ，进而 为开集。
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的不连续点集为

2.2.11第十一题  

对于 ，以及 ，证明： 为开集当且仅当 为开集。

证明：只需证明如果 为开集，那么 为开集。

任取 ，于是 ，由于 为开集，那么存在 ，使得 ，下面我们证明 。任取

，那么 ，因此 ，于是 ，进而 ，我们可知道 为开

集。

2.2.12第十二题  

对于函数 ，证明： 连续，当且仅当开集的原像是开集。

证明：对于必要性，如果 连续，任取开集 ，任取 ，那么 ，由于 为开集，于是存在
，使得 。而 连续，于是存在 ，使得成立 ，因此

，进而 为开集，必要性得证！

对于充分性，如果开集的原像是开集，任取 ，那么对于任意 ， 为开集，而

，于是存在 ，使得 ，即 ，因此对于任意

，成立 ，于是 在 处连续，由 的任意性， 连续，充分性得证！

2.2.13第十三题  

对于函数 ，称 是下半连续的，如果

证明： 是下半连续的，当且仅当对于任意 ， 为开集。

证明：对于必要性，如果 为下半连续的，任取 ，如果 为空，那么显然为开集。否则取 ，那么

，因此存在 ，使得对于任意 ，成立 ，于是 为开集，必要性得证！

对于充分性，任取 和 ，由于 为开集，那么存在 ，使得对于任意 ，成立

，那么 ，由 的任意性，成立 ，充分性得证！

2.2.14第十四题  

2.2.14.1 第一问  

对于紧集 ， ，证明： 为紧集。

证明：由于 有界，那么存在 ，使得 ，这里 。于是任取

，存在 使得成立 ，于是 ，进而

有界。

任取 的聚点 ，于是存在 ，使得 。同时存在存在

，使得成立 ，由于 有界，那么 存在收敛子列，不妨仍设为

，且记 ，由于 为闭集，那么 。而 和 均收敛，于是 收敛，记 ，由

于 为闭集，那么 。因此 ，进而 为闭集。

综上所述， 为紧集。

2.2.14.2 第二问  

构造无界闭集 ，使得 不是闭集。

证明：定义
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显然 和 均为闭集，但是 不为闭集。事实上

注意到 ， ，但 ，因此 不为闭集。

2.3 第三节  

2.3.1 第一题  

证明：由实数构成的实数序列构成基数为 的集合。

证明：只需证明由 中的实数构成的实数序列构成基数为 的集合。我们约定对于 ，如果

那么将 表示为无穷小数的形式

于是 中的任意实数的表示方法唯一。

记由 中的实数构成的实数序列族为 ，构造映射

容易证明 为双射，因此 ，原命题得证！

2.3.2 第二题  

2.3.2.1 第一问  

证明：定义在 上的连续函数构成基数为 的集合。

证明：一方面，记定义在 上的连续函数族为 ，构造映射

显然 为单射，于是 。

另一方面，记实数构成的实数序列族为 ，构造映射

其中 按 的给定顺序排列，我们来证明 为单射。

如果连续函数 满足 ，即 ，那么任取 ，如果 ，那么 ；如果

，那么取 使得成立 ，由于 连续，那么 且 ，于是

。因此 ，于是 为单射。

进而由2.3.1， 。

综合两方面，由Bernstein定理， 。

2.4 第四节  

2.4.1 第一题  

证明： 不为 集。

证明：
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法一：如果 为 集，那么存在开集序列 ，使得成立 ，那么 。由于 为不可数集，

那么存在 ，使得 包含不可数个无理数，于是 中不包含的无理数为不可数个。

对于开集 ，存在不交开区间 ，使得 ，不妨 。如果存在 ，使得

，那么 ，由 的稠密性， ，矛盾！因此对于任意 ， ，于是

于是 中不包含的无理数至多可数个，矛盾！于是 不为 集。

法二：如果 为 集，那么 为 集，即存在闭集序列 ，使得成立 。又 ，那么

因为 为闭集且 ，所以 无内点，即 为疏朗集。而单点集 亦为疏朗集，所以 为疏朗集的可数
并，即第一纲集，与Baire纲定理矛盾！

因此 不为 集。

2.4.2 第二题  

证明： 不为 集。

证明：由2.4.1，显然！

2.4.3 第三题  

证明：不存在在 上连续，在 上不连续的实函数。

证明：由2.2.10和2.4.2，显然！

2.5 第五节  

2.5.1 第一题  

对于 ，记

证明： 为开集，且 。

证明： 显然。任取 ，令 ，那么对于任意 ，成立

于是 ，因此 ，进而 为开集。

2.5.2 第二题  

证明：闭集可表示为开集的可数交。

证明：由2.5.1，该命题蕴含于如下恒等式。

2.5.3 第三题  

构造无界闭集 和 ，使得对于任意 和 ，成立

解：定义
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那么任取 ， ，成立

而

于是

2.5.4 第四题  

证明：对于非空不交闭集 和 ，存在不交开集 和 ，使得成立 和 。

证明：由于 和 为非空不交闭集，那么任取 和 ，令 和 ，作

邻域 和 ，定义开集

那么显然成立 和 。如果存在 ，那么存在 和 ，使得成立

不妨 ，于是

矛盾！因此 和 不交。

综上所述，原命题得证！

2.5.5 第五题  

证明：对于非空集合 ，函数 在 上一致连续。

证明：事实上， 为Lipschitz连续的。

任取 ，那么由三角不等式

对 取下确界，那么

于是 为Lipschitz连续的，进而 为一致连续的。

2.5.6 第六题  

证明：对于 上的非空不交闭集 和 ，存在 上的连续函数 ，使得成立

证明：构造函数

由于 和 为非空不交闭集，那么 ，于是 为良定义的。由2.5.5， 连续。显然 满足上述三条性

质。
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第三章  
3.1 第一节  

3.1.1 第一题  

对于 中的点 和 ，定义和为 。如果 为

开集，定义 ，证明： 为开集，且 。

3.1.2 第二题  

对于开区间 ， 是 绕原点旋转 得到的集合，证明： 为开集，且 。

3.1.3 第三题  

对于开集 ，定义

为开区间且

为不交闭区间且

证明： 。

证明：令 ，其中 为不交左开右闭区间。

对于

一方面，由 的定义， 。

另一方面，，任取 ，取开区间 满足 ，注意到 ，且

由 的任意性， 。

综合两方面， 。

对于 。

一方面，由 的定义， 。

另一方面，任取 和 ，取闭区间 ，满足 ，其中 ，注意到

为不交闭区间，且 ，于是

由 和 的任意性， 。

综合两方面， 。

3.1.4 第四题  

对于开集 ， 是 绕原点旋转 得到的集合，证明： 为开集，且 。
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3.2 第二节  

3.2.1 第一题  

对于 ，证明：

为开区间且

证明：一方面，任取 的开区间覆盖 ，由外测度的单调性

对 取下确界

为开区间且

另一方面，任取开集 ，那么其可表示为不互相交左开右闭区间之并 ，对于任意 ，任取开区间

满足 ，于是

为开区间且

由 和 ​的任意性，取下确界可得

为开区间且 为开集

即

为开区间且

综合两方面

为开区间且

3.2.2 第二题  

证明：如果 有界，那么 。

证明：如果 有界，那么存在闭区间 ，使得成立 ，因此由外测度的单调性

3.2.3 第三题  

证明：可数点集的外测度为零。

证明：任取可数点集 ，对于任意 ，作闭区间列

其中 。容易知道 ，由外测度的单调性

由 的任意性， 。
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3.2.4 第四题  

证明：对于集合 ，以及任意满足 的 ，存在 ，使得成立 。

证明：定义函数

容易知道 为单调递增函数，且 。

我们先来证明 为连续函数。事实上， 为Lipschitz连续函数。

任取 ，注意到

那么由外测度的此可数可加性

从而

那么对于任意 ，成立

于是 为Lipschitz连续函数。

其次如果 ，那么取 ；如果 ，那么取 。

如果 ，令

那么 ，如果 ，那么由 的连续性，存在 ，使得 ，矛盾！因此 。此时

取 即可。

综上所述，原命题得证！

3.2.5 第五题  

对于 上的连续函数 ，令 ，证明： 。

证明：

法一：令 。由于 在 上连续，那么 在 上一致连续。任取

，存在 ，使得对于任意满足 的 ，成立 。因此对于任意
，成立

其中

那么 ，因此

由 的任意性， 。进而由于 ，因此

即 。
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法二（错误）：记有理数集为 ，任取 ，由 在点 处的连续性，存在 ，使得当

时，成立 。因此

注意到

因此

进而

由 的任意性

3.2.6 第六题  

对于 ， 以及 ，定义

证明：

证明：对于任意 ，存在开集 ，使得 ，且 。

首先证明： 为开集。事实上，对于任意 ，显然 ，那么存在 ，使得成立
，要证明 为开集，只需证明 。，任取 ，注意到

于是 为开集。

其次证明： 。由于 为开集，所以存在互不相交的左开右闭的区间序列 ，使得成立

那么我们只需证明 为互不相交的左开右闭的区间序列，且

这是因为

我们首先证明 为互不相交的左开右闭的区间序列，显然 为左开右闭的区间序列。对于不交性，如果存

在 ，使得 ，那么存在 ，于是 ，因此 ，矛盾！于是

为互不相交的左开右闭的区间序列。

然后我们来证明
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一方面，对于任意 ，成立 ，于是存在 ，使得成立 ，因此 ，进

而 ​，那么

另一方面，对于任意 ，存在 ，使得成立 ，于是此 ，因此

，进而 ​，那么

综合两方面

因此我们证明了 。

再次证明： 。任取 ，成立

于是 。

由外测度的单调性

由 的任意性

由对称性

原命题得证！

3.2.7 第七题  

证明：如果 ，那么存在 ，使得对于任意 ，成立

证明：我们采用反证法，假设对于任意 ，存在 ​，成立

注意到

那么由Lindelof定理，存在 ，使得成立

由外测度的单调性

于是 ，矛盾！因此存在 ，使得对于任意 ​，成立
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3.2.8第八题  

证明：外测度在 上保持旋转不变性。

3.2.9第九题  

对于 ，构造 ，使得成立

3.3 第三节  

3.3.1 第一题  

举例说明两个不可测集的并、交、差既可以是不可测的，也可以是是可测的。

解：任取不可测集 ，那么

3.3.2 第二题  

构造单调递减集合序列 ，成立

解：构造单调递减集合序列

其中

那么

满足

3.3.3 第三题  

证明：对于任意 ，成立

证明：注意到由于

且都为不交并分解，由测度的可数可加性

3.3.4 第四题  

证明：对于任意 ，成立

且如果存在 ，使得成立
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那么成立

证明：

对于下极限：任取 ，对于任意 ，成立

由测度的单调性

由 的任意性

两边对 取极限

由于

令

那么 为单调递增集合序列，由下连续性

对于上极限：任取 ，对于任意 ，成立

由测度的单调性

由 的任意性

两边对 取极限

由于
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令

那么 为单调递减集合序列，且存在 ，使得成立 ，由上连续性

3.3.5 第五题  

证明：如果 满足

那么

证明：由于

那么

由于

令

那么 为单调递减集合序列。

注意到，由单调性

那么由上连续性及单调性

原命题得证！

3.3.6 第六题  

证明：Cantor集 为零测集。

在 上构造无处稠密的非零测完备集，进而证明：存在开集 ，使得 。

证明：首先我们来证明Cantor集 为零测集。

我们知道

第29页

af://n2468
af://n2487


其中每一个 为

这里 为长度为 的闭区间。由测度的单调性

因此 。

其次我们在 上构造无处稠密的非零测完备集 。

作单调递减数列 ，使得 。我们按照如下步骤构造 。

定义 ，构造 。

递归的，如果已定义

构造

于是我们得到单调递减集合列 ，定义

再次我们来证明 为无处稠密的非零测完备集。

非零可测集： 显然为可测集，且

闭集： 为可数个闭集的交，显然为闭集。

自密集：即证明 。任取 ，我们来寻找 。注意到， 会在每一个 的某一个闭区间

里，任取 ，那么由于

于是 。由 的任意性， 为自密集。

无处稠密集：即证明 不包含任意开区间。由于 为自密闭集，即完备集，所以 。我们采用反证法，如果 包含某
一个开区间 ，那么当 充分大时， ，矛盾！于是 为无处稠密集。

最后我们来构造开集 ，使得 。

定义 为开集。下面我们来证明 。

一方面，注意到 ，于是 ，进而

另一方面，若要证明 ，等价于证明 。任取 ，需要证明 ，即寻找
。

由于 不包含任意开区间，那么对于任意 ，存在 使得 ，因此
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于是 ，因此 ，进而 。

综合两方面， 。而

因此

综上所述，原命题得证！

3.3.7 第七题  

证明：

证明：Cantor集为

定义Cantor函数为

定义

定义

下面我们证明 为严格单调递增Lipschitz连续满射。

单射性：任取 ，记

不妨

这里若 ，则表示两者首项不相等。那么
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因此 为单射。

单调性和连续性：任取 ，记

不妨

注意到

于是 严格单调递增。同时

于是

容易证明， 将Borel集映成Borel集。事实上，对于任意开区间 ，成立
；对于任意 ，成立 ；对于任意 ，成立
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取Vitally集 ，任取可测 ，那么 为零测集；若不然，

3.3.8 第八题  

对于 ，定义外测度为

为开集

定义内测度为

为紧集

证明：如果 为有界集，那么 可测当且仅当 。

证明：对于必要性，如果 有界可测，那么由3.3.9，对于任意 ，存在开集 和紧集 ，使得成立

，那么

由 的任意性， 。

必要性得证！

对于充分性，如果 有界，由 和 的定义，对于任意 ，存在开集 和紧集 ，使得

， ，那么 ，令

注意到

那么

由 的任意性， ，因此 为可测集。

充分性得证！

3.3.9 第九题  

证明： 可测当且仅当对于任意 ，存在开集 和闭集 ，使得成立 。

证明：对于必要性，假设 可测，任取 。

如果 为有界集，那么由外测度的定义，存在开集 ，使得成立 ，因此 。

如果 为无界集，定义 ，那么由外测度的定义，存在开集 ，使得成立

，因此 。令 为开集，于是

进而对于可测集 ，存在开集 ，使得成立 。

那么对于 ，存在闭集 ，使得成立 ，进而

必要性得证！

对于充分性，对于任意 ，存在开集 和闭集 ，使得成立 ，令
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注意到

那么

由 的任意性， ，因此 为可测集。

充分性得证！

3.3.10第十题  

证明： 可测当且仅当对于任意 ，存在集合 ，使得成立 ，且

。

证明：由3.3.9，必要性显然。

对于充分性，对于任意 ，存在 和 ，使得成立 ，令

注意到

那么

同时

由 的任意性

于是 均可测。又 ，于是 可测。

充分性得证！

3.3.11第十一题  

证明：如果 ​为单调递增集合序列，那么

证明：一方面，注意到，对于任意 ，成立

那么

对 求极限

另一方面，对于任意 ，以及任意 ，存在开集 ，使得成立
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令

那么 为单调递增的可测集合列，由上连续性

注意到

于是

由 的任意性

综合两方面

原命题得证！

3.3.12第十二题  

证明：对于 ， ，那么 ，且 。

证明：由3.2.6，只需证明 。

由于 可测，存在 型集 和 型集 ，使得成立 ，且 。注意到 为 型集， 为

型集，且 ，同时

于是 可测！

3.3.13第十三题  

对于 阶矩阵 ，将 表示为列向量，对于 ，定义

证明：对于可测集 ， 为可测集，且

证明：我们首先来证明

分为三步。

第一，对于区间 ，由区间体积的积分定义，成立

第二，对于开集 ，我们先来证明 为开集，任取 ，那么 ，于是存在 ，使得成立

。要证明 为开集，只需证明 ，任取 ，那么
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3.3.14第十四题  

如果 是 上的单叶解析函数，即 在 上为单值全纯函数，且 是双射，证明：

3.3.15第十五题  

证明：

证明：一方面，构造映射

显然 为单射，那么

另一方面，构造映射

其中 为Cantor集。

注意到

因此

由于，对于任意 ， ，因此 ， 是良定义的。

显然 为单射，那么

综合两方面，由Bernstein定理

原命题得证！

3.3.16第十六题  

证明：闭集存在等测度的完备子集，即对于任意闭集 ，存在完备集 ，使得成立 。

证明：我们先来构造 。

任取闭集 ，定义

存在 ，使得 至多可数

下面证明 。

任取 ，那么存在 ，使得 至多可数。注意到

由Lindorf定理，存在至多可数 ​，使得成立

因为
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而 至多可数，那么 至多可数，因此 。

令 ，那么满足 。

下面证明 为完备集，即证明 为自密闭集。

P为自密集：即证明 。任取 ，那么 ，因此对于任意 ，

为不可数无穷集，而 为至多可数集，因此 为不可数无穷集，进而
， 为自密集。

为闭集：即证明 。任取 ，存在 ，使得成立 。

如果 ，由于 为闭集，那么 ，于是 ，因此存在 ，使得 至多可数。

当 充分大时，成立 。注意到，当 时，成立

于是 ，因此 ，进而 至多可数，这与 矛盾！

于是 ，因此 为闭集。

至此我们得到 为完备集。综上所述，原命题得证！

3.3.17第十七题  

定义集合和为

对于紧集 ， ，记

证明：

证明：首先我们证明 为可测集。

由2.2.14，由于 和 为紧集，那么 为紧集，进而为可测集。由3.3.13， 为可测集。同

理， 和 均为可测集。

其次我们证明

事实上

因此

最后我们证明

由3.3.3，只需证明

事实上，如果 ，结论显然成立。

假设 ，任取 ，那么存在 和 满足
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使得成立

注意到

于是 且 ，因此 ​，从而

综合以上三点，我们得到

原命题得证！

注意，我们需要保证 的紧致性，因为可测集对和运算并不封闭。事实上，令 为不可测集，显然

和 为零测集，但是 为不可测集。

3.3.18第十八题  

对于紧集 ，证明：

证明：由3.3.17，取 满足 ，那么令

于是

原命题得证！

3.3.19第十九题  

对于紧集 ，以及 ，证明：

证明：由2.2.11，由于 和 为闭集，那么 和 为闭集；而显然由于 和 为有界集，那么 和 为有

界集，所以 和 为紧集。

由3.2.6和3.3.18

3.3.20第二十题  

证明：非零可测集存在不可测子集。

证明：

3.4 第四节  

3.4.1 第一题  

构造 ，使 ，其中 ， 。

解：令 ， 。

由于 ，所以 ，于是 。

取 ，那么 。
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3.4.2 第二题  

构造开集 ，使得 。

解：由3.3.6，取该开集为 ，使得

定义 为开集，因此 可测， 可测。

我们现在来证明 ，即任取 ，证明 ，等价于对于任意 ，存

在 和 满足

任取 ，由于 ，那么存在 和 满足

令 ，那么

于是 。

进而我们得到

3.4.3 第三题  

证明：如果 ，那么对于任意 以及 ，成立 且 。

3.4.4 第四题  

证明：

3.5 第五节  

3.5.1 第一题  

证明：保距映射满足如下性质。

3.5.2 第二题  

证明：对于 ，那么 为保距映射当且仅当如下条件之一成立：

存在 ，其中 ，使得对于任意 ，成立 。

存在 ，其中 ，使得对于任意 ，成立 。

证明：充分性显然。

对于必要性，如果 为保距映射，任取 ，成立

令 但 ，那么
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第四章  
4.1 第一节  

4.1.1 第一题  

证明：可测集 上的简单函数的和与积还是 上的简单函数。

证明：我们首先来证明两个引理。

引理1：如果 ，那么

𝟙 𝟙 𝟙

引理2：

𝟙 𝟙 𝟙

引理1的证明：对于

𝟙 𝟙 𝟙

对于

𝟙 𝟙 𝟙

对于

𝟙 𝟙 𝟙

因此

𝟙 𝟙 𝟙

引理1得证！

引理2的证明：对于

𝟙 𝟙 𝟙

对于

𝟙 𝟙 𝟙

对于

𝟙 𝟙 𝟙

对于

𝟙 𝟙 𝟙

因此

𝟙 𝟙 𝟙

引理2得证！

我们回到原题。将可测集 划分为互不相交的可测子集之并

记简单函数为

𝟙 𝟙

记 ，成立如果 ，那么 。下面我们来证明

𝟙
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𝟙

注意到

由引理

𝟙 𝟙 𝟙 𝟙

𝟙 𝟙 𝟙

因此

𝟙 𝟙

𝟙 𝟙

𝟙 𝟙

𝟙

𝟙 𝟙

𝟙 𝟙

𝟙

综上所述，原命题得证！

4.1.2 第二题  

证明：对于可测集 和 ，如果 既为 上的非负可测函数，也为 上的非负可测函数时，那么 为 上的非负可测函

数。

证明：原命题蕴含于如下事实

这是因为

且

且 ，或 且

或

4.1.3 第三题  

证明：对于有限测度的可测集 ，如果 是 上的几乎处处有限的非负可测函数，那么对于任意 ，存在闭集 ，

使得成立 ，且 在 上有界。

证明：定义 ， ，那么 为单调递减可测集序列，且 ，又

，那么由上连续性

那么任取 ，存在 ，使得 。令 ，显然 为可测集，那么存在开

集 和闭集 ，使得
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进而 在闭集 ​有界，且

那么

原命题得证！

4.1.4 第四题  

对于可测集 上的非负可测函数序列 ，证明：如果对于任意 ，成立

那么在 上几乎处处成立 。

这一命题的逆命题是否成立？

证明：定义

即证明 。

首先由1.1.8

由于

因此

综上所述，原命题得证！

逆命题一般不成立。在 上定义 ，那么在 上成立 ，但是取 ，成立𝟙

𝟙

4.1.5 第五题  

证明：如果 是有限测度的可测集 上的非负可测函数，那么对于任意 ， 为可测集，且
至多为可数集。

证明： 为可测集蕴含于如下事实

由于 ，那么存在 ，使得 。注意到

如果 不为可数集，那么存在 ​，使得

不为可数集，即存在无穷多个 ，使得
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那么

矛盾！因此 至多为可数集。原命题得证！

4.1.6 第六题  

证明：如果 在 上连续，那么 在 上的任意可测集 上都可测。

证明：证明蕴含于如下命题

由2.2.12， 为开集，因此为可测集，于是 为可测集，进而 在 上可测。

4.1.7 第七题  

证明：如果 是可测集 上的单调函数，那么 在 上可测。

证明：不妨假设 在 上单调递增，任取 。

如果对于任意 ， ，那么 为可测集。

如果存在 ，使得成立 。

如果 存在下界，记

断言

一方面，对于任意 ，存在 ，使得成立 ，因此 ，进而

。

另一方面，对于任意 ，如果 ，那么 ，矛盾！因此 ，那么 ，进而

。

综合两方面

因此 均为可测集，进而 在 上可测。

如果 不存在下界，那么存在单调递减数列 ，使得 。断言 。

一方面， 显然。

另一方面，对于任意 ，存在 ，那么 ，因此 ，进而 。

综合两方面 ，因此 均为可测集，进而 在 上可测。

综上所述， 在 上可测。

4.1.8 第八题  

证明： 在可测集 上可测，当且仅当存在 上的简单函数序列 ，使得成立 。

证明：充分性显然。

对于必要性，如果 在可测集 上可测，那么由 ， 和 均在 上非负可测，且存在单调递增的非负简单

函数序列 和 ，使得成立 和 ，因此 ，必要性得证！
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4.1.9 第九题  

证明：如果 是可测集 上的可测函数， 是可测集 上的可测函数，且 在 几乎处处存在意

义，那么 在 上可测。

证明：

法一：对于可测集 和 ， 是 上的简单函数，因此对于 上的简单函数 和 上的简单函

数 ， 是 上的简单函数。

𝟙 𝟙 𝟙

由4.1.8，存在 上的简单函数序列 ，使得成立 ；存在 上的简单函数序列 ，使得成立

。那么 上的简单函数序列 满足 ，因此 在 上可测。

法二：将 和 看作 上的函数，任取 ，注意到

那么 和 在 上可测，进而 在 上可测。

4.1.10第十题  

4.1.10.1 第一问  

对于可测集 上的几乎处处取有限值的函数 ，证明： 在 上可测，当且仅当对于任意Borel集 ， 为

可测集。

证明：定义

那么问题转化为： 在 上可测当且仅当 。

我们先来证明 为 -代数。

由于 ，因此 。

如果 ，那么 ，因此 对补运算封闭。

如果 ，那么

因此 对可数并运算封闭。

于是 为 -代数。

对于必要性，如果 可测，由于 为可测集，那么 ，进而 ，而显然

，那么 。

对于充分性，如果 ，由于 为可测集，那么 可测。

综上所述，原命题得证！

4.1.10.2 第二问  

证明：Borel集在连续函数下的原像是Borel集。

证明：令 在 上连续，定义

即证明： 。

显然 ，只需证明 。

我们先来证明 为 -代数。

由于 ，因此 。

如果 ，那么 ，因此 对补运算封闭。
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如果 ，那么

因此 对可数并运算封闭。

于是 为 -代数。

其次我们证明 ，只需证明 包含 上的所有开集。事实上，由2.2.12，开集在连续函数下的原像仍是开集，于是
为Borel集，因此 包含 上的所有开集。

综上所述，原命题得证！

4.1.11第十一题  

证明：如果 是可测集 上的可测函数， 是 上的连续函数，那么 是 上的可测函数。

证明：如果 是可测集 上的可测函数， 是 上的连续函数，那么任取 ，由2.2.12， 为 上的开

集，因此存在互不相交的开区间序列 ，使得

因此

又 可测，那么 可测，于是 可测，进而 是 上的可测函数。原命题得证！

4.1.12第十二题  

证明：如果 在 上可微，那么对于任意 ， 为 上的可测函数。

证明：我们仅证 时的情况。

定义

由于 可微，于是 连续，由4.1.6， 可测，进而 可测，进而 可测。

4.2 第二节  

4.2.1 第一题  

构造可测集 上的可测函数序列 ，满足 在 上几乎处处收敛于 ，但是对于任意满足 的可测子集
， 在 并不一致收敛于 。

解：令 ， ，那么在 上成立 。任取满足 的可测子集 ，那么对于任
意 ，存在 ，使得成立 。若不然，如果存在 ，使得对于任意 ， ，那么

，因此 ，进而 ，矛盾！注意到

𝟙

因此 在 并不一致收敛于 ！

4.2.2 第二题  

对于有限测度的可测集 上的可测函数序列 ，证明：如果 在 上几乎处处收敛于 ，那么存在 的单调递增可测

子集序列 ，使得 ，且 在每一个 上一致收敛于 。

证明：由Egorov定理，对于任意 ，取 ，存在可测子集 ，使得 ，且

在 上一致收敛于 。定义 ，那么 为 的单调递增子集序列，且 在每一个 上一

致收敛于 。注意到 ，那么
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因此 。

综上所述，原命题得证！

4.2.3 第三题  

对于有限测度的可测集 上的几乎处处有限的可测函数序列 ，证明：如果 在 上几乎处处收敛于 ，那么

存在子序列 ，使得成立 在 上几乎处处绝对收敛。进而证明：存在非负实数序列 ，使得成立

，且在 上几乎处处成立 。

证明：不妨假设 在 上处处有限。由4.2.2，由 在 上几乎处处收敛于 ，可知存在 的单调递增可测子集序列

，使得 ，且 在每一个 上一致收敛于 ，那么

构造子序列 ，使得在 上处处绝对收敛。

由 在 上一致收敛于 ：

存在 ，使得在 上成立 。

递归的，假设已经得到了 ，那么存在 ，使得在 上成立 。

那么我们得到了 的子序列 ，使得对于任意 ，在 上成立 。

递归的，假设已经得到了序列 ，由于 在 上一致收敛于 ，那么可得到 的子序列

，使得对于任意 ，在 上成立 。

那么我们得到了序列 ，其中 为 的子序列，且在 上成立 。

定义序列 ，那么对于任意 ，存在 ，使得 ，那么

于是 在 处处绝对收敛，进而在 上几乎处处绝对收敛。

定义

显然成立 ，且在 上成立

进而在 上几乎处处成立 。

综上所述，原命题得证！

4.2.4 第四题  

对于可测集 上的几乎处处有限的可测函数序列 ，证明：如果 在 上几乎处处收敛于 ，那么存在子序列

，使得成立 在 上几乎处处绝对收敛。进而证明：存在非负实数序列 ，使得成立

，且在 上几乎处处成立 。

证明：不妨假设 在 上处处有限。定义 。

由4.2.3，对于 ，存在 和 的子序列 ，使得成立 且 在 上处处

绝对收敛。

递归的，假设已经得到了 和 ，由4.2.3，对于 ，存在 和 的子序列

，使得成立 且 在 上处处绝对收敛。
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那么我们得到了单调递增序列 和序列 ，其中 为 的子序列， 且

，同时 在 上处处绝对收敛。

定义 ​，注意到

那么

定义序列 ，任取 ，存在 ，使得 ​，那么

于是序列 在 上处处绝对收敛，进而序列 在 上几乎处处绝对收敛。

定义

显然成立 ，且在 上成立

进而在 上几乎处处成立 。

综上所述，原命题得证！

4.3 第三节  

4.3.1 第一题  

对于可测集 上的几乎处处有限的函数 ，证明： 在 上可测，当且仅当存在在 上连续的函数序列 ，

使得在 上几乎处处成立 。

证明：由4.1.6，充分性显然。

对于必要性，由Luzin定理，对于任意 ，存在闭集 ，使得成立 ，且 在 上连续。定义

， ，那么 为 的单调递增子集序列，且 在 上连续，由Tietze延拓定理，将 在

上延拓为连续函数 ，使得成立 。注意到

于是

那么 。对于任意 ，存在 ，使得成立 ，于是当 时，

，因此在 上成立 ，进而在 上几乎处处成立 。必要性得证！

综上所述，原命题得证！

4.3.2 第二题  

证明：紧集在连续函数下的像为紧集。

证明：对于紧集 ，以及连续函数 ，证明 为紧集。

任取 的开覆盖
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由2.2.12， 为开集，而由于

那么存在有限子覆盖 ​，使得

于是

因此 为紧集。

4.4 第四节  

4.4.1 第一题  

对于可测集 上的几乎处处有限的可测函数序列 和可测函数 ，证明：如果 ，那么

。

证明：任取 ，由于对于任意 ，成立

那么如果 ，则或 成立，或 成立，因此

于是

对 取极限，由 ，可知

因此

原命题得证！

4.4.2 第二题  

对于可测集 上的可测函数序列 和几乎处处有限的可测函数 ，证明：如果存在 ，使得在 上对于任意

几乎处处成立 ，且 ，那么在 上几乎处处成立 。

证明：由Riesz定理，存在 的子列 ，使得在 上几乎处处成立 ，又在 上对于任意 几乎

处处成立 ，那么存在零测集 ，使得在 上成立 和 ，由极限的保序性，在 上成立

，因此在 上几乎处处成立 。

4.4.3 第三题  

对于可测集 ，构造在 上的几乎处处有限的可测函数序列 ，和在 上的几乎处处有限的可测函数 ，使得在 上

几乎处处成立 ，但不成立 。

解：令 ， ，那么在 上成立 ，但是𝟙
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因此不成立 。
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第五章  
5.1 第一节  

5.1.1 第一题  

Dirichlet函数：

Riemann函数：

证明：

证明：显然 为简单函数

𝟙

因此

而对于Riemann函数，记

定义

那么

由Lebsegue基本定理

5.1.2 第二题  

证明：对于有限可测集 ，以及非负有界函数 ，成立

证明：对于第一式。任取 ，存在 的两个分划 和 ，使得成立

合并 和 为 的更为细密的分划 ​，那么
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由 的任意性

第一式得证！

对于第二式，任取 ，存在 的两个分划 和 ，使得成立

合并 和 为 的更为细密的分划 ​，那么

由 的任意性

第二式得证！

5.1.3 第三题  

证明Levi定理：对于可测集 上的非负单调递增可测函数序列 ，如果 ，那么

5.1.4 第四题  

证明：对于可测集 上的非负函数 ，如果

那么在 上几乎处处成立 。

证明：定义

那么

因此 ，于是

进而在 上几乎处处成立 。

5.1.5 第五题  

证明：对于有限测度的可测集 上的非负可测函数 ，成立

证明：定义 ，那么充分性蕴含于如下不等式
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必要性蕴含于如下不等式。

即我们得到如下不等式

5.1.6 第六题  

证明：对于可测集 上的非负可测函数 和 ，如果对于任意 ，成立

那么

证明：如果存在 ，使得

那么

下面假设对于任意 ​，成立

任取 ，由于

那么

定义

那么 ​互不相交， ​互不相交，且

定义单调递增的简单函数为

𝟙 𝟙

那么
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注意到

那么

因此由Levi定理

综上所述，原命题得证！

5.1.7 第七题  

对于有限测度的可测集 上的非负有界可测函数 ， ，对于 的任意划分

满足

令

证明：

证明：记 的划分 为 ， 关于 的小和数与大和数分别为 和 ​，注意到

于是

 而由于

  那么

进而

取极限

原命题得证！
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5.1.8 第八题  

证明：对于有限测度的可测集 上的非负有界可测函数 ，记 ，如果 ，那么 。

证明：定义

那么

于是

由于

那么

进而

于是

5.1.9 第九题  

对于可测集 上的非负可测函数 ，证明：如果 ，定义

那么 是 上的连续函数。

证明：定义 。

注意到

那么当 时，由于 在 上可积，那么 在 上积分绝对连续，那么对于任意 ，存在 ，使得当

时，成立

进而 是连续的。原命题得证！

5.1.10第十题  

证明：对于可测集 上的非负可测函数 ，如果 ，那么对于任意 ，存在 ，使得

。

证明：若 ，那么取 即可。

若 ，取 即可。
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若 ，由5.1.9，定义

注意到

由于 的连续性，那么存在 ，使得 。

综上所述，原命题得证！

5.1.11第十一题  

证明：对于有限测度的可测集 ， 为 的可测子集，如果对于任意 ，存在至少 个 ，使得 ，其中

，那么存在 ，使得 。

证明：反证，假设对于任意 ，成立 。任取 ，那么

𝟙

于是

𝟙 𝟙

矛盾！因此在 ，使得 。

5.2 第二节  

5.2.1 第一题  

对于有限测度的可测集 上的几乎处处有限的可测函数 ，定义

证明： 在 上可积当且仅当

证明： 在 上可积当且仅当

注意到

那么

即
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因此原命题得证！

5.2.2 第二题  

证明： 在 上Riemann可积但Lebesgue不可积， 在 上Riemann不可积且Lebesgue不可积。

证明：对于 ，由Dirichlet判别法， 在 上Riemann可积，对于其Lebesgue积分

其中

因此 在 上Lebesgue不可积。

对于 ，显然在 上Riemann不可积，而对于其Lebesgue积分

因此在 上Lebesgue不可积。

5.2.6 第六题  

5.2.6.1 第一问  

证明：

证明：

5.2.6.2 第二问  

证明：
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