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第一章 集合论基础

1.1 集合的极限

1.1.1 代数

定义 1.1.1 (代数)

♣

对于集合 S，称F ⊂ P(S)为 S 上的代数，如果成立

1. ∅ ∈ F

2. 如果 A ∈ F，那么 S \A ∈ F；

3. 如果 A,B ∈ F，那么 A ∪B ∈ F。

定义 1.1.2 (σ-代数)

♣

对于集合 S，称F ⊂ P(S)为 S 上的 σ-代数，如果成立
1. ∅ ∈ F

2. 如果 A ∈ F，那么 S \A ∈ F；

3. 如果 {An}∞n=1 ⊂ F，那么
∞⋃

n=1

An ∈ F

定义 1.1.3 (最小生成 σ-代数)

♣

定义 A ⊂ P(S)的最小生成 σ-代数为

F (A ) =
⋂

F⊃A为S上的σ-代数

F

例题 1.1对于全集 S = {1, 2, 3, 4}，如果 A = {{1, 2}, {3, 4}}，那么

F (A ) = {∅, {1, 2}, {3, 4}, {1, 2, 3, 4}}

例题 1.2对于全集
S =

{
1

n
: n ∈ N∗

}
令

A =

{{
1

2n− 1

}
: n ∈ N∗

}
A =

{
1

2n− 1
: n ∈ N∗

}
, B =

{
1

2n
: n ∈ N∗

}
P = {T : T ⊂ A} , Q = {T : T c ⊂ A}

那么

F (A ) = P ∪ Q



1.1 集合的极限

1.1.2 极限

定义 1.1.4 (上极限)

♣

对于集合列 A1, A2, · · ·，定义其上极限为

lim sup
n→∞

An =

∞⋂
n=1

∞⋃
m=n

Am

=

{
x ∈ X : ∀n ∈ N, x ∈

∞⋃
m=n

Am

}
= {x ∈ X : ∀n ∈ N, ∃m ≥ n, x ∈ Am}

=
{
x ∈ X : x在无穷多个An中

}
定义 1.1.5 (下极限)

♣

对于集合列 A1, A2, · · ·，定义其下极限为

lim inf
n→∞

An =

∞⋃
n=1

∞⋂
m=n

Am

=

{
x ∈ X : ∃n ∈ N, x ∈

∞⋂
m=n

Am

}
= {x ∈ X : ∃n ∈ N, ∀m ≥ n, x ∈ Am}

=
{
x ∈ X : x在除有限个外的所有An中

}
定义 1.1.6 (极限)

♣

称集合序列 {An}∞n=1 收敛，如果

lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

An

记其极限为

lim
n→∞

An = lim sup
n→∞

An = lim inf
n→∞

An

定理 1.1.1 (单调收敛定理)

♥

对于集合序列 {An}∞n=1，如果其单调，那么其收敛。

1. 如果集合序列 {An}∞n=1 单调递增，那么

lim
n→∞

An =

∞⋃
n=1

An

2. 如果集合序列 {An}∞n=1 单调递减，那么

lim
n→∞

An =

∞⋂
n=1

An

定理 1.1.2

♥

对于 σ-代数F，如果对于任意 n ∈ N∗，成立 An ∈ F，那么

lim sup
n→∞

An ∈ F , lim inf
n→∞

An ∈ F

2



1.2 集合的基数

� 练习 1.1对于集合序列 {An}∞n=1，成立

1lim sup
n→∞

An = lim sup
n→∞

1An

1lim inf
n→∞

An
= lim inf

n→∞
1An

� 练习 1.2对于函数 f : E → R，成立

E[f > a] =

∞⋃
n=1

E

[
f ≥ a+

1

n

]

E[f ≥ a] =

∞⋂
n=1

E

[
f > a− 1

n

]
� 练习 1.3如果函数序列 {fn}∞n=1 在 E 上收敛于 f，那么对于任意 a ∈ R，成立

E[f ≤ a] =

∞⋃
k=1

lim inf
n→∞

E

[
fn ≤ a+

1

k

]
=

∞⋃
k=1

lim inf
n→∞

E

[
fn < a+

1

k

]

1.2 集合的基数

定义 1.2.1 (基数)

♣

1. 称集合 A 与 B 对等或具有相同的基数，并记作 A ∼ B 或 card(A) = card(B)，如果存在双射

φ : A→ B。

2. 称集合 A的基数小于等于集合 B 的基数，并记作 card(A) ≤ card(B)，如果存在单射 φ : A→ B。

3. 称集合 A的基数严格小于集合 B 的基数，并记作 card(A) < card(B)，如果存在单射 φ : A → B，

且不存在双射 ψ : A→ B。

定义 1.2.2 (无穷集合)

♣
称集合 A为无穷集合，如果存在真子集 B ⊊ A，使得成立 card(A) = card(B)。

定理 1.2.1 (Cantor定理)

♥

对于集合 S，成立

card(P(S)) > card(S)

定理 1.2.2 (Bernstein定理)

♥
对于集合 A与 B，如果存在单射 φ : A→ B 与 ψ : B → A，那么 card(A) = card(B)。

定理 1.2.3 (基数的三歧性)

♥

对于集合 A与 B，以下三者成立且仅成立其一。

1. card(A) = card(B)

2. card(A) > card(B)

3. card(A) < card(B)

� 练习 1.4 (−1, 1) ∼ R
� 练习 1.5 (a, b) ∼ (0, 1)

� 练习 1.6对于非空开集 G ⊂ Rn，成立 G ∼ Rn。

3



1.3 可数集合

1.3 可数集合

定义 1.3.1 (可数集合)

♣称集合 A为可数集合，如果 A ∼ N∗。

定义 1.3.2 (可数基数)

♣记可数集合的基数为可数基数，记作 ℵ0。

定理 1.3.1 (可数集合的性质)

♥

1. 有理数集为可数集合。
2. 无穷集合存在可数子集。
3. 可数集合的子集或为有限集合，或为可数集合。
4. 可数集合与有限集合的并为可数集合。
5. 可数集合的可数并为可数集合。
6. 如果集合 A为无穷集合，集合 B 为可数集合，那么 A ∪B ∼ A。

� 练习 1.7以 R上互不相交的开区间为元素的任意集合为至多可数集。
� 练习 1.8系数为有理数的多项式构成可数集合。
� 练习 1.9代数数构成可数集合。
� 练习 1.10 R上的单调函数的不连续点至多可数。
� 练习 1.11对于无穷集合 E，存在 F ⊂ E，使得 E ∼ F 且 E \ F 可数。
� 练习 1.12可数集合的有限子集构成的集族为可数集合。
� 练习 1.13如果A 是由非蜕化开区间构成的不可数集合，那么存在 δ > 0，使得A 中存在无穷多个区间的长度大

于 δ。

1.4 不可数集合

定义 1.4.1 (连续基数)

♣
记 (0, 1)的基数为连续基数，记作 ℵ。

定理 1.4.1 (不可数集合的性质)

♥

1. card(R) = ℵ
2. card(a, b) = ℵ
3. card(Rn) = ℵ
4. 可数集合的集族的基数为连续基数，即

2ℵ0 = ℵ

5. 如果对于任意 n ∈ N∗，card(An) ≤ ℵ，且存在 n0 ∈ N∗，使得成立 card(An0) = ℵ，那么成立

card

( ∞⋃
k=1

Ak

)
= ℵ

� 练习 1.14 R \Q不可数。
� 练习 1.15如果 card(A ∪B) = ℵ，那么 A,B 之一的基数为 ℵ。
� 练习 1.16如果F = {f : [0, 1] → R}，那么 card(F ) = 2ℵ。

4



1.4 不可数集合

� 练习 1.17 R上的连续函数构成基数为 ℵ的集合。

5



第二章 欧式拓扑基础

2.1 欧式拓扑中点的结构

定义 2.1.1 (邻域)

♣

定义 x0 ∈ Rn 的半径为 δ > 0的邻域为

Nδ(x0) = {x ∈ Rn : ‖x− x0‖ < δ}

定义 2.1.2 (内点)

♣
称 x ∈ Rn 为 E ⊂ Rn 的内点，如果存在 δ > 0，使得成立 Nδ(x) ⊂ E。

定义 2.1.3 (接触点)

♣
称 x ∈ Rn 为 E ⊂ Rn 的聚点，如果对于任意 δ > 0，成立 Nδ(x) ∩ E 6= ∅。

定义 2.1.4 (边界点)

♣

称 x ∈ Rn 为 E ⊂ Rn 的边界点，如果对于任意 δ > 0，成立

E ∩Nδ(x) 6= ∅, Nδ(x) \ E 6= ∅

定义 2.1.5 (聚点/极限点)

♣

1. 称 x ∈ Rn 为 E ⊂ Rn 的聚点，如果对于任意 δ > 0，成立 Nδ(x) ∩ E \ {x} 6= ∅。
2. 称 x ∈ Rn 为 E ⊂ Rn 的极限点，如果存在点列 {xn}∞n=1 ⊂ E \ {x}，使得成立

lim
n→∞

xn = x

定义 2.1.6 (孤立点)

♣
称 x ∈ Rn 为 E ⊂ Rn 的孤立点，如果存在 δ > 0，使得成立 E ∩Nδ(x) = {x}。

2.2 欧式拓扑中集合的结构

定义 2.2.1 (内部)

♣

1. 定义 E ⊂ Rn 的所有内点构成的集合为 E 的内部，记作 E◦。

2. E ⊂ Rn 内部为包含于 E 的最大开集，即

E◦ =
⋃

G⊂E 为开集

G

定义 2.2.2 (闭包)

♣

1. 定义 E ⊂ Rn 的所有接触点构成的集合为 E 的闭包，记作 E。

2. E ⊂ Rn 闭包为包含 E 的最小闭集，即

E =
⋂

F⊃E 为闭集

G



2.2 欧式拓扑中集合的结构

定义 2.2.3 (边界)

♣定义 E ⊂ Rn 的所有边界点构成的集合为 E 的边界，记作 ∂E。

定义 2.2.4 (导集)

♣定义 E ⊂ Rn 的所有聚点构成的集合为 E 的导集，记作 E′。

定义 2.2.5 (孤立点集)

♣定义 E ⊂ Rn 的所有孤立点构成的集合为 E 的孤立点集，记作 Ei。

定理 2.2.1 (闭包的分割)

♥
(Ec)◦ = (E)c, E = E◦ t ∂E = Ei t E′

定理 2.2.2 (全集的分割)

♥
Rn = E◦ t ∂E t (Ec)◦ = E◦ t ∂E t (E)c

命题 2.2.1 (集合结构间的关系)

♠
Ei = ∂E \ E′ ⊂ E, E◦ ⊂ E,E′ ⊂ E

命题 2.2.2 (内部的性质)

♠

1. 如果 A ⊂ B，那么 A◦ ⊂ B◦。

2. (A ∩B)◦ = A◦ ∩B◦

3. (A ∪B)◦ ⊃ A◦ ∪B◦

�
笔记反例：((−1, 0] ∪ [0, 1))◦ ⊋ (−1, 0]◦ ∪ [0, 1)◦

命题 2.2.3 (闭包的性质)

♠

1. 如果 A ⊂ B，那么 A ⊂ B。

2. A ∪B = A ∪B
3. A ∩B ⊂ A ∩B

�
笔记反例：(−1, 0) ∩ (0, 1) ⊊ (−1, 0) ∩ (0, 1)

命题 2.2.4 (导集的性质)

♠

1. 如果 A ⊂ B，那么 A′ ⊂ B′。

2. (A ∪B)′ = A′ ∪B′

定理 2.2.3 (Bolzano-Weierstrass定理)

♥有界无穷点集存在聚点。

定义 2.2.6 (孤立集合)

♣称 E ⊂ Rn 为孤立集合，如果 E = Ei。
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2.3 欧式拓扑

定理 2.2.4

♥孤立集合至多为可数集合。

� 练习 2.1 Q′ = Q = R
� 练习 2.2如果 E = {(x, y) : x2 + y2 < 1}，那么 E′ = E = {(x, y) : x2 + y2 ≤ 1}。
� 练习 2.3如果 E = {(x, f(x)) : x ∈ R}，其中

f(x) =

sin 1
x , x 6= 0

0, x = 0

那么

E′ = {(x, f(x)) : x ∈ R} ∪ {(0, y) : y ∈ [0, 1]}

� 练习 2.4如果 E ⊂ Rn 为不可数无穷点集，那么 E′ 不为有限集。

2.3 欧式拓扑

定义 2.3.1 (开集)

♣称集合 E ⊂ Rn 为开集，如果 E = E◦。

定义 2.3.2 (闭集)

♣称集合 E ⊂ Rn 为闭集，如果 E = E。

定义 2.3.3 (紧集)

♣

称集合 E ⊂ Rn 为紧集，如果成立如下命题之一。

1. E 为有界闭集。
2. E 的开覆盖存在有限子覆盖。

定义 2.3.4 (自密集)

♣称集合 E ⊂ Rn 为自密集，如果 E ⊂ E′。

定义 2.3.5 (完备集)

♣称集合 E ⊂ Rn 为完备集，如果 E = E′。

定义 2.3.6 (无处稠密集)

♣
称集合 E ⊂ Rn 为无处稠密集，如果 (E)◦ = ∅。

定理 2.3.1

♥对于集合 E ⊂ Rn，E′ 和 E 均为闭集。

命题 2.3.1
1. 任意一族闭集的交为闭集。
2. 任意一族开集的并为开集。
3. 有限多个闭集的并为闭集。
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2.4 欧式拓扑的构造

♠4. 有限多个开集的并为开集。

定理 2.3.2 (Borel有限覆盖定理)

♥紧集的开覆盖存在有限子覆盖。

定理 2.3.3 (Lindelof定理)

♥集合的开覆盖存在可数子覆盖。

定义 2.3.7 (Gδ 型集)

♣称可数多个开集的交为 Gδ 型集。

定义 2.3.8 (Fσ 型集)

♣称可数多个闭集的并为 Fσ 型集。

�
笔记 Gδ 型集可能为闭集，例如：

∞⋂
n=1

(
−1− 1

n
, 1 +

1

n

)
= [−1, 1]

�
笔记 Fσ 型集可能为开集，例如：

∞⋃
n=1

(
−1 +

1

n
, 1− 1

n

)
= (−1, 1)

� 练习 2.5 Q不为 Gδ 型集。

� 练习 2.6不存在在 Q上连续，在 Qc 上不连续的函数。

定理 2.3.4 (函数的不连续点集结构)

♥

对于函数 f : R → R，定义

wf (x) = lim sup
y→x

f(y)− lim inf
y→x

f(y), x ∈ R

那么

1. 对于任意 ε > 0，{x ∈ R : wf (x) ≥ ε}为闭集；
2. f 的不连续点集为 {

x ∈ R : lim
y→x

f(y) 6= f(x)

}
=

∞⋃
n=1

{
x ∈ R : wf (x) ≥

1

n

}
3. f 的不连续点集构成 Fσ 集。

� 练习 2.7 对于紧集 K，与闭子集序列 {Fn}∞n=1 ⊂ P(K)，如果
∞⋂

n=1
Fn = ∅，那么存在 N ∈ N∗，使得成立

N⋂
n=1

Fn = ∅。

� 练习 2.8对于 α 6= 0，以及 G ⊂ Rn，成立

G为开集 ⇐⇒ αG为开集

� 练习 2.9对于函数 f : Rn → R，称 f 是下半连续的，如果

f(x) = lim inf
y→x

f(y), x ∈ Rn

那么 f 是下半连续的，当且仅当对于任意 a ∈ R，[f > a]为开集。

� 练习 2.10如果 A,B ⊂ Rn 为紧集，那么对于 0 < λ < 1，λA+ (1− λ)B 为紧集。
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2.4 欧式拓扑的构造

2.4 欧式拓扑的构造

定理 2.4.1 (开集的结构)

♥Rn 上的开集可表示为可数个不交开方体的并。

定理 2.4.2

♥R上的紧集存在最值且可取到最值。

定理 2.4.3

♥R上的紧集可表示为一闭区间和可数个不交开区间的差。

定理 2.4.4

♥

R上的非空紧集K 为完备的，当且仅当其是从一闭区间去掉至多可数个彼此没有公共端点且与原来的闭

区间也没有公共端点的开区间而成，即

K = [a, b]−
∞⋃

n=1

(an, bn)

其中 a < a1 < b1 < a2 < b2 < · · · < b。

2.5 欧式距离

定义 2.5.1 (集合间的距离)

♣

定义集合 A,B ⊂ Rn 间的距离为

d(A,B) = inf{‖x− y‖ : x ∈ A, y ∈ B}

定义 2.5.2 (集合的邻域)

♣

定义 E ⊂ Rn 的邻域为

Nδ(E) = {x ∈ Rn : d(x,E) < r}

定理 2.5.1

♥

对于闭集 A,B，如果其中之一有界，那么存在 x0 ∈ A, y0 ∈ B，使得成立

d(A,B) = ‖x0 − y0‖

定理 2.5.2

♥集合的邻域为开集。

定理 2.5.3 (隔离性定理)

♥

对于不交闭集 F1, F2，存在不交开集 G1, G2，使得成立

F1 ⊂ G1, F2 ⊂ G2

� 练习 2.11对于集合 E ⊂ Rn，函数 f(x) = d(x,E)在 Rn 上一致连续。
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2.6 Cantor集

� 练习 2.12对于 Rn 上的不交闭集 F0 和 F1，构造 Rn 上连续函数

f(x) =
d(x, F0)

d(x, F0) + d(x, F )
, x ∈ Rn

那么

f(Rn) ⊂ [0, 1], f(F0) = {0}, F (F1) = {1}

2.6 Cantor集

2.6.1 Cantor集

定义 2.6.1 (Cantor集)

♣

1. 代数定义：

C =

{ ∞∑
n=1

cn
3n

: cn ∈ {0, 2}

}
2. 几何定义：

C0 = [0, 1], Cn+1 =
Cn

3

⊔ 2 + Cn

3

C = lim
n→∞

Cn =

∞⋂
n=0

Cn

3. 集合定义：

C = [0, 1]−
∞⊔

n=1

2n−1⊔
k=1

(
3k − 2

3n
,
3k − 1

3n

)

定理 2.6.1 (Cantor集的性质)

♥

1. 连续基数：card(C) = ℵ
2. 零测性：m(C) = 0

3. 紧性：Cantor集为有界闭集。
4. 完备性：Cantor集为完备集。
5. 无处稠密性：Cantor集为无处稠密集。
6. 连通性：Cantor集为完全不连通集。

2.6.2 第一类广义 Cantor集

定义 2.6.2 (第一类广义 Cantor集)

取数列 {an}∞n=0 ⊂ (0, 1)，使得成立
∞∑

n=0

an <∞。递归定义集合序列 {Cn}∞n=1。

1. 定义 C0 = [0, 1]。

2. 如果

Cn =

2n⊔
k=1

[xk, yk]

那么定义

Cn+1 =

2n⊔
k=1

([
xk,

xk + yk
2

− an(yk − xk)

2

]⊔[
xk + yk

2
+
an(yk − xk)

2
, yk

])
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2.6 Cantor集

♣

定义第一类广义 Cantor集为

C({an}∞n=0) = lim
n→∞

Cn =

∞⋂
n=0

Cn

�
笔记 Cantor集与第一类广义 Cantor集的联系：

C = C({1/3}∞n=0)

定理 2.6.2 (第一类广义 Cantor集的 Lebesgue测度)

♥

m(C({an}∞n=0)) =

∞∏
n=0

(1− an)

2.6.3 第二类广义 Cantor集

定义 2.6.3 (第二类广义 Cantor集)

♣

取数列 {an}∞n=0 ⊂ (0, 1)，使得成立
∞∑

n=0

an < 1。递归定义集合序列 {Cn}∞n=1。

1. 定义 C0 = [0, 1]。

2. 如果

Cn =

2n⊔
k=1

[xk, yk]

那么定义

Cn+1 =

2n⊔
k=1

([
xk,

xk + yk
2

− an
2n+1

]⊔[
xk + yk

2
+

an
2n+1

, yk

])
定义第二类广义 Cantor集为

C({an}∞n=0) = lim
n→∞

Cn =

∞⋂
n=0

Cn

�
笔记 Cantor集与第二类广义 Cantor集的联系：

C = C
({

1

3

(
2

3

)n}∞

n=0

)
定理 2.6.3 (第二类广义 Cantor集的 Lebesgue测度)

♥

m(C({an}∞n=0)) = 1−
∞∑

n=0

an

定理 2.6.4 (Cantor集的性质)

♥

1. 紧性：Cantor集为有界闭集。
2. 完备性：Cantor集为完备集。
3. 无处稠密性：Cantor集为无处稠密集。

� 练习 2.13对于第二类广义 Cantor集 C = C({an}∞n=0)，如果G = [0, 1] \C，那么m(∂G) > 0。这是因为G = [0, 1]。
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2.6 Cantor集

2.6.4 Cantor函数

定义 2.6.4 (Cantor函数)

♣

对于 Cantor集 C，定义 Cantor函数

C : [0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→


∞∑

n=1

cn
2n
, x =

∞∑
n=1

2cn
3n

, 其中cn ∈ {0, 1}

sup
y∈C∩[0,x]

C(y), x ∈ [0, 1] \ C

定理 2.6.5 (Cantor函数的性质)

♥

1. 单调性：Cantor函数在 [0, 1]上单调递增。

2. 满性：Cantor函数为满射，且 C(0) = 0, C(1) = 1。

3. 连续性：Cantor函数在 [0, 1]上一致连续，但非绝对连续。

4. 可微性：Cantor函数在 [0, 1]上几乎处处可微，且导函数在 [0, 1]上几乎处处为 0。
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第三章 测度理论

3.1 测度空间

定义 3.1.1 (σ-代数)

♣

称集族 Σ ⊂ P(X)为集合 X 上的 σ-代数，如果成立
1. ∅ ∈ Σ

2. 如果 E ∈ Σ，那么 X \ E ∈ Σ；

3. 如果 {En}∞n=1 ⊂ Σ，那么
∞⋃

n=1

En ∈ Σ

定义 3.1.2 (外测度)

♣

称映射 µ∗ : P(X) → R为内测度，如果成立如下命题。
1. µ∗(∅) = 0

2. 对于任意 E ∈ P(X)，成立 µ∗(E) ≥ 0。

3. 如果 E ⊂ F ⊂ X，那么

µ∗(E) ≤ µ∗(F )

4. 对于集合序列 {En}∞n=1 ⊂ P(X)，成立

µ∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

µ∗(En)

定义 3.1.3 (内测度)

♣

称映射 µ∗ : P(X) → R为内测度，如果成立如下命题。
1. µ∗(∅) = 0

2. 对于任意 E ∈ P(X)，成立 µ∗(E) ≥ 0。

3. 对于不交集合 E,F ∈ P(X)，成立

µ∗(E t F ) ≥ µ∗(E) + µ∗(F )

4. 对于单调递减集合序列 {En}∞n=1 ⊂ P(X)，如果 µ∗(E1) <∞，那么

µ∗

(
lim

n→∞
En

)
= lim

n→∞
µ∗(En)

定义 3.1.4 (测度)

♣

对于集合 X 上的 σ-代数 Σ ⊂ P(X)，称映射 µ : Σ → R为测度，如果成立如下命题。
1. µ(∅) = 0

2. 对于任意 E ∈ Σ，成立 µ(E) ≥ 0；

3. 对于不交集合序列 {En}∞n=1 ⊂ Σ，成立

µ

( ∞⊔
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

µ(En)



3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

定义 3.1.5 (可测空间)

♣
称 (X,Σ)为可测空间，如果 Σ ⊂ P(X)为集合 X 上的 σ-代数。

定义 3.1.6 (测度空间)

♣
称 (X,Σ, µ)为测度空间，如果 Σ ⊂ P(X)为集合 X 上的 σ-代数，映射 µ : Σ → R为测度。

定义 3.1.7 (可测集)

♣
称集合 E 为测度空间 (X,Σ, µ)的可测集，如果 E ∈ Σ。

定义 3.1.8 (可测映射)

♣
对于可测空间 (X,Σ)与 (Y,T)，称映射 f : X → Y 为可测映射，如果 f−1(T) ⊂ Σ。

定义 3.1.9 (正则测度)

♣

对于测度空间 (X,Σ, µ)，其中 X 为拓扑空间，定义测度的正则性。

1. 称 µ为外正则测度，如果对于任意 E ∈ Σ，成立

µ(E) = inf{µ(G) : G ∈ Σ为开集且G ⊃ E}

2. 称 µ为内正则测度，如果对于任意 E ∈ Σ，成立

µ(E) = sup{µ(K) : K ∈ Σ为紧集且K ⊂ E}

3. 称 µ为正则测度，如果其既为外正则测度，又为内正则测度。

3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

3.2.1 方体的体积

定义 3.2.1 (方体的体积)

♣

对于开方体

I = (a1, b1)× · · · × (an, bn)

闭方体

I = [a1, b1]× · · · × [an, bn]

左开右闭方体

I = (a1, b1]× · · · × (an, bn]

左闭右开方体

I = [a1, b1)× · · · × [an, bn)

定义其体积为

|I| =
n∏

k=1

(bk − ak)
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

定理 3.2.1

♥

对于方体序列 {Ik}nk=1 和 {Jk}mk=1，如果 {Ik}nk=1 不交，且
n⊔

k=1

Ik ⊂
m⋃

k=1

Jk

那么
n∑

k=1

|Ik| ≤
m∑

k=1

|Jk|

3.2.2 开集的体积

引理 3.2.1 (开集的结构)

♥Rn 上的开集可表示为可数个的方体的不交并。

引理 3.2.2

♥

对于开集 G，如果不交方体序列 {In}∞n=1 和 {Jn}∞n=1 成立

G =

∞⊔
n=1

In =

∞⊔
n=1

Jn

那么
∞∑

n=1

|In| =
∞∑

n=1

|Jn|

定义 3.2.2 (开集的体积)

♣

对于开集 G，定义其体积为

|G| =
∞∑

n=1

|In|

其中 {In}∞n=1 为不交方体序列，且

G =

∞⊔
n=1

In

特别的，如果 G = ∅，那么定义 |G| = 0。

定理 3.2.2 (开集的性质)

♥

1. 空集的零测性：对于开集 G，成立 |G| ≥ 0，当且仅当 G = ∅时等号成立。
2. 单调性：对于开集 G1, G2 =，如果 G1 ⊂ G2，那么 |G1| ≤ |G2|，当且仅当 G1 = G2 时等号成立。

3. 次可数可加性：对于开集序列 {Gn}∞n=1，成立∣∣∣∣∣
∞⋃

n=1

Gn

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑

n=1

|Gn|

� 练习 3.1平移不变性：如果 G为开集，那么 x+G为开集，且 |x+G| = |G|。
� 练习 3.2旋转不变性：如果 G为开集，那么对于正交变换 A，A (G)为开集，且 |A (G)| = |G|。
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

3.2.3 Lebesgue外测度

定义 3.2.3 (Lebesgue外测度)

♣

m∗ : P(Rn) −→[0,∞]

E 7−→ inf

{ ∞∑
n=1

|In| : {In}∞n=1 为 (开)方体序列且
∞⋃

n=1

In ⊃ E

}
= inf{m(G) : G ⊃ E 为开集}

定理 3.2.3 (Lebesgue外测度的性质)

♥

1. 非负性：m∗(E) ≥ 0；特别的，m∗(∅) = 0。

2. 单调性：如果 E ⊂ F，那么m∗(E) ≤ m∗(F )。

3. 次可数可加性：对于集合序列 {En}∞n=1，成立

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
≤

∞∑
n=1

m∗(En)

4. 分离条件下的可数可加性：对于集合序列 {En}∞n=1，如果存在不交的开集序列 {Gn}∞n=1，使得对于

任意 n ∈ N∗，成立 En ⊂ Gn，那么

m∗

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

m∗(En)

5. 上连续性：对于单调递增的集合序列 {En}∞n=1 ⊂ Rn，成立

m∗
(
lim

n→∞
En

)
= lim

n→∞
m∗(En)

6. 正则性：
(a). 对于集合 E，存在 Gδ 型集 G ⊃ E，使得成立m(G) = m∗(E)。

(b). 对于集合 E，成立

m∗(E) = inf{m(G) : G ⊃ E 为开集}

� 练习 3.3如果 E 有界，那么m∗(E) <∞。
� 练习 3.4可数点集的外测度为零。
� 练习 3.5对于集合 E ⊂ R，如果 0 ≤ µ ≤ m∗(E)的 µ，那么存在 F ⊂ E，使得成立m∗(F ) = µ。

� 练习 3.6对于 R上的连续函数 f，令 E = {(x, f(x)) : x ∈ R}，那么m∗(E) = 0。

� 练习 3.7对于 E ⊂ Rn，α > 0，成立

m∗(αE) = αnm∗(E)

� 练习 3.8如果m∗(E) > 0，那么存在 x ∈ E，使得对于任意 δ > 0，成立

m∗(E ∩N(x, δ)) > 0

3.2.4 Lebesgue内测度

定义 3.2.4 (Lebesgue内测度)
1. 对于有界集 E，定义其 Lebesgue内测度为

m∗(E) = m(I)−m∗(I \ E)

= m∗(E) = inf{m(F ) : F ⊂ E 为紧集}

其中 I ⊃ E 为有界方体。
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

♣

2. 对于无界集 E，令 En = E ∩Bn，定义其 Lebesgue内测度为

m∗(E) = lim
n→∞

m∗(En)

定理 3.2.4 (Lebesgue内测度的性质)

♥

1. 非负性：m∗(E) ≥ 0；特别的，m∗(∅) = 0。

2. 单调性：如果 E ⊂ F 有界，那么m∗(E) ≤ m∗(F )。

3. 超可数可加性：对于一致有界不交集合序列 {En}∞n=1，成立

m∗

( ∞⊔
n=1

En

)
≥

∞∑
n=1

m∗(En)

4. 正则性：
(a). 对于有界集合 E，存在 Fσ 型集 F ⊂ E，使得成立m(F ) = m∗(E)。

(b). 对于有界集合 E，成立

m∗(E) = inf{m(F ) : F ⊂ E 为紧集}

3.2.5 Lebesgue可测集

定义 3.2.5 (Lebesgue可测集)

♣

称集合 E 为 Lebesgue可测集，如果成立如下命题之一。
1. Carathéodory条件：对于任意集合 T ⊂ Rn，成立

m∗(T ) = m∗(T ∩ E) +m∗(T ∩ Ec)

2. 存在 Gδ 型集 G，使得成立 G ⊃ E，且m(G \ E) = 0。

3. 存在 Fσ 型集 F，使得成立 F ⊂ E，且m(E \ F ) = 0。

4. 存在 Gδ 型集 G和 Fσ 型集 F，使得成立 F ⊂ E ⊂ G，且m(G \ F ) = 0。

5. 对于任意 ε > 0，存在开集 G与闭集 F，使得成立 F ⊂ E ⊂ G，且m(G \ F ) < ε。

6. 对于任意 ε > 0，存在 Lebesgue可测集合 E1, E2，使得成立 E1 ⊂ E ⊂ E2，且m(E2 \ E1) < ε。

*. 若 E 为有界集，则

m∗(E) = m∗(E)

定义 3.2.6 (Lebesgue可测集族)

♣

定义 Lebesgue可测集族为
L = {E ⊂ Rn : E 为 Lebesgue可测集}

定理 3.2.5 (Lebesgue零测集为 Lebesgue可测集)

♥
如果m∗(N) = 0，那么 N 为 Lebesgue可测集。

证明 结论蕴含在如下不等式

m∗(T ) = m∗(N) +m∗(T ) ≥ m∗(T ∩N) +m∗(T ∩N c)

m∗(T ) = m∗((T ∩N) ∪ (T ∩N c)) ≤ m∗(T ∩N) +m∗(T ∩N c)
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

定理 3.2.6 (运算封闭性)

♥

1. Lebesgue可测集对于可数交、可数并、差、补运算封闭。
2. Lebesgue可测集的内部、导集、闭包、边界和孤立点集均为 Lebesgue可测集。

定理 3.2.7 (Lebesgue可测集的结构)

♥Lebesgue可测集L 为 σ-代数。

定理 3.2.8 (Lebesgue可测集的基数)

♥
card(L ) = 2ℵ

证明 由定理3.2.9，构造单射

φ : N −→ L

E 7−→ E

ψ : L −→ P(Rn)

E 7−→ E

由 Bernstein定理1.2.2，card(L ) = 2ℵ。

定理 3.2.9 (Lebesgue零测集的基数)

♥
card(N ) = 2ℵ

证明 由于 Cantor集 C ⊂ R为基数为 ℵ的零测集，那么 card(P(C)) = 2ℵ。构造单射

φ : {C × {0} × · · · × {0} : C ∈ P(C)} −→ N

E 7−→ E

ψ : N −→ P(Rn)

E 7−→ E

由 Bernstein定理1.2.2，card(N ) = 2ℵ。

定理 3.2.10 (Lebesgue不测集的基数)

♥
card(P(Rn) \ L ) = 2ℵ

证明 记 V 为不可测集，构造单射

φ : {C ∪ V : C ∈ P(C)} −→ P(Rn) \ L

E 7−→ E

ψ : P(Rn) \ L −→ P(Rn)

E 7−→ E

由 Bernstein定理1.2.2，card(P(Rn) \ L ) = 2ℵ。

3.2.6 Lebesgue测度

定义 3.2.7 (Lebesgue测度)

♣

m : L −→ [0,∞]

E 7−→ m∗(E)

定义 3.2.8 (几乎处处)
称命题 P (x)关于 x ∈ I 几乎处处成立，如果

m({x ∈ I : ¬P (x)}) = 0
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

♣

记作

P (x), a.e. x ∈ I

定理 3.2.11 (可数可加性)

♥

如果 Lebesgue可测集序列 {En}∞n=1 ⊂ L 两两不交，那么对于任意集合 T，成立

m∗

(
T ∩

( ∞⊔
n=1

En

))
=

∞∑
n=1

m∗(T ∩ En)

特别的

m

( ∞⊔
n=1

En

)
=

∞∑
n=1

m(En)

定理 3.2.12 (连续性)

♥

1. 下连续性：如果 {En}∞n=1 ⊂ L 为单调递增的 Lebesgue可测集合序列，那么对于任意集合 T，成立

m∗
(
T ∩ lim

n→∞
En

)
= lim

n→∞
m∗(T ∩ En)

特别的

m
(
lim

n→∞
En

)
= lim

n→∞
m(En)

2. 上连续性：如果 {En}∞n=1 ⊂ L 为单调递减的 Lebesgue 可测集合序列，那么对于任意集合 T，若

m∗(T ) <∞，则成立
m∗
(
T ∩ lim

n→∞
En

)
= lim

n→∞
m∗(T ∩ En)

特别的，若存在 k ∈ N∗，使得成立m(Ek) <∞，则

m
(
lim

n→∞
En

)
= lim

n→∞
m(En)

推论 3.2.1

♥

1. 下极限：对于 Lebesgue可测集序列 {En}∞n=1，成立

m
(
lim inf
n→∞

En

)
≤ lim inf

n→∞
m(En)

2. 上极限：对于 Lebesgue可测集序列 {En}∞n=1，如果存在 k ∈ N∗，使得成立

m

( ∞⋃
n=k

Ek

)
<∞

那么成立

m

(
lim sup
n→∞

En

)
≥ lim sup

n→∞
m(En)

�
笔记上半连续性的反例：构造单调递减集合序列 {En}∞n=1

En =
⋃
m∈Z

I(n)m , I(n)m =

(
m− 1

2n+1
,m+

1

2n+1

)
那么

lim
n→∞

En = Z, m(En) = ∞
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

定理 3.2.13 (正则性)

♥

1. 外正则性：对于 Lebesgue可测集 E ∈ L，成立

m(E) = inf{m(G) : G ⊃ E 为开集}

2. 内正则性：对于 Lebesgue可测集 E ∈ L，成立

m(E) = inf{m(K) : K ⊂ E 为紧集}

定理 3.2.14 (Lebesgue密度定理)

♥

对于 Lebesgue可测集 E ⊂ R，如果m(E) > 0，那么对于任意 ε > 0，存在区间 I = (a, b)，使得成立

m(E ∩ I) > (1− ε)m(I)

证明 反证，如果存在 ε > 0，使得对于任意区间 I = (a, b)，成立

m(E ∩ I) ≤ (1− ε)m(I)

由 Lebesgue测度的正则性3.2.13
m(E) = inf{m(G) : G ⊃ E 为开集}

于是存在开集 G ⊃ E，使得成立

m(G) <
1

1− ε
m(E)

由于 G可以表示为可数个不交开区间的并

G =

∞⊔
n=1

In

那么

m(G) <
1

1− ε

∞∑
n=1

m(E ∩ In) ≤
1

1− ε

∞∑
n=1

(1− ε)m(In) =

∞∑
n=1

m(In) = m(G)

矛盾！

定理 3.2.15 (Steinhaus定理)

♥
对于 Lebesgue可测集 E ⊂ R，如果m(E) > 0，那么 0为 E − E 的内点。

证明 反证，如果 0不为E−E的内点，那么存在数列 {xn}∞n=1，使得 xn → 0，但是 xn /∈ E−E，从而 xn+E ⊂ Ec。

由 Lebesgue密度定理3.2.14，对于任意 0 < ε < 1/3，存在区间 I = (a, b)，使得成立

m(E ∩ I) > (1− ε)m(I)

取充分大的 n ∈ N∗，使得 |xn| < εm(I)，且m(I \ (I − xn)) = |xn|。由 Lebesgue测度的平移不变性与单调性

m(I ∩ (xn + E)) = m((I − xn) ∩ E)

≥ m(I ∩ E)−m((I \ (I − xn)) ∩ E)

≥ m(I ∩ E)−m(I \ (I − xn))

= m(I ∩ E)− |xn|
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

再注意到

m(I) = m(I ∩ E) +m(I ∩ Ec)

≥ m(I ∩ E) +m(I ∩ (xn + E))

= 2m(I ∩ E)− |xn|

> 2(1− ε)m(I)− εm(I)

= (2− 3ε)m(I)

> m(I)

矛盾！

� 练习 3.9对于可测集 A与 B，成立

m(A ∪B) +m(A ∩B) = m(A) +m(B)

� 练习 3.10对于可测集序列 {En}∞n=1，如果
∞∑

n=1

m(En) <∞

那么

m

(
lim sup
n→∞

En

)
= 0

� 练习 3.11对于矩阵A，如果 E 为 Lebesgue可测集，那么AE 为 Lebesgue可测集，且

m(AE) = | det(A)|m(E)

� 练习 3.12对于闭集 F，存在完备集 P ⊂ F，使得成立m(P ) = m(F )。

� 练习 3.13对于紧集 A,B ⊂ R，x, y ∈ R，记

A1 = A ∩ (−∞, x], A2 = A ∩ [x,+∞)

B1 = B ∩ (−∞, y], B2 = B ∩ [y,+∞)

那么

m(A+B) ≥ m(A1 +B1) +m(A2 +B2)

� 练习 3.14对于紧集 A,B ⊂ R，成立
m(A+B) ≥ m(A) +m(B)

� 练习 3.15对于紧集 A,B ⊂ R，以及 λ ∈ (0, 1)，成立

m(λA+ (1− λ)B) ≥ m(A) + (1− λ)m(B)

3.2.7 Vitali集

定义 3.2.9 (Vitali集)

♣

在 I = (0, 1)上定义等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q

定义 Vitali集为 V = I/ ∼。

定理 3.2.16 (Vitali集不可测)

♥
Vitali集 V = I/ ∼不可测。
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3.2 Lebesgue代数与 Lebesgue测度

证明 如果 Vitali集 V 可测，那么对于 r ∈ Q ∩ [0, 1]，定义

Vr = r + V mod 1

断言

(0, 1) =
⊔

r∈Q∩[0,1]

Vr

因此

1 = m((0, 1)) =
∑

r∈Q∩[0,1]

m(Vr) =
∑

r∈Q∩[0,1]

m(r + V ) =
∑

r∈Q∩[0,1]

m(V )

矛盾！

定理 3.2.17 (外测度不成立可加性)

♥

构造不交集合 E 与 F，使得成立

m∗(E ∪ F ) 6= m∗(E) +m∗(F )

证明 在 (0, 1)上定义等价关系

x ∼ y ⇐⇒ x− y ∈ Q

记

V = (0, 1)/ ∼, Q ∩ (−1, 1) = {rn}∞n=1, Vn = rn + V ⊂ (−1, 2)

断言：对于 m 6= n，成立 Vm ∩ Vn = ∅。事实上，若存在 v ∈ Vm ∩ Vn，那么存在 vm, vn ∈ V，使得成立

v = rm + vm = rn + vn，因此

vm − vn = rn − rm ∈ Q =⇒ vm = vn =⇒ Vm = Vn

导出矛盾！进而对于m 6= n，成立 Vm ∩ Vn = ∅。

断言：(0, 1) ⊂
∞⋃

n=1

Vn。任取 x ∈ (0, 1)，那么存在 τ ∈ V，使得 x− τ ∈ Q∩ (−1, 1)，因此存在 n0 ∈ N∗，使

得成立 x− τ = rn0
，进而 x = rn0

+ τ ∈ rn0
+ V = Vn0

⊂
⋃∞

n=1 Vn。由 x的任意性，(0, 1) ⊂
∞⋃

n=1

Vn。

由于 (0, 1) ⊂
∞⋃

n=1

Vn，那么

1 = m∗(0, 1) ≤ m∗

( ∞⋃
n=1

Vn

)
≤

∞∑
n=1

m∗(Vn) =

∞∑
n=1

m∗(rn + V ) =

∞∑
n=1

m∗(V )

因此m∗(V ) 6= 0。

如果对于任意 n ∈ N∗，成立

m∗

(
n+1⋃
k=1

Vk

)
= m∗(Vn+1) +m∗

(
n⋃

k=1

Vk

)
那么对于任意 n ∈ N∗，成立

m∗

(
n⋃

k=1

Vk

)
= nm∗(Vk) = nm∗(rk + V ) = nm∗(V )

取 N =
[

3
m∗(V )

]
+ 1，那么

3 < Nm∗(V ) = m∗

(
N⋃

k=1

Vk

)
= m∗(−1, 2) = 3
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3.3 Borel代数

导出矛盾！进而存在 n0 ∈ N∗，使得成立

m∗

(
n0+1⋃
k=1

Vk

)
6= m∗(Vn0+1) +m∗

(
n0⋃
k=1

Vk

)

取 E =

n0+1⋃
k=1

Vk 与 F = Vn0+1，那么 E ∩ F = ∅，且

m∗(E ∪ F ) 6= m∗(E) +m∗(F )

定理 3.2.18 (正测度集存在不可测子集)

♥
对于集合 E ⊂ R，如果m∗(E) > 0，那么 E 存在不可测子集。

证明 对于 Vitali集 V，令 Vr = r + V，其中 r ∈ Q，那么

R =
⊔
r∈Q

Vr

因此

m∗(E) ≤
∑
r∈Q

m∗(E ∩ Vr)

由于m∗(E) > 0，那么存在 r ∈ Q，使得m∗(E ∩ Vr) > 0。若 E ∩ Vr 可测，则m(E ∩ Vr) > 0。由 Steinhaus定
理3.2.15，0为 (E ∩ Vr)− (E ∩ Vr)的内点。由于

(E ∩ Vr)− (E ∩ Vr) ⊂ Vr − Vr ⊂ Qc

而 0不为 Qc 的内点，因此矛盾！进而 E ∩ Vr 为 E 的不可测子集。

3.3 Borel代数

定义 3.3.1 (Borel代数)

♣

令 G = {G ⊂ Rn 为开集}，定义 Borel代数为由 G 生成的最小 σ-代数

B = F (G )

命题 3.3.1 (Borel代数的性质)

♠

1. 方体 ⊂ B

2. Gδ 型集 ⊂ B

3. Fσ 型集 ⊂ B

定理 3.3.1 (Borel代数与 Lebesgue代数的关系)
开集族为

G = {G ⊂ Rn 为开集}

Lebesgue零测集族为
N = {N ⊂ Rn : m(N) = 0}

那么

F (G ) = B ⊊ L = F (G ∪ N )

1. 如果 E 为 Lebesgue可测集，那么对于任意 ε > 0，存在开集 G ⊃ E，使得成立m(G \ E) < ε。

2. 如果 E 为 Lebesgue可测集，那么对于任意 ε > 0，存在闭集 F ⊂ E，使得成立m(E \ F ) < ε。
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3.3 Borel代数

♥

3. 对于 Lebesgue可测集 E，存在 Gδ 型集 G与 Lebesgue零测集 N，使得成立 G = E ∪N。
4. 对于 Lebesgue可测集 E，存在 Fσ 型集 F 与 Lebesgue零测集 N，使得成立 E = F ∪N。

定理 3.3.2 (σ-代数的原像为 σ-代数)

♥

对于映射 f : A→ B，如果B为集合 B 上的 σ-代数，那么

f−1(B) = {f−1(B) : B ∈ B}

为集合 A上的 σ-代数。

证明 首先对于空集，成立 ∅ = f−1(∅) ∈ f−1(B)。

其次对于补运算，任取 E ∈ B，令 F = B \ E ∈ B，那么

A \ f−1(E) = f−1(B) \ f−1(E) = f−1(B \ E) = f−1(F ) ∈ B

因此 f−1(B)对于补运算封闭。

最后对于可数并运算，任取 {En}∞n=1 ⊂ B，令 E =

∞⋃
n=1

En ∈ B，那么

∞⋃
n=1

f−1(En) = f−1

( ∞⋃
n=1

En

)
∈ f−1(B)

因此 f−1(B)对于可数并运算封闭。

综上所述，f−1(B)为集合 A上的 σ-代数。

引理 3.3.1

♥

对于映射 f : A→ B，如果 A 为集合 A上的 σ-代数，B为集合 B 上的 σ-代数，那么

B0 = {E ∈ B : f−1(E) ∈ A }

为为集合 B 上的 σ-代数。

证明 首先对于空集，成立 ∅ ∈ B，且 f−1(∅) = ∅ ∈ A，因此 ∅ ∈ B0。

其次对于补运算，任取 E ∈ B0，那么 E ∈ B且 f−1(E) ∈ A，因此 B \ E ∈ B，且

f−1(B \ E) = f−1(B) \ f−1(E) = A \ f−1(E) ∈ A

因此 B \ E ∈ B0，进而B0 对于补运算封闭。

最后对于可数并运算，任取 {En}∞n=1 ⊂ B0，那么对于任意 n ∈ N∗，En ∈ B 且 f−1(En) ∈ A。令 E =
∞⋃

n=1

En ∈ B，那么 E ∈ B，且

f−1(E) = f−1

( ∞⋃
n=1

En

)
=

∞⋃
n=1

f−1(En) ∈ A

因此 E ∈ B0，进而B0 对于可数并运算封闭。

综上所述，B0 为集合 B 上的 σ-代数。

定理 3.3.3 (Borel集在连续函数下的原像为 Borel集)

♥
对于连续函数 f : Rn → Rm，成立 f−1(B(Rm)) ⊂ B(Rn)。

证明 构造

B0 = {B ∈ B(Rm) : f−1(B) ∈ B(Rn)}

由引理3.3.1，B0 为 σ-代数。令 G = {G ⊂ Rm 为开集}，由于开集在连续函数下的原像为开集，那么 G ⊂ B0，

进而B(Rm) ⊂ B0。而B0 ⊂ B(Rm)，因此B0 = B(Rm)，进而 f−1(B(Rm)) ⊂ B(Rn)。
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3.4 Jordan测度

定理 3.3.4 (B ⊊ L )

♥构造 Lebesgue可测的非 Borel集。

证明 考虑 Cantor函数

C : [0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→


∞∑

n=1

cn
2n
, x =

∞∑
n=1

2cn
3n

, 其中cn ∈ {0, 1}

sup
y∈C∩[0,x]

C(y), x ∈ [0, 1] \ C

构造函数

f : [0, 1] −→ [0, 1]

x 7−→ x+ C(x)

2

那么 f 为严格单调递增的连续双射。

令

[0, 1] \ C =

∞⊔
n=1

2n−1⊔
k=1

(
3k − 2

3n
,
3k − 1

3n

)
=

∞⊔
n=1

(an, bn)

对于任意 n ∈ N∗ 与 x ∈ (an, bn)，由于

f(x) =
x+ C(x)

2
=
x+ C(an)

2

那么

f((an, bn)) =
(an, bn) + C(an)

2
=

(
an + C(an)

2
,
bn + C(an)

2

)
因此m(f((an, bn))) = (bn − an)/2。由于

m(f([0, 1] \ C)) =m

f
 ∞⊔

n=1

2n−1⊔
k=1

(
3k − 2

3n
,
3k − 1

3n

)
=m

 ∞⊔
n=1

2n−1⊔
k=1

f

((
3k − 2

3n
,
3k − 1

3n

))
=

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

m

(
f

((
3k − 2

3n
,
3k − 1

3n

)))

=

∞∑
n=1

2n−1∑
k=1

1

2 · 3n

=
1

2

那么

m(f(C)) = 1− (m([0, 1])−m(f(C))) = 1−m([0, 1] \ f(C)) = 1−m(f([0, 1] \ C)) = 1− 1

2
=

1

2

由于非零可测集存在不可测子集3.2.18，因此存在不可测子集 V ⊂ f(C)。
记 g = f−1，W = f−1(V ) = g(V )，则 g为严格单调递增的连续双射。由于W ⊂ C，那么m∗(W ) = 0，因此

由定理3.2.5，W 为可测集。若W 为 Borel集，则由 Borel集在连续函数下的原像为 Borel集3.3.3，V = g−1(W )

为 Borel集，进而由定理3.3.1，V 为可测集，产生矛盾！因此W 为 Lebesgue可测的非 Borel集。
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3.4 Jordan测度

3.4 Jordan测度

3.4.1 Jordan外测度

定义 3.4.1 (Jordan外测度)

♣

J∗ : P(Rn) −→ [0,∞]

E 7−→ inf

{
n∑

k=1

|Ik| : {Ik}nk=1 为方体序列且
n⋃

k=1

Ik ⊃ E

}

定理 3.4.1 (Jordan外测度的性质)

♥

1. 非负性：J∗(E) ≥ 0；特别的，J∗(∅) = 0。

2. 单调性：如果 E ⊂ F，那么 J∗(E) ≤ J∗(F )。

3. 次有限可加性：对于集合序列 {Ek}nk=1，成立

J∗

(
n⋃

k=1

Ek

)
≤

n∑
k=1

J∗(Ek)

4. 无界集的 Jordan外测度：如果 E 为无界集，那么 J∗(E) = ∞。

3.4.2 Jordan内测度

定义 3.4.2 (Jordan内测度)

♣

J∗ : P(Rn) −→[0,∞]

E 7−→ sup

{
n∑

k=1

|Ik| : {Ik}nk=1 为不交方体序列且
n⊔

k=1

Ik ⊂ E

}

= sup

{ ∞∑
n=1

|In| : {In}∞n=1 为不交方体序列且
∞⊔

n=1

In ⊂ E

}

定理 3.4.2 (Jordan内测度的性质)

♥

1. 非负性：J∗(E) ≥ 0；特别的，J∗(∅) = 0。

2. 单调性：如果 E ⊂ F，那么 J∗(E) ≤ J∗(F )。

3. 超可数可加性：对于不交集合序列 {En}∞n=1，成立

J∗

( ∞⊔
n=1

En

)
≥

∞∑
n=1

J∗(En)

3.4.3 Jordan可测集

定义 3.4.3 (Jordan可测集)

♣

称集合 E 为 Jordan可测集，如果
J∗(E) = J∗(E)
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3.4 Jordan测度

定义 3.4.4 (Jordan可测集族)

♣

定义 Jordan可测集族为
J = {E ⊂ Rn : E 为 Jordan可测集}

定理 3.4.3 (Jordan零测集为 Jordan可测集)

♥
如果 J∗(N) = 0，那么 N 为 Jordan可测集。

定理 3.4.4 (Jordan可测集的性质)

♥

1. ∅ ∈ J

2. Rn ∈ J

3. 方体为 Jordan可测集。
4. 如果 E,F ∈ J 不交，那么 E t F ∈ J。

5. J 对于有界 Jordan可测集的有限交、有限并、差、补运算封闭。
6. 如果 E,F ∈ J 之一有界，那么 E ∪ F ∈ J。

�
笔记存在非 Jordan可测的有界开集：令 {rn}∞n=1 = Q ∩ (0, 1)，构造

G =

∞⋃
n=1

(
rn − 1

2 · 4n
, rn +

1

2 · 4n

)
从而

J∗(G) = m(G◦) = m(G) ≤
∞∑

n=1

1

4n
=

1

3
< 1 = m([0, 1]) = m(G) = J∗(G)

�
笔记存在非 Jordan可测的紧集：取广义 Cantor集 C，使得m(C) > 0，从而

J∗(C) = m(C◦) = m(∅) = 0 < m(C) = m(C) = J∗(C)

3.4.4 Jordan测度

定义 3.4.5 (Jordan测度)

♣

定义 Jordan可测集 E ∈ J 的 Jordan测度为

J(E) = J∗(E) = J∗(E)

定理 3.4.5 (方体的 Jordan测度)

♥

对于方体 I，成立

J(I) = |I|

定理 3.4.6

♥

1. 如果 E,F ∈ J 不交，那么

J(E t F ) = J(E) + J(F )

2. 如果 F ⊂ E ∈ J 有界，那么

J(E \ F ) = J(E)− J(F )
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3.5 乘积空间

3.4.5 Lebesgue测度与 Jordan测度的关系

定理 3.4.7 (Lebesgue测度与 Jordan测度的关系)

♥

对于集合 E，成立

J∗(E) ≤ m∗(E) ≤ J∗(E)

特别的，若 E 有界，则

J∗(E) ≤ m∗(E) ≤ m∗(E) ≤ J∗(E)

推论 3.4.1

♥
对于有界集 E，如果 E ∈ J，那么 E ∈ L，且m(E) = J(E)。

定理 3.4.8

♥

对于紧集K，成立

m(K) = 0 ⇐⇒ J(K) = 0

定理 3.4.9

♥

对于有界集 E，成立

J∗(E) = m(E◦), J∗(E) = m(E)

因此

J∗(E)− J∗(E) = m(∂E)

进而

E ∈ J ⇐⇒ J∗(E) = J∗(E) ⇐⇒ m(∂E) = 0 ⇐⇒ J(∂E) = 0

3.5 乘积空间

定义 3.5.1 (截面)

♣

对于 E ⊂ Rp+q，x ∈ Rp，定义 E 关于 x的截面为

Ex = {y ∈ Rq : (x, y) ∈ E}

对于 E ⊂ Rp+q，y ∈ Rq，定义 E 关于 y的截面为

Ey = {x ∈ Rp : (x, y) ∈ E}

定理 3.5.1

♥

如果 A ∈ L (Rp)且 B ∈ L (Rq)，那么 A×B ∈ L (Rp+q)，且m(A×B) = m(A)m(B)；若 A和 B之一

为零测集，则m(A×B) = 0。

定理 3.5.2

♥如果 E ⊂ Rp+q 为零测集，那么对于几乎处处 x ∈ Rp，Ex 为零测集。
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3.6 保距映射

定理 3.5.3

♥
如果 E ∈ L (Rp+q)，那么对于几乎处处 x ∈ Rp，Ex ∈ L (Rq)。

3.6 保距映射

定义 3.6.1 (保距映射)

♣
称映射 T : Rn → Rn 为保距映射，如果对于任意 x, y ∈ Rn，成立 ‖T (x)− T (y)‖ = ‖x− y‖。

命题 3.6.1 (保距映射的性质)

♠

1. 保距映射为一一映射。
2. 保距映射的逆映射为保距映射。
3. 定义 S(x) = T (x)− T (0)，那么对于任意 λ ∈ R，成立 S(λx) = λS(x)。

4. 若 x, y, z共线，那么 T (x), T (y), T (z)共线。

5. 如果 x ⊥ y，那么 S(x+ y) = S(x) + S(y)。

引理 3.6.1

♥

对于有界开集 G ⊂ Rn，存在不交闭球列 {Bn}∞n=1，使得成立

m(G) =

∞∑
n=1

m(Bn)

定理 3.6.1

♥
如果映射 T : Rn → Rn 为保距映射，那么对于任意 E ⊂ Rn，成立m∗(T (E)) = m∗(E)。

定理 3.6.2

♥
如果映射T : Rn → Rn为保距映射，那么对于任意E ∈ L (Rn)，成立T (E) ∈ L (Rn)且m(T (E)) = m(E)。
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第四章 可测函数

4.1 可测函数

4.1.1 可测函数

定义 4.1.1 (可测函数)

♣

对于可测集 E ∈ L，称 f : E → R为可测函数，如果成立如下命题之一。
1. f−1(B) ⊂ L

2. 对于任意 c ∈ R，成立 E[f ≥ c] ∈ L。

3. 对于任意 c ∈ R，成立 E[f ≤ c] ∈ L。

4. 对于任意 c ∈ R，成立 E[f > c] ∈ L。

5. 对于任意 c ∈ R，成立 E[f < c] ∈ L。

定理 4.1.1

♥

对于 E ∈ L，如果在 E 上几乎处处成立 f = g，那么

f 可测 ⇐⇒ g可测

定理 4.1.2 (局部可测和整体可测)

♥

1. 如果 f 是可测集 E 上的可测函数，且 E0 ⊂ E 为可测子集，那么 f 是 E0 上的可测函数。

2. 如果对于任意 n ∈ N∗，f 均为可测集 En 上的可测函数，那么 f 是
∞⋃

n=1

En 上的可测函数。

定理 4.1.3 (线性、乘积和除法)

♥

对于可测集 E 上的可测函数 f 和 g，成立

1. 对于任意 c ∈ R，如果 cf 在 E 上几乎处处存在意义，那么 cf 也是 E 上的可测函数。

2. 如果 f + g在 E 上几乎处处存在意义，那么 f + g也是 E 上的可测函数。

3. 如果 fg在 E 上几乎处处存在意义，那么 fg也是 E 上的可测函数。

4. 定义

1

f(x)
=


1/f(x), 0 < |f(x)| <∞

0, f(x) = ±∞

∞, f(x) = 0

那么 1/f 是 E 上的可测函数。

定理 4.1.4 (确界和极限)

♥

1. 对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1

sup
n∈N∗

fn, inf
n∈N∗

fn, lim sup
n→∞

fn, lim inf
n→∞

fn

均为 E 上的可测函数。

2. 对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1，如果 fn
a.e.−−→ f，那么 f 为 E 上的可测函数。



4.1 可测函数

定理 4.1.5 (正部与负部)

♥

对于可测集 E 上的可测函数 f，定义其正部和负部分别为

f+ = max{f, 0} =
|f |+ f

2
, f− = max{−f, 0} =

|f | − f

2

那么

f 可测 ⇐⇒ f+ 与f− 均可测

定理 4.1.6 (连续函数可测)

♥如果函数 f 在 Rn 上连续，那么 f 在可测集上可测。

定理 4.1.7 (单调函数可测)

♥如果函数 f 在 R上单调，那么 f 在可测集上可测。

定理 4.1.8 (复合函数)

♥如果 f 是可测集 E ⊂ Rn 上的可测函数，g是 R上的连续函数，那么 g ◦ f 是 E 上的可测函数。

定理 4.1.9 (乘积空间)

♥

如果 f 是可测集 E ⊂ Rp 上的可测函数，g是可测集 F ⊂ Rq 上的可测函数，且 fg在 E × F 上几乎处处

存在意义，那么 fg在 E × F 上可测。

� 练习 4.1对于可测集 E和 F，如果 f 既为 E上的非负可测函数，也为 F 上的非负可测函数时，那么 f 为 E ∪ F
上的非负可测函数。

� 练习 4.2对于有限测度的可测集 E，如果 f 是 E上的几乎处处有限的非负可测函数，那么对于任意 ε > 0，存在

闭集 F ⊂ E，使得成立m(E − F ) < ε，且 f 在 F 上有界。

� 练习 4.3对于可测集 E 上的非负可测函数序列 {fn}∞n=1，如果对于任意 ε > 0，成立
∞∑

n=1

m(E[fn > ε]) <∞

那么在 E 上成立 fn
a.e.−−→ 0。

� 练习 4.4如果 f 是有限测度的可测集 E 上的非负可测函数，那么对于任意 y，E[f = y]为可测集，且 {y ∈ R :

m(E[f = y]) > 0}至多为可数集。

4.1.2 简单函数

定义 4.1.2 (下方图形)

♣

对于定义在 E 上的非负函数 f，定义 f 在 E 上的下方图形为

G(E; f) = {(x, t) : x ∈ E, 0 ≤ t < f(x)}

定义 4.1.3 (简单函数)

♣

对于互不相交的有限可测集合序列 {Ek}nk=1 与有限实数序列 {ck}nk=1，定义 E =

n⋃
k=1

Ek 上的简单函数为

φ =

n∑
k=1

ck1Ek
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4.2 Egorov定理

命题 4.1.1

♠可测集 E 上的简单函数的和与积仍为 E 上的简单函数。

命题 4.1.2

♠

对于非负简单函数 φ =

n∑
k=1

ck1Ek
，成立

G(E;φ) =

n⋃
k=1

Ek × [0, ck)

定理 4.1.10 (简单函数逼近定理)

♥

对于可测集 E 上的非负函数 f，如下命题等价。

1. f 是 E 上的可测函数。

2. G(E; f)是 Rn+1 上的可测集。

3. 存在单调递增的非负简单函数序列 {φn}∞n=1，使得成立 φn → f。

推论 4.1.1

♥

对于可测集 E 上的函数 f，成立

f 在E 上可测 ⇐⇒ 存在E 上的简单函数序列{φn}∞n=1, 使得成立φn → f

4.2 Egorov定理

定理 4.2.1 (Egorov定理——几乎处处收敛 =⇒ 近乎一致收敛)

♥

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，如果 m(E) <

∞，那么
fn

a.e.−−→ f =⇒ fn
a.un.−−−→ f

注可测集 E 必须为有限测度，例如：

E = [0,∞), fn = 1[n,∞), f = 0

� 练习 4.5对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1，如果

1. m(E) <∞
2. 在 E 上成立 fn

a.e.−−→ f，

那么存在 E 的可测子集序列 {En}∞n=1，使得成立

1. {En}∞n=1 单调递增。

2. m(En) → m(E)

3. 对于任意 n ∈ N∗，在 En 上成立 fn ⇒ f。

� 练习 4.6对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1，如果

1. m(E) <∞
2. 对于任意 n ∈ N∗，在 E 上几乎处处成立 |fn| <∞；
3. 在 E 上成立 fn

a.e.−−→ 0，

那么存在子序列 {fnk
}∞k=1 与存在非负实数序列 {tn}∞n=1，使得成立

1.
∞∑

n=1

tn = ∞
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4.3 Luzin定理

2. 在 E 上几乎处处成立

∞∑
k=1

|fnk
| <∞；

3. 在 E 上几乎处处成立

∞∑
n=1

|tnfn| <∞E。

� 练习 4.7对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1，如果

1. 对于任意 n ∈ N∗，在 E 上几乎处处成立 |fn| <∞；
2. 在 E 上成立 fn

a.e.−−→ 0，

那么存在子序列 {fnk
}∞k=1 与存在非负实数序列 {tn}∞n=1，使得成立

1.
∞∑

n=1

tn = ∞

2. 在 E 上几乎处处成立

∞∑
k=1

|fnk
| <∞；

3. 在 E 上几乎处处成立

∞∑
n=1

|tnfn| <∞E。

4.3 Luzin定理

定理 4.3.1 (Luzin定理——可测 =⇒ 近乎连续)

♥

如果 f 是可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数，那么对于任意 ε > 0，存在闭集 Fε ⊂ E，使得成立

m(E \ Fε) < ε，且 f 在 Fε 上连续。

定理 4.3.2 (Tietze延拓定理)

♥对于闭集 E ⊂ Rn，连续函数 f : E → R可延拓为连续函数 F : Rn → R。

� 练习 4.8对于可测集 E ⊂ Rm上的几乎处处有限的函数 f，证明：f 在 E 上可测，当且仅当存在在 Rn上连续的

函数序列 {φn}∞n=1，使得在 E 上成立 φn
a.e.−−→ f。

4.4 Lebesgue定理与 Riesz定理

定理 4.4.1 (Lebesgue定理——几乎处处收敛 =⇒ 依测度收敛)

♥

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，如果 m(E) <

∞，那么
fn

a.e.−−→ f =⇒ fn
m−−→ f

定理 4.4.2 (F.Riesz定理——依测度收敛序列 =⇒ 存在几乎处处收敛子列)

♥

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1与几乎处处有限的可测函数 f，如果在 E 上成

立 fn
m−−→ f，那么存在 {fn}∞n=1 的子列 {fnk

}∞k=1，使得在 E 上成立 fnk

a.e.−−→ f。

推论 4.4.1

♥

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {φn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f, g，如果

1. 在 E 上成立 φn
m−−→ f；

2. 在 E 上成立 φn
m−−→ g，

那么在 E 上几乎处处成立 f = g。
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4.4 Lebesgue定理与 Riesz定理

�
笔记依测度收敛则 6=⇒ 几乎处处收敛：以下函数的定义域为 E = [0, 1)，定义

f
(j)
i = 1[ i−1

j , ij )
, i, j ∈ N∗, 1 ≤ i ≤ j

定义 φn = f
(j)
i ，那么 φn

m−−→ 0，但对于任意 x ∈ [0, 1)， lim
n→∞

φn(x)不存在。

� 练习 4.9 对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1, {gn}∞n=1 和可测函数 f, g，如果 fn
m−−→

f, gn
m−−→ g，那么 fn + gn

m−−→ f + g。

� 练习 4.10对于可测集 E上的可测函数序列 {fn}∞n=1和几乎处处有限的可测函数 f，如果存在M > 0，使得在 E

上对于任意 n ∈ N∗ 几乎处处成立 |fn| ≤M，且 fn
m−−→ f，那么在 E 上几乎处处成立 |f | ≤M。
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第五章 积分理论

5.1 非负函数的积分

5.1.1 分划的和数

定义 5.1.1 (分划)

♣
将有限测度的可测集 E 分为有限个不交可测子集 D = {Ek}nk=1。

定义 5.1.2 (分划的合并)

♣

对于有限测度的可测集 E 的分划 D1 = {E(1)
k }mk=1 与 D2 = {E(2)

k }nk=1，定义二者的合并为 D = {E(1)
i ∩

E
(2)
j }i,j，称 D比 D1 和 D2 细密。

定义 5.1.3 (小和数与大和数)

♣

对于有限测度的可测集 E 的分划 D = {Ek}nk=1，以及在 E 上非负有界的函数 f，记

bk = inf
x∈Ek

f(x), Bk = sup
x∈Ek

f(x)

定义 f 在 E 上关于分划 D的小和数与大和数分别为

s
(f)
D =

n∑
k=1

bkm(Ek), S
(f)
D =

n∑
k=1

Bkm(Ek)

命题 5.1.1 (小和数与大和数的性质)

♠

1. sD ≤ SD

2. 如果分划 D∗ 比 D细密，那么

sD ≤ sD∗ ≤ SD∗ ≤ SD

3. 对于任意两个分划 D1 和 D2，成立

sD1
≤ SD2

, sD2
≤ SD1

5.1.2 分划的简单函数

定义 5.1.4 (分划的简单函数)

♣

对于有限测度的可测集 E 的分划 D = {Ek}nk=1，定义上简单函数与下简单函数分别为

φ(f)
D

=

n∑
k=1

bk1Ek
, φ

(f)
D =

n∑
k=1

Bk1Ek

命题 5.1.2 (分划的简单函数的性质)
1.

φ(f)
D

≤ f ≤ φ
(f)
D

2.
G(E;φ(f)

D
) ⊂ G(E; f) ⊂ G(E;φ

(f)
D )



5.1 非负函数的积分

♠

3.
s
(f)
D = m(G(E;φ(f)

D
)), S

(f)
D = m(G(E;φ

(f)
D ))

5.1.3 上积分与下积分

定义 5.1.5 (上积分与下积分)

♣

定义有限测度的可测集 E 上的非负有界的函数 f 的上积分与下积分分别为∫
E

f = inf
D
S
(f)
D ,

∫
E

f = sup
D
s
(f)
D

命题 5.1.3 (上积分与下积分的性质)

♠

1. ∫
E

f ≤
∫

E

f

2. 如果 f ≤ g ，那么 ∫
E

f ≤
∫

E

g,

∫
E

f ≤
∫

E

g

3. 对于不交可测子集 E1, E2，成立∫
E1⊔E2

f =

∫
E1

f +

∫
E2

f,

∫
E1⊔E2

f =

∫
E1

f +

∫
E2

f

4. ∫
E

f + g ≤
∫

E

f +

∫
E

g,

∫
E

f + g ≥
∫

E

f +

∫
E

g

定理 5.1.1

♥

对于有限测度的可测集 E 上的非负有界可测函数 f，成立∫
E

f =

∫
E

f

5.1.4 非负可测函数的积分

定义 5.1.6 (非负可测函数的积分)

♣

定义可测集 E 上的非负可测函数 f 的积分如下。

1. m(E) <∞且 f 有界： ∫
E

f =

∫
E

f =

∫
E

f

2. m(E) <∞：令 fn = min{f, n}，定义 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

3. 令 En = E ∩Bn，定义 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
En

f
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5.1 非负函数的积分

命题 5.1.4 (非负可测函数积分的性质)

♠

1. 如果 f ≤ g，那么 ∫
E

f ≤
∫
E

g

2. 如果 E ∩ F = ∅，那么 ∫
E⊔F

f =

∫
E

f +

∫
F

f,

∫
E

f + g =

∫
E

f +

∫
E

g

3. 如果在 E 上几乎处处成立 f = g ，那么 ∫
E

f =

∫
E

g

4. 对于非负函数 f，如果 ∫
E

f = 0

那么在 E 上几乎处处成立 f = 0。

定理 5.1.2 (存在积分与可测的关系)

♥

对于可测集 E 上的非负函数 f，如果m(E) <∞，那么

f在E上可测 ⇐⇒
∫

E

f =

∫
E

f

� 练习 5.1对于有限测度的可测集 E ⊂ Rn 上的非负可测函数 f，成立∫
E

f <∞ ⇐⇒
∞∑

n=0

2nm(E[f ≥ 2n]) <∞

� 练习 5.2对于可测集 E 上的非负可测函数 f 和 g，如果对于任意 a ∈ R，成立

m(E[f ≥ a]) = m(E[g ≥ a])

那么 ∫
E

f =

∫
E

g

� 练习 5.3 对于有限测度的可测集 E 上的非负有界可测函数 f，记 En = E[f ≥ n]，如果

∫
E

f < ∞，那么

nm(En) → 0。

� 练习 5.4对于可测集 E ⊂ Rn 上的非负可测函数 f，证明：如果
∫
E
f <∞，定义

F (x) =

∫
E∩Bx

f, x ∈ R+

那么 F 是 R+ 上的连续函数。

� 练习 5.5对于可测集 E ⊂ Rn 上的非负可测函数 f，如果

∫
E

f <∞，那么对于任意 0 ≤ c ≤
∫
E

f，存在 F ⊂ E，

使得

∫
F

f = c。

� 练习 5.6对于有限测度的可测集 E，{Ei}ni=1 为 E 的可测子集，如果对于任意 x ∈ E，存在至少 k 个 Ei，使得

x ∈ Ei，其中 1 ≤ k ≤ n，那么存在 j，使得m(Ej) ≥ k
nm(E)。
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5.1 非负函数的积分

5.1.5 简单函数的积分

定理 5.1.3 (简单函数的积分)

♥

对于简单函数

φ =

n∑
k=1

ck1Ek

成立 ∫
n⊔

k=1

Ek

φ =

n∑
k=1

ckm(Ek)

定理 5.1.4 (积分与下方图形的关系)

♥

对于可测集 E ⊂ Rn 上的非负可测函数 f，成立∫
E

f = m(G(E; f))

5.1.6 Levi定理、Lebesgue基本定理与 Fatou引理

定理 5.1.5 (Levi定理)

♥

对于可测集 E 上的单调递增的非负可测函数序列 {fn}∞n=1，成立∫
E

lim
n→∞

fn = lim
n→∞

∫
E

fn

定理 5.1.6 (Lebesgue基本定理)

♥

对于可测集 E 上的非负可测函数序列 {fn}∞n=1，成立∫
E

∞∑
n=1

fn =

∞∑
n=1

∫
E

fn

定理 5.1.7 (Fatou引理)

♥

对于可测集 E 上的非负可测函数序列 {fn}∞n=1，成立∫
E

lim inf
n→∞

fn ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn

例题 5.1 Fatou引理中成立严格不等号。
解对于

E = [0, 1], fn = nxn−1

一方面，由于

lim inf
n→∞

fn = 0

那么 ∫
E

lim inf
n→∞

fn = 0

另一方面，由于 ∫
E

fn =

∫ 1

0

nxn−1 = 1
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5.2 可积函数

那么

lim inf
n→∞

∫
E

fn = 1

进而 ∫
E

lim inf
n→∞

fn < lim inf
n→∞

∫
E

fn

5.2 可积函数

5.2.1 可积函数

定义 5.2.1 (存在积分)

♣

对于可测集 E 上的可测函数 f，如果其正部和负部的积分之一有限，那么称 f 在 E 上存在积分，并且定

义其积分为 ∫
E

f =

∫
E

f+ −
∫
E

f−

定义 5.2.2 (可积函数)

♣

对于可测集 E 上的可测函数 f，如果其正部和负部的积分均有限，那么称 f 为 E 上可积函数，并且定义

其积分为 ∫
E

f =

∫
E

f+ −
∫
E

f−

命题 5.2.1 (存在积分函数的性质)

♠

1. 数乘：对于可测集 E 上的可测函数 f，如果 f 在 E 上存在积分，那么对于任意 k ∈ R，kf 在 E 上

存在积分，且 ∫
E

kf = k

∫
E

f

2. 单调性：对于可测集 E 上的可测函数 f 和 g，如果 f 和 g在 E 上存在积分，且 f ≤ g ，那么∫
E

f ≤
∫
E

g

3. 积分路径的可加性：对于不交可测集 {En}∞n=1，以及在
∞⊔

n=1
En 上的可测函数 f，如果 f 在

∞⊔
n=1

En

上存在积分，那么对于任意 n ∈ N∗，f 在 En 上均存在积分，且∫
∞⊔

n=1
En

f =

∞∑
n=1

∫
En

f

4. 对于可测集 E上的可测函数 f，如果 f 在 E上存在积分，且在 E上几乎处处成立 f = g，那么 g在

E 上可测且存在积分，同时 ∫
E

f =

∫
E

g

命题 5.2.2 (可积函数的性质)
1. 加法：对于可测集 E 上的可测函数 f 和 g，如果 f 和 g在 E 上可积，那么 f + g在 E 上可积，且∫

E

f + g =

∫
E

f +

∫
E

g

2. 对于可测集 E上的可测函数 f 和 g，如果 g在 E上可积，且在 E上成立 |f | ≤ g，那么 f 在 E上可

积。
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5.2 可积函数

♠

3. 整体可积与局部可积：对于可测集 E 上的可测函数 f，如果 f 在 E 上可积，那么 f 在 E 的可测子

集上可积。

4. 可积和绝对可积：对于可测集 E 上的可测函数 f，成立

f 在E 上可积 ⇐⇒ |f |在E 上可积

5. 有界则可积：如果 f 是有限测度的可测集 E 上的有界可测函数，那么 f 在 E 上可积。

6. 可积则几乎处处有限：对于可测集 E 上的可测函数 f，如果 f 在 E 上可积，那么 f 几乎处处有限。

定理 5.2.1 (Lebesgue可积和 Riemann可积的关系)

♥
如果有界函数 f 在 [a, b]上 Riemann可积，那么 f 在 [a, b]上 Lebesgue可积，且积分相等。

定理 5.2.2 (Lebesgue可积准则)

♥

如果 f 是 [a, b]上的有界函数，那么

f 在[a, b]上 Riemann可积 ⇐⇒ f 在[a, b]上几乎处处连续

� 练习 5.7对于有限测度的可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数 f，定义

En = E[n− 1 ≤ f < n], n ∈ Z

那么 f 在 E 上可积当且仅当
∞∑

n=−∞
|n|m(En) <∞

5.2.2 积分绝对连续性

定义 5.2.3 (积分绝对连续性)

♣

对于可测集 E 上的存在积分函数 f，称 f 在 E 上积分绝对连续，如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得

对于任意可测子集 Eδ ⊂ E，成立

m(Eδ) < δ =⇒
∣∣∣∣∫

Eδ

f

∣∣∣∣ < ε

定义 5.2.4 (积分等度绝对连续性)

♣

对于可测集 E 上的可积函数族 F，称 F 在 E 上积分等度绝对连续，如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，

使得对于任意可测子集 Eδ ⊂ E，以及任意 f ∈ F，成立

m(Eδ) < δ =⇒
∣∣∣∣∫

Eδ

f

∣∣∣∣ < ε

定理 5.2.3 (可积则积分绝对连续)

♥对于可测集 E 上的可测函数 f，如果 f 在 E 上可积，那么 f 在 E 上积分绝对连续。

定理 5.2.4 (Vitali定理)
对于可测集 E 上的可积函数序列 {fn}∞n=1，如果

1. m(E) <∞
2. {fn}∞n=1 在 E 上积分等度绝对连续；

3. 在 E 上成立 fn
m−−→ f，
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5.3 Fubini定理

♥

那么 f 在 E 上可积，且 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

5.2.3 Lebesgue控制收敛定理与 Lebesgue有界收敛定理

定理 5.2.5 (Lebesgue控制收敛定理)

♥

对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1 与可测函数 F，如果

1. F 在 E 上可积；

2. 对于任意 n ∈ N∗，在 E 上成立 |fn| ≤ F；

3. 在 E 上成立 fn
m−−→ f，

那么 f 在 E 上可积，且 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

定理 5.2.6 (Lebesgue有界收敛定理)

♥

对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1，如果

1. m(E) <∞
2. {fn}∞n=1 在 E 上一致有界；

3. 在 E 上成立 fn
m−−→ f，

那么 f 在 E 上可积，且 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

5.3 Fubini定理

引理 5.3.1

♥

对于可测集 E ⊂ Rp+q，m(Ex)是 Rp 上几乎处处存在定义的可测函数，并且

m(E) =

∫
Rp

m(Ex)

定理 5.3.1 (Fubini定理)

♥

如果 f 是 Rp+q 上的可积函数，那么

1. 对于几乎任意的 x ∈ Rp，函数 f(x, y)关于 y ∈ Rq 可积；

2. 函数 g(x) =

∫
Rq

f(x, y)dy几乎处处存在定义且在 Rp 上可积；

3. ∫
Rp+q

f =

∫
Rp

∫
Rq

f =

∫
Rq

∫
Rp

f

推论 5.3.1

♥

如果 f 是 Rp+q 上的非负可测函数，那么对于几乎任意的 x ∈ Rp，函数 f(x, y)关于 y ∈ Rq 非负可测，且

成立等式 ∫
Rp+q

f =

∫
Rp

∫
Rq

f =

∫
Rq

∫
Rp

f
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5.4 微分与不定积分

推论 5.3.2

♥

如果 f 是 Rp+q 上的可测函数，那么对于几乎任意的 x ∈ Rp，函数 |f(x, y)|关于 y ∈ Rq 可积，且∫
Rp

∫
Rq

|f | <∞

5.4 微分与不定积分

5.4.1 Vitali覆盖引理

定义 5.4.1 (Vitali覆盖)

♣

称 Rn中的球族B为集合 E的 Vitali覆盖，如果对于任意 x ∈ E与 ε > 0，存在 B ∈ B，使得成立 x ∈ B

且m(B) < ε。

定理 5.4.1 (Vitali覆盖引理——差不多覆盖定理)

♥

对于集合 E ⊂ Rn 的 Vitali 覆盖 B，如果 m∗(E) < ∞，那么对于任意 ε > 0，存在有限互不相交的球

{Bk}nk=1 ⊂ B，使得成立

m∗

(
E −

n⊔
k=1

Bk

)
< ε

5.4.2 混合极限

定义 5.4.2 (左右极限)

♣

定义函数 f 在 x0 处的左右极限为

f(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x), f(x+0 ) = lim
x→x+

0

f(x)

定义 5.4.3 (上下极限)

♣

定义函数 f 在 x0 处的上下极限为

f+(x0) = lim sup
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

sup
0<|x−x0|<δ

f(x)

f−(x0) = lim inf
x→x0

f(x) = lim
δ→0+

inf
0<|x−x0|<δ

f(x)

定义 5.4.4 (混合极限)

♣

定义函数 f 在 x0 处的左上、左下、右上、右下极限为

f+(x
−
0 ) = lim sup

x→x−
0

f(x) = lim
δ→0+

sup
0<x0−x<δ

f(x)

f−(x
−
0 ) = lim inf

x→x−
0

f(x) = lim
δ→0+

inf
0<x0−x<δ

f(x)

f+(x
+
0 ) = lim sup

x→x+
0

f(x) = lim
δ→0+

sup
0<x−x0<δ

f(x)

f−(x
+
0 ) = lim inf

x→x+
0

f(x) = lim
δ→0+

inf
0<x−x0<δ

f(x)
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5.4 微分与不定积分

5.4.3 Dini导数

定义 5.4.5 (左右导数)

♣

定义函数 f 在 x0 处的左右导数为

f ′(x−0 ) = lim
x→x−

0

f(x)− f(x0)

x− x0
, f ′(x+0 ) = lim

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0

定义 5.4.6 (上下导数)

♣

定义函数 f 在 x0 处的上下导数为

f ′+(x0) = lim sup
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

δ→0+
sup

0<|x−x0|<δ

f(x)− f(x0)

x− x0

f ′−(x0) = lim inf
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

δ→0+
inf

0<|x−x0|<δ

f(x)− f(x0)

x− x0

定义 5.4.7 (Dini导数)

♣

定义函数 f 在 x0 处的左上、左下、右上、右下导数为

f ′+(x
−
0 ) = lim sup

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

δ→0+
sup

0<x0−x<δ

f(x)− f(x0)

x− x0

f ′−(x
−
0 ) = lim inf

x→x−
0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

δ→0+
inf

0<x0−x<δ

f(x)− f(x0)

x− x0

f ′+(x
+
0 ) = lim sup

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

δ→0+
sup

0<x−x0<δ

f(x)− f(x0)

x− x0

f ′−(x
+
0 ) = lim inf

x→x+
0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

δ→0+
inf

0<x−x0<δ

f(x)− f(x0)

x− x0

5.4.4 Lebesgue单调可微定理

定理 5.4.2 (Lebesgue单调可微定理)

♥

如果函数 f 在 [a, b]上单调，那么 f 在 [a, b]上几乎处处可微，f ′ 在 [a, b]上可积，且∣∣∣∣∣
∫ b

a

f ′

∣∣∣∣∣ ≤ |f(b)− f(a)|

5.4.5 有界变差函数

定义 5.4.8 (变差)

♣

称 [a, b]上的函数 f 关于 [a, b]的分划

∆ : a = x0 < x1 < · · · < xn = b

的变差为

V (∆) =

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|
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5.4 微分与不定积分

定义 5.4.9 (有界变差函数)

♣
称 [a, b]上的函数 f 为有界变差函数，如果存在M > 0，使得对于任意 [a, b]的分划∆，成立 V (∆) ≤M。

定义 5.4.10 (总变差)

♣

称 [a, b]上的有界变差函数 f 的总变差为

V b
a (f) = sup

∆
V (∆)

引理 5.4.1

♥

[a, b]上的单调函数 f 为有界变差函数，且

V b
a (f) = |f(b)− f(a)|

引理 5.4.2

♥

对于 [a, b]上的有界变差函数 f，如果 a < c < b，那么 f 在 [a, c]与 [c, b]上有界变差，且

V b
a (f) = V c

a (f) + V b
c (f)

定义 5.4.11 (正负变差)

♣

对于 [a, b]上的有界变差函数 f，令

V +(∆) =
∑

f(xk)≥f(xk−1)

|f(xk)− f(xk−1)| =
V (∆) + (f(b)− f(a))

2

V −(∆) =
∑

f(xk)<f(xk−1)

|f(xk)− f(xk−1)| =
V (∆)− (f(b)− f(a))

2

称其正负变差为
+

V b
a (f) = sup

∆
V +(∆) =

V b
a (f) + (f(b)− f(a))

2
−
V b
a (f) = sup

∆
V −(∆) =

V b
a (f)− (f(b)− f(a))

2

引理 5.4.3

♥

对于 [a, b]上的有界变差函数 f，令

V (x) = V x
a (f), V +(x) =

+

V x
a (f), V −(x) =

−
V x
a (f)

那么 V (x), V +(x), V −(x)均为单调递增函数，且

f(x) = V +(x)− V −(x) + f(a), a ≤ x ≤ b

定理 5.4.3

♥

对于 [a, b]上的函数 f，成立

f 在[a, b]上有界变差 ⇐⇒ f 可表示为[a, b]上的单调递增函数之差
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5.4 微分与不定积分

定理 5.4.4

♥

如果函数 f 在 [a, b]上有界变差，那么 f 在 [a, b]上几乎处处可微，f ′ 在 [a, b]上可积，且∫ b

a

|f ′| ≤ V b
a (f)

定理 5.4.5

♥

对于 [a, b]上的有界变差函数序列 {fn}∞n=1，如果
∞∑

n=1

V b
a (fn) < ∞，且

∞∑
n=1

fn 处处收敛于 f，那么 f 在

[a, b]上有界变差，且 V b
a (f) ≤

∞∑
n=1

V b
a (fn)。

定理 5.4.6

♥

对于 [a, b]上的有界变差函数序列 {fn}∞n=1，如果
∞∑

n=1

V b
a (fn) <∞，且

∞∑
n=1

fn处处收敛于 f，那么
∞∑

n=1

f ′n

几乎处处收敛于 f ′。

5.4.6 绝对连续函数

定义 5.4.12 (绝对连续函数)

♣

称 [a, b]上的函数 f 为绝对连续函数，如果对于任意 ε > 0，存在 δ > 0，使得对于任意 [a, b]上的分点

a ≤ a1 < b1 ≤ a2 < b2 ≤ · · · ≤ an < bn ≤ b

成立
n∑

k=1

|bk − ak| < δ =⇒
n∑

k=1

|f(bk)− f(ak)| < ε

定理 5.4.7

♥绝对连续性 =⇒ 有界变差性

定理 5.4.8

♥

如果函数 f 在 [a, b]上绝对连续，那么 f 在 [a, b]上几乎处处可微，f ′ 在 [a, b]上可积，且∫ b

a

f ′ = f(b)− f(a)

引理 5.4.4

♥
对于 [a, b]上的可积函数 f，如果对于任意 a ≤ x ≤ b，成立

∫ x

a

f = 0，那么在 [a, b]上几乎处处成立 f = 0。

定理 5.4.9

♥

对于 [a, b]上的可积函数 f，如果令

F (x) =

∫ x

a

f + C, a ≤ x ≤ b

那么 F 在 [a, b]上绝对连续，且在 [a, b]上几乎处处成立 F ′ = f。
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5.4 微分与不定积分

5.4.7 分部积分法与变量替换公式

定理 5.4.10 (分部积分法)

♥

如果 f 在 [a, b]上绝对连续，g在 [a, b]上可积，且

G(x) =

∫ x

a

g + C, a ≤ x ≤ b

那么 ∫ b

a

fg = fG
∣∣∣b
a
−
∫ b

a

f ′G

定理 5.4.11 (变量替换公式)

♥

如果 f, g在 [a, b]上可积，且

G(x) =

∫ x

a

g + C, a ≤ x ≤ b

那么 ∫ b

a

f(x)dx =

∫ G(b)

G(a)

f(G(x))g(x)dx
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附录 A 经典定理

A.1 可测函数理论

名称 fn 与 f 的可测性 m(E) fn 的收敛性 结论

Luzin定理 f 几乎处处有限且可测 ∀ε > 0, ∃闭集Fε, s.t.m(E \ Fε) < ε且f在Fε上连续

Eogrov定理 fn 与 f 几乎处处有限且可测 m(E) <∞ fn
a.e.−−→ f fn

a.un.−−−→ f

Lebesgue定理 fn 与 f 几乎处处有限且可测 m(E) <∞ fn
a.e.−−→ f fn

m−−→ f

Riesz定理 fn 与 f 几乎处处有限且可测 fn
m−−→ f ∃fnk

, s.t.fnk

a.e.−−→ f

fn
a.e.−−→ f

(Egorov) m(E)<∞
..

m(E)<∞

(Lebesgue)

''NN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

NNN
NNN

N fn
a.un.−−−→ fnn

wwppp
ppp

ppp
ppp

ppp
ppp

ppp
ppp

fn
m−−→ f

(F.Riesz)

vv $$
∀fnk

, ∃fnkl
, s.t.fnkl

a.e.−−→ f

m(E)<∞

55

∀fnk
, ∃fnkl

, s.t.fnkl

a.un.−−−→ f

dd

定理 A.1.1 (收敛点集的结构)

♥

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，成立

E[fn → f ] =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
j=n

E

[
|fj − f | < 1

k

]

=
⋂
ε>0

∞⋃
n=1

∞⋂
j=n

E[|fj − f | < ε]



A.1 可测函数理论

证明 由于

x ∈ E[fn → f ] ⇐⇒ fn(x) → f(x)

⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, ∀j ≥ nk, |fn(x)− f(x)| < 1

k

⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, ∀j ≥ nk, x ∈ E

[
|fj − f | < 1

k

]
⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, x ∈

∞⋂
j=n

E

[
|fj − f | < 1

k

]

⇐⇒ ∀k ∈ N∗, x ∈
∞⋃

n=1

∞⋂
j=n

E

[
|fj − f | < 1

k

]

⇐⇒ x ∈
∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
j=n

E

[
|fj − f | < 1

k

]

因此

E[fn → f ] =

∞⋂
k=1

∞⋃
n=1

∞⋂
j=n

E

[
|fj − f | < 1

k

]
同理可证

E[fn → f ] =
⋂
ε>0

∞⋃
n=1

∞⋂
j=n

E[|fj − f | < ε]

定理 A.1.2 (一致收敛子集的结构)

♥

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，成立

A ⊂ E[fn ⇒ f ] ⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, A ⊂
∞⋂

j=nk

E

[
|fj − f | < 1

k

]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃nε ∈ N∗, A ⊂
∞⋂

j=nε

E[|fj − f | < ε]

证明

A ⊂ E[fn ⇒ f ] ⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, ∀j ≥ nk, ∀x ∈ A, |fj(x)− f(x)| < 1

k

⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, ∀j ≥ nk, ∀x ∈ A, x ∈ E

[
|fj − f | < 1

k

]
⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, ∀j ≥ nk, A ⊂ E

[
|fj − f | < 1

k

]
⇐⇒ ∀k ∈ N∗, ∃nk ∈ N∗, A ⊂

∞⋂
j=nk

E

[
|fj − f | < 1

k

]
同理

A ⊂ E[fn ⇒ f ] ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃nε ∈ N∗, ∀j ≥ nε, ∀x ∈ A, |fj(x)− f(x)| < ε

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃nε ∈ N∗, ∀j ≥ nε, ∀x ∈ A, x ∈ E[|fj − f | < ε]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃nε ∈ N∗, ∀j ≥ nε, A ⊂ E[|fj − f | < ε]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃nε ∈ N∗, A ⊂
∞⋂

j=nε

E[|fj − f | < ε]
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A.1 可测函数理论

定义 A.1.1 (几乎处处收敛)

♣

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，称 fn 在 E 上

几乎处处收敛于 f，并记作 fn
a.e.−−→ f，如果成立如下命题之一。

1. 存在零测集 N ⊂ E，使得在 E \N 上成立 fn → f。

2. 成立等式

m

⋃
ε>0

∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

3. 对于任意 ε > 0，成立

m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

4. 若m(E) <∞，则对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

5. 若m(E) <∞，则对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

m

(
E

[
sup
j≥n

|fj − f | ≥ ε

])
= 0

证明 1 ⇐⇒ 2：由定理A.1.1，得证！
2 ⇐⇒ 3：注意到单调性

∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E

[
|fj − f | ≥ 1

k

]
⊂

∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E

[
|fj − f | ≥ 1

k + 1

]
因此由 Lebesgue测度的连续性3.2.12可知

m

⋃
ε>0

∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0 ⇐⇒ m

 ∞⋃
k=1

∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E

[
|fj − f | ≥ 1

k

] = 0

⇐⇒ m

 lim
k→∞

∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E

[
|fj − f | ≥ 1

k

] = 0

⇐⇒ lim
k→∞

m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E

[
|fj − f | ≥ 1

k

] = 0

⇐⇒ ∀k ∈ N∗,m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E

[
|fj − f | ≥ 1

k

] = 0

⇐⇒ ∀ε > 0,m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

3 ⇐⇒ 4：注意到单调性
∞⋃
j=n

E [|fj − f | ≥ ε] ⊃
∞⋃

j=n+1

E [|fj − f | ≥ ε]

因此结合m(E) <∞，由 Lebesgue测度的连续性3.2.12

m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = m

 lim
n→∞

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]


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A.1 可测函数理论

4 ⇐⇒ 5：
∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε] = E

[
sup
j≥n

|fj − f | ≥ ε

]

定义 A.1.2 (近乎一致收敛)

♣

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，称 fn 在 E 上

近乎一致收敛于 f，并记作 fn
a.un.−−−→ f，如果成立如下命题之一。

1. 对于任意 δ > 0，存在可测子集 Eδ ⊂ E，使得成立m(E \ Eδ) < δ，且在 Eδ 上成立 fn ⇒ f。

2. 对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

证明 1 =⇒ 2：任取 δ > 0，则存在可测子集 Eδ ⊂ E，使得成立m(E \Eδ) < δ，且在 Eδ 上成立 fn ⇒ f，于是

Eδ ⊂ E[fn ⇒ f ] ⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Nε,δ ∈ N∗, ∀j ≥ n, ∀x ∈ Eδ, |fj(x)− f(x)| < ε

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Nε,δ ∈ N∗, ∀j ≥ n, ∀x ∈ Eδ, x ∈ E[|fj − f | < ε]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Nε,δ ∈ N∗, ∀j ≥ n,Eδ ⊂ E[|fj − f | < ε]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Nε,δ ∈ N∗, Eδ ⊂
∞⋂

j=Nε,δ

E[|fj − f | < ε]

⇐⇒ ∀ε > 0, ∃Nε,δ ∈ N∗,

∞⋃
j=Nε,δ

E[|fj − f | ≥ ε] ⊂ E \ Eδ

=⇒ ∀ε > 0, ∃Nε,δ ∈ N∗,m

 ∞⋃
j=Nε,δ

E[|fj − f | ≥ ε]

 ≤ m(E \ Eδ) < δ

=⇒ ∀ε > 0, ∀n ≥ Nε,δ, sup
k≥n

m

 ∞⋃
j=k

E[|fj − f | ≥ ε]

 ≤ m

 ∞⋃
j=Nε,δ

E[|fj − f | ≥ ε]

 < δ

=⇒ ∀ε > 0, lim
n→∞

sup
k≥n

m

 ∞⋃
j=k

E[|fj − f | ≥ ε]

 < δ

⇐⇒ ∀ε > 0, lim sup
n→∞

m

 ∞⋃
j=k

E[|fj − f | ≥ ε]

 < δ

由 δ的任意性，对于任意 ε > 0，成立

lim sup
n→∞

m

 ∞⋃
j=k

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

因此

lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=k

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

2 =⇒ 1：任取 δ > 0并固定，任取 n ∈ N∗，则存在 Nn ∈ N∗，使得对于任意 k ≥ Nn，成立

m

 ∞⋃
j=k

E

[
|fj − f | ≥ 1

n

] <
δ

2n
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A.1 可测函数理论

因此

m

 ∞⋃
j=Nn

E

[
|fj − f | ≥ 1

n

] <
δ

2n
≤ m

 ∞⋃
j=k

E

[
|fj − f | ≥ 1

n

] <
δ

2n
<

δ

2k

令

Eδ =

∞⋂
n=1

∞⋂
j=Nn

E

[
|fj − f | < 1

n

]
, E \ Eδ =

∞⋃
n=1

∞⋃
j=Nn

E

[
|fj − f | ≥ 1

n

]
因此

m(E \ Eδ) = m

 ∞⋃
n=1

∞⋃
j=Nn

E

[
|fj − f | ≥ 1

n

] ≤
∞∑

n=1

m

 ∞⋃
j=Nn

E

[
|fj − f | ≥ 1

n

] <

∞∑
n=1

δ

2n
= δ

且由定理A.1.2，Eδ ⊂ E[f ⇒ f ]，因此在 Eδ 上成立 fn ⇒ f。

定义 A.1.3 (依测度收敛)

♣

对于可测集 E 上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1 与几乎处处有限的可测函数 f，称 fn 在 E 上

依测度收敛于 f，并记作 fn
m−−→ f，如果对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

m(E[|fn − f | ≥ ε]) = 0

定理 A.1.3

♥

对于可测集 E上的几乎处处有限的可测函数序列 {fn}∞n=1与几乎处处有限的可测函数 f，成立如下命题。

1. 近乎一致收敛 =⇒ 几乎处处收敛：

fn
a.un.−−−→ f =⇒ fn

a.e.−−→ f

2. 近乎一致收敛 =⇒ 依测度收敛：

fn
a.un.−−−→ f =⇒ fn

m−−→ f

3. (Egorov定理)几乎处处收敛且m(E) <∞ =⇒ 近乎一致收敛：若m(E) <∞，则

fn
a.e.−−→ f =⇒ fn

a.un.−−−→ f

4. (Lebesgue定理)几乎处处收敛且m(E) <∞ =⇒ 依测度收敛：若m(E) <∞，则

fn
a.e.−−→ f =⇒ fn

m−−→ f

5. (F.Riesz定理)依测度收敛序列 =⇒ 存在几乎处处收敛子列：

fn
m−−→ f =⇒ ∀fnk

, ∃fnkl
, s.t.fnkl

a.e.−−→ f

6. 存在几乎处处收敛子列且m(E) <∞ =⇒ 依测度收敛序列：若m(E) <∞，则

∀fnk
, ∃fnkl

, s.t.fnkl

a.e.−−→ f =⇒ fn
m−−→ f

7. 依测度收敛序列 ⇐⇒ 存在近乎一致收敛子列：

fn
m−−→ f ⇐⇒ ∀fnk

, ∃fnkl
, s.t.fnkl

a.un.−−−→ f

注 Egorov定理中，m(E) <∞条件不可去，例如：

E = [0,∞), fn = 1[n,∞), f = 0

证明

1. 近乎一致收敛 =⇒ 几乎处处收敛：如果 fn
a.un.−−−→ f，那么由定义A.1.2，对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0
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A.1 可测函数理论

而对于任意 n ∈ N∗，成立

m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 ≤ m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]


因此

m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 ≤ lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

于是

m

 ∞⋂
n=1

∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

进而由定义A.1.1，成立 fn
a.e.−−→ f。

2. 近乎一致收敛 =⇒ 依测度收敛：如果 fn
a.un.−−−→ f，那么由定义A.1.2，对于任意 ε > 0，成立

lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

而

m (E[|fn − f | ≥ ε]) ≤ m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]


因此

lim
n→∞

m (E[|fn − f | ≥ ε]) ≤ lim
n→∞

m

 ∞⋃
j=n

E[|fj − f | ≥ ε]

 = 0

于是

lim
n→∞

m (E[|fn − f | ≥ ε]) = 0

进而由定义A.1.3，成立 fn
m−−→ f。

3. (Egorov定理)几乎处处收敛且m(E) <∞ =⇒ 近乎一致收敛：由定义A.1.2与A.1.1，得证！
4. (Lebesgue定理)几乎处处收敛且m(E) <∞ =⇒ 依测度收敛：若m(E) <∞，则由 Egorov定理4.2.1

fn
a.e.−−→ f =⇒ fn

a.un.−−−→ f =⇒ fn
m−−→ f

5. (F.Riesz定理)依测度收敛序列 =⇒ 存在几乎处处收敛子列：

fn
m−−→ f =⇒ ∀fnk

, ∃fnkl
, s.t.fnkl

a.un.−−−→ f =⇒ ∀fnk
, ∃fnkl

, s.t.fnkl

a.e.−−→ f

6. 存在几乎处处收敛子列且m(E) <∞ =⇒ 依测度收敛序列：若m(E) <∞，则

∀fnk
, ∃fnkl

, s.t.fnkl

a.e.−−→ f =⇒ ∀fnk
, ∃fnkl

, s.t.fnkl

a.un.−−−→ f =⇒ fn
m−−→ f

7. 依测度收敛序列 =⇒ 存在近乎一致收敛子列：若 fn
m−−→ f，则任取 {fn}的子序列 {fnk

}，因此 fnk

m−−→ f，

此时存在 {fnk
}的子序列 {fnkl

}，使得对于任意 ε > 0与 l ∈ N∗，成立

m(E[|fnkl
− f | ≥ ε]) ≤ 1

2l

因此

m

( ∞⋂
l=n

E[|fnkl
− f | ≥ ε]

)
≤

∞∑
l=n

m
(
E[|fnkl

− f | ≥ ε]
)
≤

∞∑
l=n

1

2l
=

1

2n−1

从而

lim
n→∞

m

( ∞⋂
l=n

E[|fnkl
− f | ≥ ε]

)
= 0
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A.2 积分理论

由定义A.1.2，成立 fnkl

a.un.−−−→ f。

8. 不依测度收敛序列 6=⇒ 不存在近乎一致收敛子列：若 fn 6 m−−→ f，则存在 ε0 > 0，使得成立

m(E[|fn − f | ≥ ε0]) ↛ 0

因此存在 δ > 0与子序列 {fnk
}，使得对于任意 k ∈ N∗，成立

m(E[|fnk
− f | ≥ ε0]) > δ

由定义A.1.2，{fnk
}不存在近乎一致收敛的子序列。

A.2 积分理论

名称 m(E) 非负性 收敛性 单调性/连续性/控制性/有界性 结论

Levi定理 fn ≥ 0 fn
a.e.−−→ f fn 单调递增

∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

Lebesgue基本定理 fn ≥ 0

∫
E

∞∑
n=1

fn =
∞∑

n=1

∫
E

fn

Fatou引理 fn ≥ 0

∫
E

lim inf
n→∞

fn ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn

Vitali定理 m(E) <∞ fn
m−−→ f {fn}积分等度绝对连续

∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

Lebesgue控制收敛定理 fn
m−−→ f sup

n∈N∗
|fn| ≤ F且

∫
E

F <∞
∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

Lebesgue有界收敛定理 m(E) <∞ fn
m−−→ f {fn}一致有界

∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

注 Lebesgue控制收敛定理中
∫
E

F <∞条件不可去，例如：

fn(x) =

n, 0 < x ≤ 1/n

0, x > 1/n

若对于任意 n ∈ N∗，成立 |fn| ≤ F，则 F 在 [1/(1 + n), 1/n]上成立 F ≥ n，因此∫
[0,∞)

F ≥
∞∑

n=1

∫
[ 1
1+n , 1

n ]
n =

∞∑
n=1

n

(
1

n
− 1

1 + n

)
=

∞∑
n=1

1

1 + n
= ∞

但是

fn
a.e.−−→ 0,

∫
[0,∞)

fn = 1,

∫
[0,∞)

0 = 0

定义 A.2.1 (Lebesgue积分)
对于可测集 E 上的可测函数 f，定义 Lebesgue积分

∫
E
f。

1. 定义简单函数 φ =

n∑
k=1

ck1Ek
在可测集 E =

n⊔
k=1

Ek 上的积分为

∫
E

φ =

n∑
k=1

ckm(Ek)

2. 若 f ≥ 0，则存在 E 上的单调递增的简单函数序列 {φn}∞n=1，使得成立 φn → f，定义 f 在 E 上的
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A.2 积分理论

♣

积分为 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

φn

3. 对于一般的 f，若

∫
E

f+ <∞且
∫
E

f− <∞，则定义 f 在 E 上的积分为∫
E

f =

∫
E

f+ −
∫
E

f−

定理 A.2.1 (Levi定理)

♥

对于可测集 E 上的可测函数序列 {fn}∞n=1，如果

1. 对于任意 n ∈ N∗，fn ≥ 0；

2. 对于任意 n ∈ N∗，fn ≤ fn+1；

3. 在 E 上成立 fn
a.e.−−→ f

那么 f 在 E 上存在积分，且 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

证明 不妨 fn → f。由于 f 可测，那么存在单调递增的简单函数序列 {φn}∞n=1，使得成立 φn → f，因此∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

φn

对于任意m ∈ N∗，由于 fm 可测，那么存在单调递增的简单函数序列 {φ(m)
n }∞n=1，使得成立 φ

(m)
n → fm，因此∫

E

fm = lim
n→∞

∫
E

φ(m)
n

构造简单函数 Φn = max
1≤m≤n

φ(m)
n 。由于

φ(m)
n ≤ Φn ≤ fn (1)

那么 ∫
E

φ(m)
n ≤

∫
E

Φn ≤
∫
E

fn (2)

在式 (1)与 (2)中，令 n→ ∞，则

fm ≤ lim
n→∞

Φn ≤ f (3)∫
E

fm ≤ lim
n→∞

∫
E

Φn ≤ lim
n→∞

∫
E

fn (4)

在式 (3)中，令m→ ∞，则
f ≤ lim

n→∞
Φn ≤ f

因此 Φn → f。在式 (4)中，令m→ ∞，则

lim
m→∞

∫
E

fm ≤ lim
n→∞

∫
E

Φn =

∫
E

f ≤ lim
n→∞

∫
E

fn

进而 ∫
E

f = lim
n→∞

∫
E

fn

命题得证！
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定理 A.2.2 (Lebesgue基本定理)

♥

对于可测集 E 上的非负可测函数序列 {fn}∞n=1，成立∫
E

∞∑
n=1

fn =

∞∑
n=1

∫
E

fn

证明 由 Levi定理A.2.1，命题得证！

定理 A.2.3 (Fatou引理)

♥

对于可测集 E 上的非负可测函数序列 {fn}∞n=1，成立∫
E

lim inf
n→∞

fn ≤ lim inf
n→∞

∫
E

fn

证明 构造 gn = inf
m≥n

fm，那么 gn 为单调递增的非负可测函数序列，由 Levi定理A.2.1∫
E

lim inf
n→∞

fn =

∫
E

lim
n→∞

inf
m≥n

fm =

∫
E

lim
n→∞

gn = lim
n→∞

∫
E

gn = lim
n→∞

∫
E

inf
m≥n

fm ≤ lim
n→∞

inf
m≥n

∫
E

fm = lim inf
n→∞

∫
E

fn

例题 A.1 Fatou引理中成立严格不等号。
解对于

E = [0, 1], fn = nxn−1

一方面，由于

lim inf
n→∞

fn = 0

那么 ∫
E

lim inf
n→∞

fn = 0

另一方面，由于 ∫
E

fn =

∫ 1

0

nxn−1 = 1

那么

lim inf
n→∞

∫
E

fn = 1

进而 ∫
E

lim inf
n→∞

fn < lim inf
n→∞

∫
E

fn
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