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第一章 多复变全纯函数

1.1 全纯函数

1.1.1 全纯函数的定义

定义 1.1.1 (域)

♣称 Ω ⊂ Cn 为域，如果 Ω为连通开集。

定义 1.1.2 (多圆柱)

♣

对于 a = (a1, · · · , an) ∈ Cn，与 r = (r1, · · · , rn) ∈ Rn
>0，定义多圆柱为

Pr(a) = {(z1, · · · , zn) ∈ Cn : |zk − ak| < rk, 1 ≤ k ≤ n}

特别的，定义单位多圆柱为

Un = P1(0) = {(z1, · · · , zn) ∈ Cn : |zk| < 1, 1 ≤ k ≤ n}

定义 1.1.3 (球)

♣

对于 z0 ∈ Cn，与 r > 0，定义球为

Br(z0) = {z ∈ Cn : |z − z0| < r}

特别的，定义单位球为

Bn = B1(0) = {z ∈ Cn : |z| < 1}

定义 1.1.4 (全纯函数)

♣

对于域 Ω ⊂ Cn，称函数 f : Ω → C为全纯函数，如果对于任意 a ∈ Ω，存在多圆柱 Pr(a)，使得对于任

意 z ∈ Pr(a)，存在幂级数

f(z) =
∑
α∈Nn

Cα(z − a)α

定理 1.1.1 (Taylor展式)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，成立

f(z) =
∑
α∈Nn

f (α)(a)

α!
(z − a)α

其中

f (α) =
∂α1+···+αn

∂zα1
1 · · · ∂zαn

n
f, α! = α1! · · ·αn!

1.1.2 唯一性定理

定理 1.1.2 (唯一性定理)

♥
对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，如果存在非空开集 G ⊂ Ω，使得成立 f |G = 0，那么 f = 0。



1.2 多圆柱的 Cauchy积分公式及其应用

证明 对于 α ∈ Nn，定义

K = {z ∈ Ω : ∀α ∈ Nn, f (α)(z) = 0}

Kα = {z ∈ Ω : f (α)(z) = 0}

由于 f (α) 为连续函数，且 {0}为闭集，那么Kα 为闭集。由于

K =
⋂

α∈Nn

Kα

那么K 为闭集。

对于任意 a ∈ K，由于 f 在 Ω上全纯，那么存在 r ∈ Rn
>0，使得对于任意 z ∈ Pr(a)，成立幂级数展开

f(z) =

n∑
|α|=0

f (α)(a)

α!
(z − a)α = 0

因此 Pr(a) ⊂ K。由 a的任意性，K 为开集。

由于 G为非空开集，那么 G ⊂ K，因此K 非空。由于

Ω = K ∪ (Ω \K)

且 Ω连通，那么 Ω = K，进而在 Ω上成立 f = 0。

定理 1.1.3 (开映射定理)

♥对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，或 f 为常函数，或 f 为开映射。

证明 如果 f 不为常函数，对于任意 a ∈ Ω，取 r ∈ Rn
>0，使得成立 Pr(a) ⊂ Ω。由唯一性定理1.1.2，f 在 Pr(a)

不恒为 f(a)，于是存在 b ∈ Pr(a)，使得成立 f(a) 6= f(b)。

构造开集

D = {λ ∈ C : a+ λ(b− a ∈ Pr(a)}

构造全纯函数 g(λ) = f(a+ λ(b− a)，其中 λ ∈ D。由于

g(0) = f(a) 6= f(b) = g(1)

那么 g为D上的不为常函数，由开映射定理1.1.3，g(D)为 C中的开集，而 g(D) ⊂ f(Pr(a))，因此 f(Pr(a))为

C中的开集，进而 f 为开映射。

定理 1.1.4 (最大模原理)

♥
对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯非常函数 f : Ω → C，|f |不在 Ω的内部取到最大值。

证明 如果 |f |在 Ω内部取到最大值，那么存在 a ∈ Ω◦，使得对于任意 z ∈ Ω，成立 |f(z)| ≤ |f(a)|，因此

f(Ω) ⊂ {z ∈ C : |z| ≤ |f(a)|}

由开映射定理1.1.3，f(Ω)为开集，因此

f(Ω) ⊂ {z ∈ C : |z| < |f(a)|}

但是 |f(a)| ∈ f(Ω)，导出矛盾 |f(a)| < |f(a)|！
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1.2 多圆柱的 Cauchy积分公式及其应用

1.2 多圆柱的 Cauchy积分公式及其应用

1.2.1 多圆柱的 Cauchy积分公式

定义 1.2.1 (多圆柱的特征边界)

♣

定义多圆柱

Pr(a) = {(z1, · · · , zn) ∈ Cn : |zk − ak| < rk, 1 ≤ k ≤ n}

的特征边界为

∂DPr(a) = {(z1, · · · , zn) ∈ Cn : |zk − ak| = rk, 1 ≤ k ≤ n}

定理 1.2.1 (多圆柱的 Cauchy积分公式)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，如果 P r(a) ⊂ Ω，那么对于任意 z ∈ Pr(a)，成立

f(z) =
1

(2πi)n

∫
∂DPr(a)

f(ζ)
n∏

k=1

(ζk − zk)
dζ

定理 1.2.2 (多圆柱的 Taylor展式)

♥

如果函数 f 为多圆柱 Pr(a)上的全纯函数，那么对于任意 z ∈ Pr(a)，成立

f(z) =
∑
α∈Nn

f (α)(a)

α!
(z − a)α

定理 1.2.3 (Cauchy不等式)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，如果 P r(a) ⊂ Ω，那么∣∣∣f (α)(a)
∣∣∣ ≤ α!

rα
sup

z∈∂DPr(a)

|f(z)|

证明 由多圆柱的 Cauchy积分公式1.2.1

f(z) =
1

(2πi)n

∫
∂DPr(a)

f(ζ)
n∏

k=1

(ζk − zk)
dζ

那么

f (α)(a) =
α!

(2πi)n

∫
∂DPr(a)

f(ζ)
n∏

k=1

(ζk − zk)αk−1

dζ

记M = sup
z∈∂DPr(a)

|f(z)|，进而

∣∣∣f (α)(a)
∣∣∣ ≤ α!

(2π)n

∫
∂DPr(a)

|f(ζ)|
n∏

k=1

|ζk − zk|αk1

|dζ|

≤ α!

(2π)n
M

n∏
k=1

rαk−1
k

(2π)nr1 · · · rn

=M
α!

rα
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1.3 Hartogs现象

1.2.2 Weierstrass定理

定义 1.2.2 (相对紧集)

♣称 G为相对于 Ω的紧集，并记作 G ⊂⊂ Ω，如果 G ⊂ Ω，且 G为紧集。

定理 1.2.4

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，如果紧集 K 成立 K ⊂ G ⊂⊂ Ω，那么存在域 K,G与 α有关

的常数 Cα，使得成立

sup
z∈K

|fα(z)| ≤ Cα sup
z∈G

|f(z)|

证明

定理 1.2.5 (Weierstrass定理)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数序列 {fn : Ω → C}∞n=1，如果其在 Ω上内闭一致收敛于 f，那么 f 为 Ω上

的全纯函数，且 {f (α)
n }∞n=1 在 Ω上内闭一致收敛于 f (α)。

1.2.3 Montel定理

定义 1.2.3 (正规族)

♣

称域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数族 F 为正规族，如果对于任意序列 {fn : Ω → C}∞n=1 ⊂ F，存在子列

{fnk
: Ω → C}∞k=1，使得其在 Ω上内闭一致收敛。

定义 1.2.4 (局部一致有界性)

♣

域 Ω ⊂ Cn上的全纯函数族F 为局部一致有界的，如果对于任意紧集K ⊂ Ω，存在常数M，使得对于任

意 z ∈ K 与 f ∈ F，成立 |f(z)| ≤M。

定理 1.2.6 (Montel定理)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数族F，成立

F 为正规族 ⇐⇒ F 局部一直有界

1.2.4 Hurwitz定理

定理 1.2.7 (Hurwitz定理)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn上的处处非零的全纯函数序列 {fn : Ω → C}∞n=1，如果其在 Ω上内闭一致收敛于 f，那么

或 f = 0，或 f 处处非零。
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1.3 Hartogs现象

1.3 Hartogs现象

1.3.1 Hartogs现象

定义 1.3.1 (全纯延拓)

♣
对于域 Ω0 ⊊ Ω ⊂ Cn，称 Ω上的全纯函数 F 为 Ω0 上的全纯函数 f 的全纯延拓，如果 F |Ω0

= f。

定理 1.3.1 (Hartogs现象)

♥如果 n ≥ 2，那么存在域 Ω ⊂ Cn，使得对于任意 Ω上的全纯函数存在全纯延拓。

1.3.2 Reinhardt域上的展式

定义 1.3.2 (Reinhardt域)

♣

称域 Ω ⊂ Cn 为 Reinhardt 域，如果对于任意 (z1, · · · , zn) ∈ Ω 与 (θ1, · · · , θn) ∈ Rn，成立

(eiθ1z1, · · · , eiθnzn) ∈ Ω。

定理 1.3.2 (Reinhardt域上的展式)

♥

如果函数 f 为 Reinhardt域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数，那么对于任意 z ∈ Ω，存在幂级数

f(z) =
∑
α∈Zn

Cαz
α

且该级数在 Ω上内闭一致收敛。

定理 1.3.3

♥

对于 Reinhardt域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C，如果对于任意 1 ≤ k ≤ n，Ω中存在第 k个坐标为 0

的点，那么存在幂级数

f(z) =
∑
α∈Zn

Cαz
α, z ∈ Ω

且该级数在 Ω上内闭一致收敛。

推论 1.3.1

♥

单位球 Bn 上的全纯函数 f : Bn → C存在幂级数

f(z) =
∑
α∈Zn

Cαz
α, z ∈ Bn

且该级数在 Bn 上内闭一致收敛。

定理 1.3.4 (全纯延拓定理)

♥

对于 Reinhardt域 Ω ⊂ Cn，如果对于任意 1 ≤ k ≤ n，Ω中存在第 k个坐标为 0的点，那么任意 Reinhardt
域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C均可延拓到域

Υ = {(ρ1z1, · · · , ρnzn) : (z1, · · · , zn) ∈ Ω, 0 ≤ ρk ≤ 1, 1 ≤ k ≤ n}

证明 由定理1.3.3，f 在 Ω存在幂级数

f(z) =
∑
α∈Zn

Cαz
α, z ∈ Ω
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1.3 Hartogs现象

任取 w = (w1, · · · , wn) ∈ Υ，那么存在 z = (z1, · · · , zn) ∈ Ω 与 0 ≤ ρk ≤ 1，使得成立 wk = ρkzk，从而

|wk| ≤ |zk|，其中 1 ≤ k ≤ n。由于
∑
α∈Zn

Cαz
α收敛，那么

∑
α∈Zn

Cαw
α收敛，且在Υ中内闭一致收敛。定义函数

F (w) =
∑
α∈Zn

Cαw
α, w ∈ Υ

那么 F 为 Υ上的全纯函数，且 F |Ω = f，进而 F 为 f 在 Υ上的全纯延拓。

推论 1.3.2

♥

对于 0 < r < R，域

Ω = {z ∈ Cn : r < |z| < R}

上的全纯函数可延拓到球

BR(0) = {z ∈ Cn : |z| < R}

证明 由全纯延拓定理1.3.4，命题显然！

定理 1.3.5

♥如果 n ≥ 2，那么域 Ω ⊂ Cn 上的全纯函数 f : Ω → C的零点非孤立。

证明 如果 a ∈ Ω为 f 的孤立零点，那么存在 ε > 0，使得 f 在 Bε(a)中除 a外无零点。令

g(z) =
1

f(z)

那么 g在 Bε(a)−Bε/2(a)中全纯。由全纯延拓定理的推论1.3.2，g在 Bε(a)中全纯，从而 f(a) 6= 0，导出矛盾！
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第二章 全纯映射

2.1 全纯映射的导数

2.1.1 全纯映射的导数

定义 2.1.1 (全纯映射)

♣

对于域 Ω ⊂ Cn，称映射 F = (f1, · · · , fm) : Ω → Cm为全纯映射，如果对于任意 1 ≤ k ≤ n，fk : Ω → C
为全纯函数。

定义 2.1.2 (映射的导数)

♣

对于域 Ω ⊂ Cn 上的映射 F = (f1, · · · , fm) : Ω → Cm，称 F 在 z ∈ Ω 处可微，如果存在线性算子

A : Cn → Cm，使得成立

lim
h→0

|F (z + h)− F (z)−A(h)|
|h|

= 0

定理 2.1.1 (全纯映射的导数)

♥

域 Ω ⊂ Cn 上的全纯映射 F = (f1, · · · , fm) : Ω → Cm 在 Ω上处处可微，且

F ′(z0) =


∂f1(z)
∂z1

|z=z0
· · · ∂f1(z)

∂zn
|z=z0

...
. . .

...
∂fm(z)
∂z1

|z=z0
· · · ∂fm(z)

∂zn
|z=z0



定理 2.1.2

♥

对于域 Ω ⊂ Cl 与 Υ ⊂ Cm 上的全纯映射 F : Ω → Υ与 G : Υ → Cn，其复合 H = G ◦ F : Ω → Cn 为全

纯映射，且 H ′(z) = G′(z)F ′(z)。

2.1.2 复 Jacobian和实 Jacobian的关系

定义 2.1.3 (复 Jacobian)

♣

定义域 Ω ⊂ Cn 上的全纯映射 F : Ω → Cn 在 z0 处的复 Jacobian为

J
(C)
F (z0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂f1(z)
∂z1

|z=z0 · · · ∂f1(z)
∂zn

|z=z0

...
. . .

...
∂fm(z)
∂z1

|z=z0 · · · ∂fm(z)
∂zn

|z=z0

∣∣∣∣∣∣∣∣



2.2 双全纯映射

定义 2.1.4 (实 Jacobian)

♣

定义域 Ω ⊂ Cn 上的全纯映射 F = (f1, · · · , fn) : Ω → Cn 在 z0 = (x0,y0)处的实 Jacobian为

J
(R)
F (x0,y0) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂u1(x,y)
∂x1

|(x0,y0)
· · · ∂u1(x,y)

∂xn
|(x0,y0)

∂u1(x,y)
∂y1

|(x0,y0)
· · · ∂u1(x,y)

∂yn
|(x0,y0)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂un(x,y)
∂x1

|(x0,y0)
· · · ∂un(x,y)

∂xn
|(x0,y0)

∂un(x,y)
∂y1

|(x0,y0)
· · · ∂un(x,y)

∂yn
|(x0,y0)

∂u1(x,y)
∂x1

|(x0,y0)
· · · ∂u1(x,y)

∂xn
|(x0,y0)

∂u1(x,y)
∂y1

|(x0,y0)
· · · ∂u1(x,y)

∂yn
|(x0,y0)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂un(x,y)
∂x1

|(x0,y0)
· · · ∂un(x,y)

∂xn
|(x0,y0)

∂un(x,y)
∂y1

|(x0,y0)
· · · ∂un(x,y)

∂yn
|(x0,y0)

∂v1(x,y)
∂x1

|(x0,y0)
· · · ∂v1(x,y)

∂xn
|(x0,y0)

∂v1(x,y)
∂y1

|(x0,y0)
· · · ∂v1(x,y)

∂yn
|(x0,y0)

...
. . .

...
...

. . .
...

∂vn(x,y)
∂x1

|(x0,y0)
· · · ∂vn(x,y)

∂xn
|(x0,y0)

∂vn(x,y)
∂y1

|(x0,y0)
· · · ∂vn(x,y)

∂yn
|(x0,y0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
其中对于任意 1 ≤ k ≤ n，fk = uk + ivk，且 z = x+ iy。

定理 2.1.3 (复 Jacobian和实 Jacobian的关系)

♥

对于域 Ω ⊂ Cn 上的全纯映射 F : Ω → Cn，成立

J
(R)
F (z) = |J (C)

F (z)|2

2.2 双全纯映射

定义 2.2.1 (单叶全纯映射)

♣

称域 Ω ⊂ Cn 上的全纯映射 F : Ω → Cm 为单叶全纯映射，如果成立

F (z) = F (w) =⇒ z = w

定义 2.2.2 (双全纯映射)

♣

称域 Ω ⊂ Cn上的全纯映射 F : Ω → Cm为双全纯映射，如果存在域 Υ ⊂ Cm上的全纯映射 G : Υ → Cn，

使得成立

G ◦ F = 1Ω, G ◦ F = 1Υ

定义 2.2.3 (全纯等价)

♣称域 Ω ⊂ Cn 与 Υ ⊂ Cm 全纯等价，如果存在双全纯映射 F : Ω → Υ。

定义 2.2.4 (全纯自同构)

♣称域 Ω ⊂ Cn 上的双全纯映射 F : Ω → Ω为 Ω的全纯自同构映射。
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2.3 H.Cartan定理与球的全纯自同构

2.3 H.Cartan定理与球的全纯自同构

2.3.1 H.Cartan定理

定义 2.3.1 (圆型域)

♣称域 Ω ⊂ Cn 为圆型域，如果对于任意 z ∈ Ω与 θ ∈ R，成立 eiθz ∈ Ω。

定理 2.3.1 (H.Cartan定理)

♥

对于有界域 Ω ⊂ Cn上的全纯映射 F : Ω → Ω，如果存在 z0 ∈ Ω，使得成立 F (z0) = z0，且 F ′(z0) = In，

那么 F = 1Ω。

注域 Ω的有界性条件不可取消。例如，对于域

Ω = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1z2| < 1}

记 D = {z ∈ C : |z| < 1}，h : D → C为无零点的全纯函数，且 h(0) = 1。构造映射

Fh : Ω −→ Ω

(z1, z2) 7−→
(
z1h(z1z2),

z2
h(z1z2)

)
注意到

Fh ◦ F 1
h
= F 1

h
◦ Fh = 1Ω

因此 Fh 为双全纯映射。注意到 Fh(0) = 0，且 F ′
h(0) = I2，但是 Fh 不为线性映射。

定理 2.3.2 (H.Cartan定理)

♥

对于圆型域 Ω ⊂ Cn与 Υ ⊂ Cm，如果 0 ∈ Ω ∩Υ，且 Ω为有界域，那么对于双全纯映射 F : Ω → Υ，若

F (0) = 0，则 F 为线性映射。

推论 2.3.1

♥
对于有界圆型域 Ω ⊂ Cn，如果 0 ∈ Ω，那么对于双全纯映射 F : Ω → Ω，若 F (0) = 0，则 F 为线性映射。

注圆型域 Ω的有界性条件不可取消。例如，对于圆型域

Ω = {(z1, z2) ∈ C2 : |z1z2| < 1}

记 D = {z ∈ C : |z| < 1}，h : D → C为无零点的全纯函数。构造映射

Fh : Ω −→ Ω

(z1, z2) 7−→
(
z1h(z1z2),

z2
h(z1z2)

)
注意到

Fh ◦ F 1
h
= F 1

h
◦ Fh = 1Ω

因此 Fh 为双全纯映射，但是 Fh 不为线性映射。
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2.3 H.Cartan定理与球的全纯自同构

2.3.2 球的全纯自同构

定理 2.3.3 (单位多圆柱上的全纯自同构映射)

♥

对于任意单位多圆柱 Un上的全纯自同构映射 f : Un → Un，存在 (a1, · · · , an) ∈ Un，与 θ1, · · · , θn ∈ R，
以及置换 τ : N∗ → N∗，使得成立

f(z1, · · · , zn) =
(
eiθ1

zτ(1) − a1

1− a1zτ(1)
, · · · , eiθn

zτ(n) − an

1− anzτ(n)

)

定理 2.3.4 (单位球上的全纯自同构映射)

♥

对于单位球柱 Bn上的全纯自同构映射 f : Bn → Bn，如果 f(0) = 0，那么存在且存在唯一酉矩阵U，使

得成立

f(z) = Uz, z ∈ Bn

定理 2.3.5

♥

对于 a ∈ Bn，记 s2 = 1− |a|2，以及

P =


1

|a|2
aaH , a 6= 0

0, a = 0

, A = sIn + (1− s)P

定义映射

φa(z) =
a−Az

1− zTa

那么映射 φa 具有如下性质。

1. φa(0) = φa(a) = 0

2. φ′
a(0) = aaT −AT , φ′

a(a) = −AT /s2

3. 对于任意 z ∈ Bn，成立

1− |φa(z)|2 =
(1− |a|2)(1− |z|2)

|1− zTa|2

4. φa ◦ φa = 1Bn

5. φa 为双全纯函数。

定理 2.3.6 (单位球上的全纯自同构映射)

♥

对于单位球柱 Bn上的全纯自同构映射 f : Bn → Bn，如果 f(a) = 0，那么存在且存在唯一酉矩阵U，使

得成立

f(z) = Uφa(z), z ∈ Bn
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第三章 Cauchy积分公式

3.1 球的 Cauchy积分公式

定义 3.1.1 (Cauchy核)

♣

定义函数 f : Cn × Cn → C在单位球 Bn 中的 Cauchy核为

C(z, ζ) =
1

(1− zT ζ)n

定义 3.1.2 (Cauchy积分)

♣

对于 f ∈ L(σ)，定义其 Cauchy积分为

Cf (z) =

∫
∂Bn

C(z, ζ)f(ζ)dσ(ζ), z ∈ Bn

定理 3.1.1 (球的 Cauchy积分公式)

♥

对于在 Bn 上全纯且在 Bn 上连续的函数 f，成立

f(z) =

∫
∂Bn

f(ζ)

(1− zT ζ)n
dσ(ζ), z ∈ Bn

3.2 C上的非齐次 Cauchy积分公式及其应用

3.2.1 非齐次 Cauchy积分公式

定理 3.2.1

♥

对于具有光滑定向边界的有界域 Ω ⊂ C，如果 f 为 Ω上的连续可微函数，那么对于任意 z ∈ Ω，成立

f(z) =
1

2πi

∫
∂Ω

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫
Ω

1

ζ − z

∂f(ζ)

∂ζ
dζ ∧ dζ

3.2.2 平面上 ∂ 问题的解

定理 3.2.2

♥

对于有界域 Ω ⊂ C，如果 f 为 Ω上的有界连续可微函数，令

u(z) =
1

2πi

∫
Ω

1

ζ − z

∂f(ζ)

∂ζ
dζ ∧ dζ, z ∈ Ω

那么 u在 Ω上连续可微，且存在 C ∈ R，使得成立
∂u

∂z
= f, sup

Ω
|u| ≤ C sup

Ω
|f |



附录 A 单复变函数定理扩展

定理 A.0.1 (Bieberbach定理)

♥

对于单位圆盘 D上的单的全纯函数 f，如果 f(0) = 0，且 f ′(0) = 1，那么作 Taylor展式

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

成立

|an| ≤ n, n ∈ N

定理 A.0.2 (Koebe定理 1/4掩盖定理)

♥
对于单位圆盘 D上的单的全纯函数 f，如果 f(0) = 0，且 f ′(0) = 1，那么 f(D) ⊃ D/4。

证明 作 Taylor展式

f(z) =

∞∑
n=0

anz
n

任取 w /∈ f(D)，令

g(z) =
wf(z)

w − f(z)
=

∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
zn = z +

(
a2 +

1

w

)
z2 +

∞∑
n=3

g(n)(0)

n!
zn

由 Bieberbach定理A.0.1，|a2|且 |a2 + 1/w| ≤ 2，因此

1

|w|
≤

∣∣∣∣a2 + 1

w

∣∣∣∣+ |a2| ≤ 4

从而 |w| ≥ 1/4，进而 f(D) ⊃ D/4。

引理 A.0.1 (Schwartz引理)

♥

对于单位开圆盘 D，如果 f : D → D为全纯函数，且 f(0) = 0，那么

|f ′(0)| ≤ 1, |f(z)| ≤ |z|, z ∈ D

当且仅当存在 θ ∈ R，使得 f(z) = eiθz时等号成立。

证明 构造

g(z) =

f(z)/z, z ∈ D \ {0}

f ′(0), z = 0

那么 g(z)在 D内全纯。由最大模原理，对于任意 0 < r < 1，成立

max
|z|<r

|g(z)| ≤ max
θ∈R

|g(reiθ)| = max
θ∈R

|f(reiθ)|
r

≤ 1

r

令 r → 1，那么 |g(z)| ≤ 1，于是

|f ′(0)| ≤ 1, |f(z)| ≤ |z|, z ∈ D

若存在 z 6= 0，使得成立 |f(z)| = |z| 或 |f ′(0)| = 1，则由最大模原理，g 为常函数，因此存在 θ ∈ R，使得
f(z) = eiθz。



引理 A.0.2 (Schwartz-Pick引理)

♥

对于单位开圆盘 D，如果 f : D → D为全纯函数，那么∣∣∣∣∣ f(z)− f(w)

1− f(z)f(w)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ z − w

1− zw

∣∣∣∣ , z, w ∈ D

证明 首先容易证明对于 z, w ∈ D，当 wz 6= 1时，成立∣∣∣∣ w − z

1− wz

∣∣∣∣ ≤ 1

当且仅当 |z| = 1或 |w| = 1时等号成立。

对于 w ∈ D，定义映射

φw : D −→ D

z 7−→ w − z

1− wz

我们来证明 φw 为全纯双射。注意到

lim
h→0

φw(z + h)− φw(z)

h
= lim

h→0

|w|2 − 1

(1− w(z + h))(1− wz)
=

|w|2 − 1

(1− wz)2

因此 φw 为全纯映射。同时注意到

(φw ◦ φw)(z) = z

因此 φw 为双射。

由于 φw(w) = 0，那么 φ−1
w (0) = w。考察映射

ψw = φf(w) ◦ f ◦ φ−1
w

由于 φw 和 f 均为 D → D上的全纯函数，那么 ψw 为为 D → D上的全纯函数，且

ψw(0) = (φf(w) ◦ f ◦ φ−1
w )(0) = 0

于是由 Schwartz引理A.0.1，对于任意 z ∈ D，成立

|ψw(z)| ≤ |z|

即

|(φf(w) ◦ f ◦ φ−1
w )(z)| ≤ |z|

而 φw 为双射，因此存在 z′ ∈ D，使得成立 z = φw(z
′)，因此

|(φf(w) ◦ f)(z′)| ≤ |φw(z
′)|

进而 ∣∣∣∣∣ f(w)− f(z′)

1− f(w)f(z′)

∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣ w − z′

1− wz′

∣∣∣∣
由 z′ 与 w的任意性，原命题得证！

引理 A.0.3

♥

对于单位圆盘 D上的全纯函数 f，如果 f(D) ⊂MD，|f(0)| 6= 0，那么当 |z| = r < |f(0)| < M 时，成立

|f(z)| ≥ M(|f(0)| −Mr)

M − r|f(0)|

证明 当M = 1时，由 Schwartz-Pick引理A.0.2

|z| ≥

∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣ , z ∈ D
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从而

1− |z|2 ≤ 1−

∣∣∣∣∣ f(z)− f(0)

1− f(z)f(0)

∣∣∣∣∣
2

=
(1− |f(z)|2)(1− |f(0)|2)

|1− f(z)f(0)|2
≤ (1− |f(z)|2)(1− |f(0)|2)

(1− |f(z)||f(0)|)2

因此

|z|2 ≥ 1− (1− |f(z)|2)(1− |f(0)|2)
(1− |f(z)||f(0)|)2

=
(|f(z)| − |f(0)|)2

(1− |f(z)||f(0)|)2

进而

|z| ≥ ||f(z)| − |f(0)||
1− |f(z)||f(0)|

解之

|f(z)| ≥ |f(0)| − |z|
1− |z||f(0)|

=
|f(0)| − r

1− r|f(0)|

当M 6= 1时，令 g = f/M，从而由

|g(z)| ≥ |g(0)| − |z|
1− |z||g(0)|

=
|g(0)| − r

1− r|g(0)|
可得

|f(z)|
M

≥
|f(0)|
M − |z|

1− |z| |f(0)|M

=
|f(0)|
M − r

1− r |f(0)|M

⇐⇒ |f(z)| ≥ M(|f(0)| −Mr)

M − r|f(0)|

引理 A.0.4

♥

对于单位圆盘 D上的全纯函数 f，如果 f(D) ⊂ MD，且 f(0) = 0，f ′(0) = 1，那么M ≥ 1，且 f 在 ηD
中为单射，其中 η = 1/(M +

√
M2 − 1)。

证明 作 Taylor展式

f(z) =

∞∑
n=0

g(n)(0)

n!
zn =

∞∑
n=0

anz
n

由 Cauchy不等式

|f (n)(0)| ≤ n!

rn
sup
|z|=r

|f(z)| < n!

rn
M, r < 1

从而

|an| =
|f (n)(0)|

n!
≤ M

rn
, n ∈ N, r < 1

令 r → 1−，从而

|an| ≤M, n ∈ N

而 |a1| = |f ′(0)| = 1，从而M ≥ 1。

若 f 在 ηD中不为单射，则存在 z1 6= z2 ∈ D，使得成立 f(z1) = f(z2) = β。不妨 |z1| ≤ |z2| = ρ < 1/M。令

g(z) =
β
M − f(z)

M

1− ρ
M

f(z)
M

=
M(β − f(z))

M2 − βf(z)

则 |g| < M，且 g(z1) = g(z2) = 0。再令

h(z) =
g(z)(1− z1z)(1− z2z)

(z − z1)(z − z2)

则 h在 D内全纯。断言：|h| < M。事实上，由最大模原理，|h|在 ∂D上取到；而 z → ∂D，|g(z)| < M，从而

|h| < M。因此

|h(0)| = |g(0)|
|z1z2|

< M
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而 |g(0)| ≤ β，则 β < M |z1z2| < Mρ2。令

φ(z) =

f(z)/z, z 6= 0

f ′(0) = 1, z = 0

则 φ在 D内全纯，且 |φ| < M。由引理A.0.3，当 |z| = ρ < 1/M 时

|φ(z)| ≥ M(φ(0)−Mρ)

M − φ(0)ρ
=
M(1−Mρ)

M − ρ
=⇒ |f(z)| ≥ M(1−Mρ)

M − ρ
|z|

结合

β = |f(z2)| ≥
M(1−Mρ)

M − ρ
|z2| =

M(1−Mρ)

M − ρ
ρ =⇒ Mρ2 ≥ M(1−Mρ)

M − ρ
ρ =⇒ ρ ≥ 1

M +
√
M2 − 1

可得要使得 f 在 ρD中不为单射，从而当 ρ < 1/(M +
√
M2 − 1)时，f 在 ρD中为单射。

定理 A.0.3 (Landou引理)

♥

对于单位圆盘 D上的全纯函数 f，如果 f(0) = 0，f(D) ⊂ D，0 < f ′(0) = α ≤ 1，那么 f 在 ηD上为单
射，且 η2D ⊂ f (ηD)，其中 η = α/(1 +

√
1− α2)。

证明 令 F (z) = f(z)/α，则 F (0) = 0，F ′(0) = 1，且 F (D) ⊂ D/α。由引理A.0.4，则 F 在 ηD中为单射，其中

η =
1

M +
√
M2 − 1

=
1

1
α +

√
1
α2 − 1

=
α

1 +
√
1− α2

当 |z| = η时，由引理A.0.4

|F (z)| ≥ M(1−Mη)

M − η
|z|

从而

|f(z)| ≥
1− 1

αη
1
α − η

η =
α− η

1− αη
η ≥ η2

由 Rouché定理，η2D ⊂ f (ηD)。
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