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第一章：事件与概率  
 

1.随机现象与统计规律性  
1. 随机现象

1. 必然事件：在一定条件下，必然会发生的事情。
2. 不可能事件：在一定条件下，不然不会发生的事情。
3. 随机现象：在基本条件不变的情况下，一系列试验或观察会得到不同的结果的现象。
4. 随机事件：随机现象出现的结果。

2. 频率稳定性

1. 频率：对于随机事件 ，若在 次试验中出现了 次，则称 为随机事件 在
次试验中出现的频率。

2. 概率：对于随机事件 ，表示该事件发生的可能性大小的数 称为该事件的概率。

3. 频率与概率

1. 
2. 若记必然事件为 ，则有

3. 若 ，则

 

2.样本空间与事件  
1. 样本空间

1. 样本点：随机试验可能出现的结果称为样本点，记作 。

2. 样本空间：样本点全体构成样本空间，记作 。

3. 样本空间的类型

1. 有限个样本点
2. 无穷可列个样本点
3. 无穷不可列个样本点
4. 三维空间
5. 函数空间

2. 事件

1. 事件：样本点的某个集合。
2. 属于：
3. 不属于：
4. 空集：

3. 事件的运算

1. 运算

1. 包含： 或

2. 等价： ，当且仅当 与 同时成立

3. 逆：
4. 交：
5. 并：
6. 差：

2. 性质

1. 交换律： ，即

2. 结合律： ，即
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3. 分配律：

3. De Morgan定律（对偶原理）（适用于可列个事件）

1. 

2. 
4. 本质上只需要”交与逆“或”并与逆“两种运算

1. 

2. 

3. 

4. 有限样本空间

1. 
2. 
3. 

 

3.古典概型  
1. 模型与计算公式

1. ，其中

2. 若 ，则 。

2. 基本的组合分析公式

1. 两条原理：乘法原理与加法原理

2. 排列

1. 有放回的选取并排列：
2. 不放回的选取并排列：

3. 全排列：
4. 圆排列：

3. 组合

1. 不放回的选取：

2. 分为多个部分：

3. 有放回的选取：
4. 全错排：

4. 组合公式

1. 
2. 
3. 
4. 

3. 最大似然估计法：把概率 看作未知参数 的函数，称为似然函数，再通过求其最大值而得到 的估

计。

4. 概率的基本性质

1. 非负性：
2. 规范性：
3. 有限可加性：若 两两不相容，则

 

4.几何概率  
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1. 的测度

的测度

2. 性质

1. 非负性：
2. 规范性：
3. 可列可加性：若 两两不相容，则

 

5.概率空间  
1. 事件域

1. 域：称 的一些满足以下性质的子集构成的集类 为 域。

1. 

2. 若 ，则 。

3. 若 ，则 。

2. 事件域：若 是由样本空间 的一些元素构成的一个 域，则称之为事件域。

1. 中的元素称为事件。

2. 称为必然事件。
3. 称为不可能事件。

3. 最小 域：若给定 的一个非空集类 ，必存在唯一的满足以下性质的 上的 域 ，称

之为包含 的最小 域，亦称由 产生的 域。

1. 
2. 若存在 域 满足 ，则 。

4. 一维Borel点集：由一切形为 的有界左闭右开区间构成的集类所产生的 域为一维Borel
域，记作 ，称 中的集为一维Borel点集。

2. 概率

1. 概率：称定义在事件域 上的满足以下性质的集合函数 称为概率。

1. 非负性：对于任意 ， 。
2. 规范性：
3. 可列可加性或完全可加性：若 且两两不相容，则

。

2. 性质

1. 

2. 有限可加性：若 ，其中 且 ，则

。

3. 对于任意 ， 。

4. 若 ，则 。

5. 

6. Boole不等式：

Bonferroni不等式：

3. 可列可加性与连续性

1. 下连续：称 上的集合函数 为下连续的，如果对于任何单调不减的集序列 成立

。

2. 若 是 上满足 的非负集合函数，则其具有可列可加性的充分必要条件是

1. 是有限可加的。
2. 是下连续的。

3. 概率是上连续且下连续的。
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4. 

4. 概率空间：三元总体 为概率空间。

 



第二章：条件概率与统计独立性  
 

1.条件概率，全概率公式，Bayes公式  
1. 条件概率：

1. 条件概率：设 是一个概率空间， ，且 ，则对于任意 ，

记

并称 为在事件 发生的条件下事件 发生的条件概率。

2. 性质

1. 非负性：

2. 规范性：

3. 可列可加性：若 两两不相容，则

4. 乘法公式（乘法原理）：

5. 推广的乘法公式：

2. 全概率公式：设事件 是样本空间 的一个分割，亦称完备事件组，即 两两不相

容，且 ，则对于事件 ，存在全概率公式

3. Bayes公式：若事件 两两不相容，且对于事件 ，存在Bayes公式

 

2.事件独立性  
1. 两个事件的独立性：称事件 和 是统计独立的，如果满足

2. 三个事件的独立性：称事件 是统计独立的，如果同时满足

3. 推论

1. 若事件 独立，且 ，则 。

2. 若事件 独立，则事件 独立。
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4. 试验的独立性：记 为第 次试验有关的事件全体。若对于任意的 ，称试

验 是相互独立的，如果成立

 

3.Bernoulli试验与直线上的随机游动  
1. Bernoulli试验：只存在两种可能结果的试验称为Bernoulli试验。

2. 重Bernoulli试验满足

1. 每次实验之多出现两个可能结果之一： 和 。

2. 在每次试验中出现的概率 保持不变。
3. 各次试验相互独立。

3. 几何分布的无记忆性：在Bernoulli试验中，已知在前 次试验中没有成功，则首次成功所在需要

的时间满足几何分布。在离散型分布中，仅有几何分布满足此性质。

4. 分赌注问题：甲、乙两个赌徒中止赌博，若甲再胜 场则可赢得赌注，乙再胜 场则可赢得赌

注。甲在每局获胜的概率为 ，则甲赢得赌注的概率为

甲

5. 直线上的随机游动：考虑 轴上的一个质点，规定其只能位于整数点，在 时刻，位于初始

位置 ，以后每隔单位时间，分别以概率 及 向正的或负的方向移动一个单位。

1. 无限制随机游动：若质点在 时刻从原点出发，质点在 时刻位于 的概率为

2. 两端带有吸收壁的随机游动：若质点在 时刻从 出发，而在

和 处各有一个吸收壁，质点碰到吸收壁后将不再运动，则质点

最终在 点被吸收的概率为

质点最终在 点被吸收的概率为

6. 多项分布： 次重复独立试验且每次试验出现的可能结果为 ，而

，且 ，则 次试验中 出现 次的概率为

其中 ，且 。
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4.二项分布与Poisson分布  
1. 函数 关于 先递增后递减，且

2. Poisson定理：在独立实验中，以与 有关的常数 代表事件在实验中出现的概率。若 ，则

当 时，
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第三章：随机变量与分布函数  
 

1.随机变量与其分布  
1. 随机变量

1. 随机变量：设 是定义在概率空间 上的单值实函数，如果对于直线上任一

Borel点集 ，有

则称 为随机变量。

2. 概率分布：称 为随机变量 的概率分布。

3. 分布函数：称

为随机变量 的分布函数。

4. 分布函数的性质

1. 单调性：若 ，则 。

2. 


3. 左连续性：
2. 离散型随机变量

1. 概率分布：设 为离散型随机变量 的所有可能值， 是 取 的概率，即

称为随机变量 的概率分布，并满足性质

2. 分布函数：

3. 连续型随机变量

1. （分布）密度函数：

或

满足在区间 或 上可积。

2. 分布函数：

3. 性质

1. 
2. 

3. 
4. 
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4. 正态分布

1. 密度函数：

其中 ， 与 均为常数。

2. 分布函数：

3. 标准正态分布： ，此时相应的分布密度函数以及分布函数分别记为

和 ，即

于是显然有

4. 分布函数的性质

1. 分布函数至多仅有可列个不连续点。

2. 对于分布函数 存在Lebesgue分解

其中 为跳跃函数， 为绝对连续函数， 为奇异函数。

 

2.随机向量，随机变量的独立性  
1. 随机向量及其分布

1. 维随机向量：若随机变量 定义在同一概率空间 上，则称

为 维随机向量。

2. （联合）分布函数：称 元函数

为随机向量 的（联合）分布函数。

3. 多元分布函数的性质

1. 单调性：关于每个变元是单调不减函数。
2. 


3. 左连续性：关于每个变元左连续。
4. 密度函数：在连续型场合，存在函数 ，使得成立
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这里的 称为（多元分布）密度函数，满足如下性质

5. 多项分布

其中 且 。

6. 多元超几何分布

其中 。

7. 均匀分布

8. 多元正态分布

其中 为 阶正定对称矩阵， 为 阶实值行向量。

2. 边际分布（仅讨论二维场合）

1. 边际分布（边缘分布）：考虑二维随机向量 ，设 取值 ； 取值 。

记

，

，

，

显然

此外，

，

，

这里 与 称为 的

边际分布或边缘分布。

2. 边际分布函数：考虑二维随机向量 ，其分布函数为 ，则

与 称为 的边际分布函数。



3. 边际（分布）密度函数：若 为连续型分布函数，有密度函数 ，则

与 称为 的边际（分布）密度函数。

4. 二元正态分布

其中 为两个边际分布的数学期望， 为两个边际分布的标准差, 为二元正态分布
的相关系数，且构成协方差矩阵

5. 二元正态分布密度函数的典型分解：二元正态分布 存在如下两个分解

显然，第一式的第一部分为 的密度函数，第二部分为

的密度函数；第二式的第一部分为 的密度

函数，第二部分为 的密度函数。

6. 二元正态分布的边际分布：对于二元正态分布 ，其边际（分布）密度函数为

因此二元正态分布的边际分布仍未正态分布。

3. 条件分布（仅讨论二维场合）

1. 离散型随机变量：考虑二维随机向量 ，设 取值 ； 取值 ，则随机

变量 关于随机变量 的条件分布为

2. 连续型随机变量：考虑二维随机向量 ，其分布函数为 ，则随机变量 关于随机

变量 的条件分布为

若 ，则



4. 随机变量的独立性

1. 离散型随机变量：设 为 个随机变量，若对于任意的 ，成立

则称 是相互独立的。

2. 设 为 个随机变量，若对于任意的 ，成立

则称 是相互独立的。若 的分布函数为 ，则 等价于

 

3.随机变量的函数及其分布  
1. Borel函数与随机变量的函数

1. 元Borel（可测）函数：设 是 映射，若对于任意Borel点集
均有

其中 为 上Borel 域，则称 为 元Borel（可测）函数。同时，若
是 上的随机变量，而 是 元Borel（可测）函数，则
是 上的随机变量。

2. 离散卷积公式：

2. 单个随机变量的函数的分布律

1. 目标：已知随机变量 的分布函数 或密度函数 ，求解 的分布函数 或

密度函数 ，即

2. 若 严格单调，其反函数 存在连续导函数，则 具有密度函数

3. 随机变量的存在性定理：若 是左连续的单调不减函数，且
，则存在概率空间 及其上的随机变量 ，使

的分布函数恰好为 。

4. 倍数分布：随机变量 的分布函数为 ，密度函数为 ，则 的分布函数

为

密度函数为
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5. 平方分布：随机变量 的分布函数为 ，密度函数为 ，则 的分布函数为

密度函数为

3. 随机变量的函数的分布律

1. 若 ，而 的密度函数为 ，则

2. 和的分布：若 ， 的密度函数为 ，则

即

因此 的密度函数为

此为卷积公式。

3. 商的分布：若 ， 的密度函数为 ，则

因此 的密度函数为

4. 顺序统计量的分布：若 是相互独立的随机变量，具有相同的分布函数和密度函数
，记其极小值为 ，极大值为

1. 极小值

1. 密度函数：

2. 分布函数：

2. 极大值

1. 密度函数：



2. 分布函数：

3. 联合分布

1. 密度函数：

2. 分布函数：

4. 随机变量的变换若 的密度函数为 ，变量 满足

，且对于 存

在唯一的反函数 ，同时 的密度函数为
，则

其中 为Jacobi行列式

5. 随机变量的函数的独立性：若 是相互独立的随机变量，则 也是相互独
立的，这里 是任意的一元Borel函数。

 



第四章：数字特征与特征函数  
 

1.数学期望  
1. 平均值与加权平均值

1. 平均值：

2. 加权平均值：

其中 ，且

2. 离散型随机变量的数学期望：设 为离散型随机变量，且 ，若级数

绝对收敛，则称其为 的数学期望，记作 。

3. 连续型随机变量的数学期望：设 为具有密度函数 的连续型随机变量，若积分

绝对收敛，则称其为 的数学期望，记作 。

4. 数学期望

1. 若 的分布函数为 ，且积分

绝对收敛，则定义

为 的数学期望。

2. Stieltjes积分：

性质

1. 当 为跳跃函数，且在 具有跃度 时，积分化为无穷级数

2. 当 存在导数 时，积分化为
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3. 线性性质

4. 

5. 若 ， 单调不减， ，则

5. 随机变量函数的数学期望

1. 若 是分布函数为 的随机变量， 是一元Borel函数，则随机变量 的数学期

望为

2. 若 是分布函数为 的随机变量， 是分布函数为 的随机变量，其中

是一元Borel函数，则成立

6. 随机向量的数学期望

1. 随机向量 的数学期望为 ，其中

这里 是 的分布函数。

2. 若随机向量 的的分布函数为 ， 为 元Borel函
数，则

7. 数学期望的性质

1. 若 ，则 。

2. 线性性质：

2.方差，相关系数，矩  
1. 方差

1. 方差：对于随机变量 ，若 存在，则称其为随机变量 的方差，记为 。

2. 标准差：随机变量的方差的方根，即 。

3. 

4. 标准化随机变量：对于随机变量 ，若其数学期望 及方差 均存在，且 ，则可标

准化为
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此时， ， 。

5. 性质

1. 非线性性质

2. ,当且仅当 时等号成立。

6. Чебышёв不等式：若随机变量 存在数学期望 及方差 ，则成立不等式

其中 为任一正数。

2. 相关系数

1. 协方差

1. 协方差：对于随机变量 和 ，其协方差为

可计算为

2. 双线性性质

3. 协方差矩阵：记 ，则随机向量

的协方差矩阵为

记作 。显然此为非负定对称矩阵。

2. 相关系数：称

与 均不为常数

或 为常数

2. 对于事件 和 ，定义其相关系数为

3. 相关系数是随机变量间线性关系的度量。

4. 性质



3. Cauchy-Schwarz不等式：对任意随机变量 和 均有

当且仅当

时等号成立，其中 为常数。

4. 相关性

1. 记随机变量 和 的相关系数为

1. ：正相关

2. ：负相关

3. ：完全正相关
4. ：完全负相关

5. ：不相关

2. 对于相关系数 ，成立

并且， 当且仅当

当且仅当

3. 对于随机变量 和 ，以下等价

1. 和 不相关。

2. 
3. 
4. 
5. 

4. 若随机变量 和 独立，则 和 不相关；反之不然。

5. 对于二元正态分布，不相关性与独立性是等价的。

6. 对于二值随机变量，不相关性与独立性是等价的。

3. 矩

1. 原点矩：对于 ，称

为 阶原点矩。

2. 中心矩：对于 ，称

为 阶中心矩。

3. 由于 ，则若 阶矩存在，则 阶矩存在。

4. 

5. 



4. 分位数

1. 位分数：对于 ，若

则称 为分布函数 的 位分数。

2. 中位数： 成为中位数。

5. 条件数学期望，最佳线性预测

1. 条件数学期望：在 的条件下， 的条件数学期望定义为

2. 最小二乘法：对于相依的随机变量 和 ，要求寻找两者的函数关系 ，使得均方误差

达到最小，此时取

3. 回归：称

为 关于 的回归。

4. 重期望公式：

5. 线性回归：若 和 的数学期望分别为 和 ，标准差分别为 和 及相关系数为 ， 关于

的线性回归为

其均方误差为

6. 预测值 与残差 是不相关的。

 

3.熵与信息  
1. 不确定性与熵

1. Shannon公式：

其中 为正常数且 。

2. 熵：对于随机试验 ，其产生的不相容的结果的概率为 ，满足

，则其熵为

2. 熵的基本性质
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1. Jensen不等式：若 为 熵的上凸函数，对于任意的 及正数

且 ，则成立不等式

当且仅当 时等号成立。

2. 

当且仅当存在 使得 时等号成立。

3. 

当且仅当 时等号成立。

4. 若试验 与 独立，则

3. 条件熵与信息量

1. 条件熵：在试验 实现的条件下试验 的条件熵为

2. 信息量：试验 中的有关试验 的信息量为

3. 性质

1. 熵的加法法则：
2. 熵的非负性：
3. 

4. 连续型分布的熵

1. 对于随机变量 和 ，其密度函数分别为 和 ，且其联合密度函数为 ，则可定
义

2. 性质

1. 若 限制于 ，则 ，当且仅当 为 中的均匀分布，其中 为 的

测度。
2. 
3. ，当且仅当试验 与 独立时等号成立。



4. 设 为一元密度函数，其标准差为 ，则其熵 满足 ，

当且仅当 为正态分布时等号成立。

5. 设 为一元密度函数，且当 时， ，并且其数学期望为 ，则其
熵 满足 ，当且仅当 为指数分布 时等号成立。

 

4.母函数  
1. 母函数：对于随机变量 ，其概率分布为 ，则 的母函数定义为

2. 母函数的性质

1. 唯一性：母函数与概率分布函数一一对应。

2. 数字特征：

3. 独立随机变量之和的母函数：若随机变量 和 相互独立，其相应的母函数分别为 和 ，则随

机变量 的母函数 满足

4. 随机个随机变量之和的母函数：若 是相互独立的具有相同概率分布 的随机

变量，其母函数为

随机变量 是取整数值的，且 ，其母函数为

若 与 独立，则随机变量 的母函数为

 

5.特征函数  
1. 定义

1. 复随机变量：若 和 均为概率空间 熵的实值随机变量，则称 为复随机

变量。

2. 特征函数：若随机变量 的分布函数为 ，则其特征函数为

3. 对于连续型随机变量，若其分布密度函数为 ，则其特征函数为

此时，特征函数为密度函数 的Fourier变换。
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2. 性质

1. 

2. 特征函数 在 上一致连续。

3. 非负定性：对于任意 以及任意实数 及复数 ，成立

4. 若随机变量 和 相互独立，且对应的特征函数分别为 和 ，则其和 的特征函
数 满足

5. 若随机变量 存在 阶矩，则其特征函数可微分 次，且当 时，成立

6. 若 ，则

3. 逆转公式与唯一性定理

1. 逆转公式：若分布函数 的特征函数为 ，又 是 的连续点，则成立逆转公

式

2. 唯一性定理：分布函数 由特征函数 唯一确定，且

特别的，若 绝对可积，则相应的分布函数 的存在并连续，且

4. 分布函数的可再生性

5. 多元特征函数

1. 多元特征函数：若随机向量 的分布函数为 ，则其特征函数定义

为

2. 逆转公式：若随机向量 的特征函数为 ，且 为其分

布函数，则

其中 与 均为任意实数，满足 落在几何体

的表面上的概率为零。



3. 唯一性定理：分布函数 由其特征函数 唯一确定。

4. 连续性定理：若特征函数列 收敛于一个连续函数 ，则存在某

分布函数使其特征函数为 。

5. 性质

1. 在 中一直连续，且

2. 若 为随机向量 的特征函数，则随机变量

的特征函数为

3. 若矩 存在，则

4. 若随机向量 的特征函数为 ，则 维向量
的特征函数为

5. 若随机向量 的特征函数为 ，而 的特征函数为
，则随机变量 相互独立的充分必要条件是

6. 若以 及 分别记作为随

机向量 及 特征函数，则
与 独立的充分必要条件是对于任意实数

成立

 

6.多元正态分布  
1. 密度函数与特征函数

1. 元正态分布：若

为 维实向量，

为 阶非负定对称矩阵，则以

为特征函数的分布，或以
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为密度函数的分布为 元正态分布，记为 。若 维随机向量

满足 元正态分布，记为 。

2. 的任一子向量

服从正态分布 ，其中

为 保留第 行及列所得的 阶矩阵。

3. 及 分别为随机向量 的数学期望矩阵及协方差矩阵，即

2. 独立性

1. 若 ，则 相互独立的充分必要条件是其两两不相关。

2. 若

其中 与 为 的子向量，记

其中 及 分别为 及 的协方差矩阵， 为由 与 的相应分量的协方差

构成的相互协方差矩阵，则 与 独立的充分必要条件是 。

3. 线性变换

1. ，其中 为任意实向量。

2. 正态分布的线性变换不变性：若 ，则对于任意矩阵 ，成立

。

3. 推论

1. 若 ，则存在正交矩阵 ，使得 为具有独立正态分布的随机变

量，且 ， 的方差分量为 的特征值。

2. 正交变换下，多维正态变量保持其独立、同方差性不变。

3. 若 ，且 为 阶正定矩阵，则



4. 条件分布：若 ，记

其中 与 为 的子向量，且 ；记

其中 及 分别为 及 的协方差矩阵， 为由 与 的相应分量的协方差构成的相

互协方差矩阵。则在给定 时， 的条件分布亦为正态分布，其条件数学期望为

条件方差为

此时 成为 关于 的回归，且其为 的线性函数，又条件方差 与 无关。

 



第五章：极限定理  
 

1.Bernoulli试验场合的极限定理  
1. 大数定律与中心极限定理

1. 大数定律：若 是随机变量序列，令

若存在常数序列 ，对于任意的 ，恒成立

则称序列 服从大数定律。

2. 中心极限定理：对于独立随机变量 ，若 及 存在，对随机变量进行标准化

若 满足

则称序列 服从中心极限定理。

2. 大数定律

1. Чебышёв大数定律：若 是两两不相关的随机变量所构成的序列，每一随机变量都
存在有限的方差，且有公共上界

则对于任意的 ，恒成立

2. Марков大数定律：对于随机变量 ，若满足Марков条件，即当 时

则对于任意的 ，恒成立

3. Bernoulli大数定律：若 是 次Bernoulli试验中某事件出现的次数，而 是该事件在每次试

验中出现的概率，则对于任意的 ，恒成立

4. Poisson大数定律：若在一个独立实验序列中，某事件在第 次试验中出现的概率为 ，以

记前 次试验中该事件出现的次数，则对于任意的 ，恒成立

af://n1149
af://n1151


3. De Moivre—Laplace极限定理

1. 局部极限定理：若 是 次Bernoulli试验中某事件出现的次数， ， 为任意

有限区间，记 ，且满足 ，则当 时

2. 积分极限定理：若 是 次Bernoulli试验中某事件出现的次数， ，则对任意有限

区间 ，当 时

3. 应用

1. 用频率估计概率：

2. 二项式分布计算：

3. 二项分布计算：

 

2.收敛性  
1. 分布函数弱收敛

1. 弱收敛：对于分布函数列 ，若存在单调非减函数 使

在 的每一连续点上都成立，则称 弱收敛于 ，记作 。

2. Helly第一定律：任一一致有界的单调非减函数列 存在子序列 弱收敛于一

有界的单调非减函数 。

3. Helly第二定律：若 是 上的连续函数，又 是在 上弱收敛于函数

的一致有界单调非减函数序列，且 和 是 的连续点，则

4. 拓广的Helly第二定律：若 是 上的连续有界函数，又 是在

上弱收敛于函数 的一致有界单调非减函数序列，且

则
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2. Lévy—Cramer定理（连续性定理）

1. 正极限定理：若分布函数列 弱收敛于分布函数 ，则相应的特征函数列

收敛于特征函数 ，且在 的任一有限区间内收敛是一致的。

2. 逆极限定理：若特征函数列 收敛于函数 ，且 在 处连续，则相应的分

布函数列 弱收敛于以 为特征函数的分布函数 。

3. 随机变量的收敛性

1. 依分布收敛：对于随机变量 和 的分布函数分别为 和 ，若

，则称 依分布收敛于 ，记作 。

2. 依概率收敛：对于随机变量 和 ，若对于任意的 ，恒成立

则称 依概率收敛于 ，记作 。

3. 阶收敛：对于随机变量 和 ，存在有限的 和 ，其中 为常数，若

则称 阶收敛于 ，记作 。

4. 以概率 收敛：对于随机变量 和 ，若

则称 以概率 收敛于 ，又称 以几乎处处收敛于 ，记作

。

5. 

6. 

7. 若 为常数，则 。

4. Bochner—Хи́ нчин定理

1. Bochner—Хи́ нчин定理：函数 是特征函数的充分必要条件是： 非负定，连续，且
。

2. Herglotz定理：复数列 可以表示为

的充分必要条件是其为非负定的，即对于任意的正整数 及复数 均有

其中 是 上有界、单调非减、左连续函数。

 

3.独立同分布场合的极限定理  
1. Хи́ нчин大数定律：若 是相互独立的随机变量序列，服从相同的分布，且具有有限的数学期
望
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则对于任意的 ，有

矩估计的相合性：若总体 的 阶原点矩 存在，此时样本的 阶原点矩

作为 的估计量成立

2. 中心极限定理

1. Lindeberg—Lévy中心极限定理：若 是相互独立的服从相同分布的随机变量序列，

且

其中 ，则其标准化随机变量

的极限分布为

若 存在，则

的分布渐进于

2. 若 是相互独立的服从相同分布的随机变量序列，且

其中 ，则

3. 多元中心极限定理：若 维随机变量 相互独立且具有相同的分布，其数学期望为

，协方差矩阵为 ，则其标准化随机变量

的极限分布为
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4.强大数定律  
1. 以概率 收敛

1. 极限事件

1. 上限事件与下限事件：若 为一列事件，记

称 为事件序列 的上限事件， 为事件序列 的下

限事件。

2. 极限事件：若 为一列事件，显然

特别的，当 时，记

，并称其为事件序列 的极限事

件。

3. 由de Morgan定理

2. Borel—Cantelli引理

1. 若随机事件序列 满足

则

2. 若 是相互独立的随机事件序列，则

成立的充分必要条件为

或

2. 强大数定律：对于独立随机变量 ，若

则称其满足强大数定律。

3. Borel强大数定律：若 为某事件在 次独立试验中出现的次数，且在每次试验中该事件出现的概率均

为 ，则当 时，成立
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4. Колмого́ ров‎强大数定律

1. Колмого́ ров不等式：对于独立随机变量 ，若其方差有限，则对于任意的 ，

成立

2. Hājek—Rényi不等式：对于独立随机变量序列 ， ，而

是一列正的单调非增常数序列，则对于任意正整数 ，及 ，均有

3. Колмого́ ров‎强大数定律：对于独立随机变量序列 ，若 ，则成立

5. 独立同分布场合的强大数定律：对于相互独立的服从相同分布的随机变量序列 ，当 时

成立的充分必要条件是 存在且为 。

 

5.中心极限定理  
1. 对于相互独立的服从相同分布的随机变量序列 ，其具有有限的数学期望和方差

记

作标准化和数

本节即为寻找和数 的分布函数区域正态分布函数的充分必要条件。

2. Lindeberg条件：对于任意 ，成立

其中 为随机变量 的分布函数。

3. Felelr条件：

且
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4. Lindeberg—Felelr定理：对于和数 ，成立

与Felelr条件的充分必要条件是成立Lindeberg条件。

5. 推论

1. 对于相互独立随机变量序列 ，若存在常数 ，使得成立

且

则当 时，成立

2. Lyapunov定理：若对于独立随机变量序列 ，存在 ，使得当 时，

则成立

 



概率模型 概率分布 数学期望 方差 特征函数

退化分布

Bernoulli分布

二项分布

Poisson分布

几何分布

超几何分布

Pascal分布

负二项分布

正态分布

均匀分布

指数分布

分布

分布 （ 时为Erlang分
布）

Cauchy分布 不存在 不存在

分布  

Pareto分布
（ 时存
在）

（ 时存在）  

分布  

分布

对数正态分布  

Weibull分布  

Rayleigh分布  

Laplace分布

附录：概率模型  

其他

其他
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